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Introduction

.

L�espèrance conditionnelle est un concept important en probabilités, notamment uti-

lisé dans des domaines tels que l�étude des martingales et l�intégration stochastique.

Néaumaines, sa dé�nition dans le cas général n�est pas simple. c�est pour quoi nous pré-

sentant l�idée par étapes et de façon intuitive, cas discret, cas absolument continu, inter-

prétation géométrique dans L2:
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Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Rappel de la théorie de la mesure

Soient (
;A) un espace mesurable, P et Q deux mesures positives sur (
;A):

Dé�nition 1.1 :
- Q est dite concentrée sur A 2 A si :

Q(A \B) = Q(B) 8B 2 A ;

c.a.d tout événement disjoint deA est Q négligeable.

- Si Q est concentrée sur A et P est concentrée sur B avec A et B disjoints alors Q etP

sont dites singulières, on note (Q ? P ) :
- Q est dites absolument continue par rapport à P si :

8A 2 A : (P (A) = 0) =) (Q(A) = 0) ;

on note (Q� P ) :

Si (Q(
) <1) ; une C.N.S. pour que (Q� P ) est que :

8" > 0; 9� > 0= (P (A) < �) =) (Q(A) < ") :

Théorème 1.2 (Radon Nykodim Lebesgue) :
Si Q est une mesure sur (
;A) et P une mesure � �nie sur (
;A) alors il existe un couple
unique (QAC ; QS) de mesures tel que : (Q = QAC +QS) où (QS ? P ) (décomposition de
Lebesgue).

De plus, il existe une classe unique de fonctions f égales P p:s de (
;A) �! (R+;B(R+))
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telle que :

QAC(A) =

Z
A

fdP 8A 2 A (Radon Nykodim):

Ces fonction sont P p:s �nies ssi Q est � �nie et sont intégrables ssi Q est bornée.

f est appelée la dérivée de Radon Nykodim de Q par rapport à P .elle est notée dQ
dP
:

1.2 Espérance (ou moyenne)

Dé�nition 1.3 :
- Si X =

nP
i=1

xi1Ai(v.a.r étagée),on appelle espérance mathématique de X par rapport à la

mesure de probabilité P le réel, notée E(X), dé�nit par :

E(X) =

Z
XdP =

nX
i=1

xiP (Ai) (c�est l�intégrale de X).

- Si X est une (v:a:r � 0) ; X = lim
n�!+1

Xn où (Xn) est une suite de v:a:r étagées,on a

alors :

E(X) =

Z
XdP

= lim
n�!+1

XndP

= lim
n�!+1

E(Xn):

[On montre que E(X) est indépendante du choix de la suite (Xn)] :

E(X) peut être in�nie, si elle est �nie on dit que X est intégrable.

- Si X est une v.a.r quelconque, on a :�
X = X+ �X�� :

X est dite intégrable si
�R
j X j dP < +1

�
;on pose dans ce cas :

E(X) =

Z
X+dP �

Z
X�dP:

Remarque 1.4 :
On dé�nit aussi E(X) pour X seulement quasi intégrable (c.f.Neveu).

Propriété d�une espérance (reprises de celle de L�intégrale) :
* Si X et Y sont des v.a.r intégrables alors (aX + bY ) l�est aussi (a; b 2 R; avec aX + bY
dé�nit).
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* Si X et Y sont des v.a.r telles que (X � Y ) alors (E(X) � E(Y )) (positivité).
* Si (Xn) est une suite croissante de v.a.r positives tendant p.s vers X alors :

E(X) = lim
n�!1

E(Xn) (théorème de convergence monotone noté (T.C.M.):

* Si (Xn) est une suite de v.a.r convergeant p.s vers X et s�il existe une v.a.r z telle que

(8n; j Xn j� z) p.s alors X est intégrable et E(X) = lim
n�!1

E(Xn):(théorème de conver-

gence dominé noté T.C.D).

* Si (Xn) est une suite de v.a.r positives alors :�Z



lim inf XndP

�
�
�
lim inf

Z



XndP

�
(lemme de Fatou).

* Si (Xn) est une suite de v.a.r � 0 tendant p.s vers X et s�il existe une constante M

telleque : Z



XndP �M 8n 2 N:

Alors : Z



X dP �M (autre forme du Lemme de Fatou):

* Si X est une v.a.r positive, A 2 A avec
�R
A
X dP <1

�
alors (X < +1) p.s sur A:

* Si (Xn) est une suite croissante de v.a.r positives telle que :

sup
n

Z
XndP < +1;

alors :

lim
n
Xn <1 p.s.

* Soit X une v.a de (
;A) �!(
0
;A0

) et g v.a.r. (

0
;A0

) �!(R;B(R))
i) (g � 0 où g PX intégrable) =)

�R

0 g dPX =

R


g �X dP

�
;

ii) Si X est une v.a.r � 0 où intégrable alors :

E(X) =

Z



X dP =

Z
R
x dPX(x) =

Z
R
x dFX(x) =

Z
x f(x)dx:

Ou FX est la fonction de répartition de X et f est la densité de X (si elle existe).
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Chapitre 2

Probabilité et esperance
conditionnelle

2.1 Probabilité conditionnelle

2.1.1 Par rapport à une v.a discrète

Soit (
;A; P ) un espace de probabilité et soient A et B deux événements de A.
La réalisation de A peut in�uer sur celle de B (soit en augmentant la chance de B sachant

A et en la diminuant).

On dé�nit la probabilité de B sachant A et on note P (A=B) le nombre :

P (B=A) =
P (A \B)
P (A)

si P (A) > 0:

Ce nombre est appelé probabilité conditionnelle de B par rapport à A (ou sachant A).

Le conditionnement par rapport à une v.a discrète est alors immédiat :

On dé�nit pour une v.a X prenant les valeurs (Xn)n2N la probabilité conditionnelle de A

sachant (X = xn) et on note P (A=X = xn) le nombre :

P (A=X = xn) =

8<:
P (A \ (X = xn))

P (X = xn)
si P (X = xn) 6= 0:

0 sinon
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Remarque 2.1 :
Si (P (X = xn) 6= 0) alors l�application :

A ! [0; 1]

A ! P (A=X = xn)

Dé�nit une mesure de probabilité.

On peut donc dé�nir l�éspérance d�une v.a. Y inégrable par rapport à cette probabilité par :

E(Y=X = xn) =

Z
Y (w) P (dw=X = xn):

On montre que :

E(Y=X = xn) =

Z
X=xn

Y (w)P (dw)

P (X = xn)

(Commencer par Y étagée, puis positive et en�n intégrable).

(C�est ce qu�on appelle l�espérance conditionnelle de Y sachant (X = xn)).

2.1.2 Par rapport à une v.a continue

Soit X une v.a.r dé�nie sur (
;A; P ) à valeurs dans (R;B(R)).
Pour A 2 A et B 2 B(R) on a :

P (A=X 2 B) = P (A \ (X 2 B))
P (X 2 B) si P (X 2 B) 6= 0:

Si on cherche P (A=X = x), la dé�nition donnée plus haut ne peut marcher que pour x

tel que P (X = x) 6= 0, or dans le cas d�une v.a continue P (X = x) = 0 8x 2 R:
L�idée de poser :

P (A=X = x) = lim
h1;h2>�!0

P [A \ (X 2 ]x� h1;x+ h2[)]
P (X 2 ]x� h1;x+ h2[)

Se heurte au problème d�existence de cette limite dans un cadre général.

Ce pendant,si on dé�nit les deux mesures suivantes :

Q̂(B) = P (A \ (X 2 B))
P̂ (B) = P (X 2 B) = Px(B)
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On a :
�
Q̂� P̂

�
:

D�après le théorème de Radon Nykodim, il existe une classe de fonctions C; B(R) mesu-
rables et intégrables telles que :

Q̂(B) =

Z
B

C(x)PX(dx) =
Z
X�1(B)

(C �X)(w) P (dw) 8B 2 B(R):

D�ou :

Dé�nition 2.2 :
P (A=X = x) est n�importe quelle fonction B(R) mesurable telle que :

8B 2 B(R), P (A \ (X 2 B)) =
Z
B

P (A=X = x) PX(dx):

Remarque 2.3 :
Deux versions di¤érentes de P (A=X = x) sont PX p:s égales, en e¤et :

Si g est B(R) mesurable avec :

8B 2 B(R); P (A \ (X 2 B)) =
Z
B

g(x)PX(dx):

Alors on a : Z
B

(g(x)� P (A=X = x))PX(dx) = 0 8B 2 B(R):

D�ou :�Z
B1

(g(x)� P (A=X = x))PX(dx) = 0

�
=) (g(x) = P (A=X = x) PX p:s sur B1) ;

avec : B1 = fx 2 B/g(x)� P (A=X = x) � 0g :

Et�Z
B2

(g(x)� P (A=X = x))PX(dx) = 0

�
=) (g(x) = P (A=X = x) PX p:s sur B2) :

avec : B2 = fx 2 B/g(x)� P (A=X = x) < 0g :

Donc :

g(x) = P (A=X = x) PX p:s:

L�intégration par rapport à la loi image PX se rapportant à une intégration par rapport à

P on obtient :
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Dé�nition 2.4 :
La probabilité de A sachant X est tout v.a dé�nie sur 
 notée P (A=X), �(x) mésurable

et véri�ant :

P (A \ (X 2 B)) =
Z
X�1(B)

P (A=X)dP 8B 2 B(R):

Ou ce qui est équivalent :

P (A \B) =
Z
B

P (A=X)dP 8B 2 �(x):

Remarque 2.5 :
- Deux versions de P (A=X) sont P p:s égales.

- Si une version de P (A=X = x) = F(x) alors une version de P (A=X) est égale à
(F �X) ;
- P (A=X) étant �(X) mesurable, son écriture (F �X) est prévisible ;
- La probabilité conditionnelle par rapport à une v.a ne dépend que de la tribu engendrée

par cette v.a et non des valeurs qu�elle prend. Aussi deux v.a qui engendrent la même

tribu dé�nissent-elles la même probabilité conditionnelle.

2.2 Espérance conditionnelle

2.2.1 D�une v.a par rapport à une v.a

En procédant par analogie avec la probabilité conditionnelle on va dé�nir l�espérance

conditionnelle.

Soient :

X v:a : (
;A; P )! (

0
;A0

)

Y v:a : (
;A; P )! (R;B(R))

SiB 2 A0
avec P (X 2 B) 6= 0; il parait naturel de vouloir dé�nir l�ésperance conditionnelle

de Y sachant (X 2 B) notée E(Y=X 2 B) comme suit :

E(Y=X 2 B) =
Z
Y (w)P (dw=X 2 B);

où :

P (A=X 2 B) = P (A \ (X 2 B))
P (X 2 B)
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Plus généralement dé�nissons :

Q̂(B) =

Z
Y (w) P (dw \ (X 2 B))

=

Z
X2B

Y (w) P (dw)

Px(B) = P (X 2 B):

Q̂ est une mesure absolument continue par rapport à Px. D�où :

Dé�nition 2.6 :
Si Y est une v.a.r intégrable sur (
;A; P ), E(Y=X = x) est la classe de fonctions numé-

riques A0
mesurable et véri�ant :

8B 2 A0
;

Z
B

E(Y=X = x)Px(dx) =

Z
X�1(B)

Y dP

E(Y=X = x) est l�éspérance conditionnelle de Y sachant X .

Par dé�nition de la mesure image on obtient :

Dé�nition 2.7 :
Si Y est une v.a.r intégrable sur (
;A; P ), E(Y=X) est toute fonction numérique �(x)
mesurable et véri�ant :

8A 2 �(X)
Z
A

E(Y=X)dP =

Z
A

Y dP:

Remarque 2.8 :
- Deux versions de E(Y=X = x) (resp.E(Y=X )) sont PX p:s.égales (resp. P p:s égales )

- E(Y=X) est aussi notée EX(Y ).

- Si Y est �(X) mesurable alors E(Y=X) = Y P p:s .

- E(1A =X = x) = P (A=X = x) PX p:s et E(1A=X) = P (A=X) P p:s.

Proposition 2.9 :
X et Y sont deux v.a indépendantes ssi :

8A 2 B(R); P (Y 2 A=X) = k(A) P p:s:(cste)

Et on a alors :

k(A) = P (Y 2 A) P p:s:
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Preuve. :
Si X et Y sont indépendantes alors 8B 2 A

0
:Z

X�1(B)

P (Y 2 A)dP = P (Y 2 A)P (X�1(B))

= P ((Y 2 A) \ (X 2 B))

=

Z
X2B

1(Y 2A)

=

Z
X2B

P (Y 2 A=X)dP:

D�ou :

P (Y 2 A=X) = P (Y 2 A) P p:s:

- Réciproquement :
Si P (Y 2 A=X) = k(A) on a 8B 2 A0

:

P ((Y 2 A) \ (X 2 B)) =
Z
(X2B)

P (Y 2 A=X)dP =
Z
(X2B)

k(A)dP = k(A)P (X 2 B):

Si
�
B = 


0�
on obtient :

P (Y 2 A) = k(A),

d�où P ((Y 2 A) \ (X 2 B)) = P (Y 2 A)P (X 2 B):

Donc X et Y sont des v.a indépendantes.

Proposition 2.10 :
Si Xet Y sont indépendantes alors :

E(Y=X) = E(Y ) P p:s:

Preuve. :
Soit B 2 A0

: Z
X2B

Y dP =

Z
1(X2B)Y dP

= E(1(X2B)Y )

= P (X 2 B)E(Y )

=

Z
X2B

E(Y )dP:
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D�ou :

E(Y=X) = E(Y ) P p:s:

Remarque 2.11 :
La réciproque de cette proposition est fausse en général.

En e¤et :

Soit (Y = ZX) avec Z et X des v.a.r. indépendantes et Z prenant les valeurs 1 et �1
avec probabilités 1

2
:

Dans ce cas :

EY = EZ EX = 0:

Soit B 2 B(R) : Z
X2B

0dP = 0

= EZ E(X 1X2B)

= E(ZX 1X2B)

=

Z
X2B

ZXdP

=

Z
X2B

Y dP:

Donc :

E(Y=X) = 0 = EY P p:s:

Et pour tant X et Y ne sont pas indépendantes.

2.2.2 D�une variable par rapport à une tribu

Nous savons que E(Y=X) ne dépend que de �(X), aussi peut on noter E(Y=X) par

E(Y=�(X)); d�ou :

Dé�nition 2.12 :
Si Y est une v.a.r intégrable sur (
;A; P ) est D une sous tribu de A alors E(Y=D) est
toute v.a.r D mesurable veri�ant :

8D 2 D
Z
D

Y dP =

Z
D

E(Y=D)dP:

Remarque 2.13 :
- Deux versions de E(Y=D) sont égales P p:s.
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- E(Y=D) n�est autre que la dérivée de Radon Nykodim de la mesure
�
Q̂(D) =

R
D
Y dP

�
par rapport à la restriction de P sur D
- Si D = f�;
g alors E(Y=D) =EY P p:s.

- E(Y=D) se dé�nit pour Y positive même non intégrable(voir le probléme à la �n de ce

chapitre).

- E(Y=D) est aussi noté EDY:

2.3 Propriétés de l�espérance conditionnelle

Il su¢ t de donner ces propriétés pour E(Y=D) car E(Y=X) = E(Y=�(X)) :

a) Si Y � 0 alors EDY � 0 P p:s ;
b) L�application :

L1(
;A; P ) �! L1(
;D; P )
Y �! EDY

est linéaire ;

c) E(1=D) = 1 P p:s;

d) Si E(Y ) � D alors E(Y=D) =Y P p:s:

e) Si �(Y ) et D sont indépendantes alors E(Y=D) =E(Y ) P p:s; même démonstration

que la proposition2.

f) E(E(Y=D)) =E(Y ) en e¤et :

E(Y ) =

Z
Y dP

=

Z
E(Y=D)dP

= E(E(Y=D))

g) Si D1 � D2 alors :

E(E(Y=D2)=D1) = E(E(Y=D1)=D2)
= E(Y=D1):

Preuve. :
E(E(Y=D1)=D2) = E(Y=D1) car E(Y=D1) étant D1 mesurable est D2 mesurable.
Reste à voir que E(E(Y=D2)=D1) = E(Y=D1):

13



Soit D 2 D1;
R
D
E(E(Y=D2)=D1)dP =

R
D
E(Y=D2)dP =

R
D
Y dP car D 2 D2(D1�D2)

Donc :

et
8D 2 D1;

R
E(E(Y=D2)=D1)dP =

R
Y dP

E(E(Y=D2)=D1) est D1 mesurable

)
=) E(E(Y=D2)=D1) = E(Y=D1):

h) théorème converergence monotone conditionnel (T.C.M.C.) :

Soit (Yn) une suit croissante de v.a.r positives avec :

Yn % Y P p:s et (E j Y j<1) :

Alors :

lim
n
E(Yn=D) = E(Y=D):

Preuve. :
Posons (Zn = Y � Yn) ; on a : (Zn & 0) P p.s et (EZn & 0) :

(Zn � Zn+1) =) (E(Zn=D) �E(Zn+1=D) �0) :(D�aprés les propriétés a et b)
Donc :

E(Zn=D)& U (U � 0):

Par ailleurs,d�aprés le T.C.D. on a :

lim
n
E(Zn=D) =U (U � 0)

E(U) =

Z



U dP

=

Z



lim
n
E(Zn=D)dP

= lim
n

Z



E(Zn=D)dP (T.C.M)

= lim
n

Z



ZndP

=

Z



lim
n
ZndP (T.C.M)

=

Z



0dP = 0

(E(U) = 0) avec (U � 0) =) (U = 0) :
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i) Théorème de convergence conditionnel (T.C.D.C) :
Si (Yn) est une suite de v.a.r. Z convergeant P p:s vers Y et s�il existe une v.a.r Z

intégrable telle que :j Yn j� Z P p:s 8n 2 N Alors :

E(Y=D) =lim
n
E(Yn=D):

Preuve. :
Posons :

Xn = sup
k�n

j Yk � Y j; on a : Xn ! 0 P p:s:

Et

j E(Yn=D)� E(Y=D) j=j E(Yn � Y=D) j�j E(j Yn � Y j =D) j� E(Xn=D)

Il su¢ ty donc de montrer que (E(Xn=D)! 0) P p:s:

La suite (Xn) étant décroissante et positive, il en esty de même de E(Xn=D), appelons
X sa limite puisqu�elle existe, on a :

E(X) =

Z
limE(Xn=D)

T:C:D
= lim

Z
E(Xn=D)dP

Car :

E(Xn=D) � 2 E(Z=D) intégrable.

Or :

lim
n

Z
E(Xn=D)dP = lim

n

Z
XndP

T:C:D
=

Z
limXndP = 0:

Donc :

et
X � 0
EX = 0

)
=) X = 0 P p:s:(c.q.f.d.)

j) Si Y est D mesurable alors (E(Y Z=D) =Y E(Z=D)) :

En e¤et :

- Si

(Y = � 1Do) où (Do 2 D) alors

Soit :

D2 D;
Z
D

Y ZdP =

Z
D\Do

�ZdP = �

Z
D\Do

E(Z=D)dP =
Z
D

Y E(Z=D)dP:

- Si Y est une v.a.r. étagée, la propriété de linéarité de l�espérance conditionnelle (propriété

b) permet de conclure.
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- Si Y est une (v:a:r: � 0), il su¢ t d�appliquer la proprieté b et le T:C:M:C pour avoir le
résultat.

- En�n si Y est qulconque, l�application de la propriété b permet de conclure. (c:q:f:d:).

k) Inégalité de Jensen :

Soit Y une v.a.r. intégrable sur (
;A; P ) à valeurs dans un intervalle I de R et soit
C une fonction B(I) mesurable convexe sur I avec C(Y ) intégrable. nous avons :

EX(C(Y )) � C(EXY ) P p:s:

Preuve. :

(
;A; P )Y�!(I;B(I)) C�!(R;B(R))

Commençons par remarquer que si (Y 2 I) alors
�
EXY 2 I

�
, en e¤et

Si (Y > a) alors
�
EXY � a = EX(Y � a) > 0

�
:

Par ailleurs C étant convexe on peut écrire :

8x; � 2 I � C(x)� C(�) � C0d(�)(x� �)

(où Cd est la dérivé à droitede C):

Posons :

x = Y (w); C =EXY (w):

On obtient :

C(Y (w))� C(EXY (w)) � C0d(EXY (w))(Y (w)� EXY (w))8w 2 


=) C(Y )� C 0d(EXY )(Y � EXY ) � C(EXY ):

=) EX(C(Y )� C 0d(EXY )(Y � EXY ) � EX(C(EXY )) = C(EXY )

(d�aprés les propriétés a,b et d).

Or :

EX(C 0d(EXY )(Y � EXY )) = C 0d(EXY )(EX(Y � EXY )) = 0 (propriété j).

D�ou :

EX(C(Y )) � C(EXY ): (c:q:f:d:):
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Corollaire 2.14 :
Si C et Y véri�ent les hypothéses de l�inégalité de Jensen alors :

- ED(C(Y )) � C(ED(Y )) 8D sous tribu de A:
- E(C(Y )) � C(E(Y )):

2.4 L�espérance conditionnelle en tant que projec-

teur :

Soient X et Y deux v.a.r de carré intégrable sur (
;A; P ) et D une sous tribu de A.
La covariance est un produit scalaire sur l�espace vectoriel des v.a centrées et de carrrée

intégrables.

1-Probléme des moindres carrés :
On cherche une v.a. Z �(X) mesurable (Z = C(X)) telle que Y et Z soient les plus

proches possible dans L2.

a) Si (X = Cste) on cherche Z = c (Cste) qui minimise E(Y � c)2 donc (Z = EY ) :
b) Soit Z une v.a �(X) mesurable

Posons :

T = E(Y=�(X))� Z:

T est �(X) mesurable

E(Y � Z)2 = E(Y � E(Y=�(X)))2 + ET 2:

Car :

E(T (Y � E(Y=�(X)))) = EE((T (Y � E(Y=�(X))=�(X))
= ET (E(Y � E(Y=�(X)=�(X)))
= ET (E(Y=�(X)� E(Y=�(X)) = 0:

On a donc :

E(Y � Z)2 est minimum pour (ET 2 = 0) c.a.d pour (T 2 = 0 P p:s) :

En conclusion :

Parmi les v.a �(X) mesurables, (Z = E(Y=X)) est celle qui est la plus proche de Y au

sens de L2:
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2-Cas général :
Soit PD la restriction de P à D, on est tenté de considérer ED comme le projecteur or-
thogonal de L2(
;A; P ) �! L2(
;D; PD):
L�ennui est que L2(
;D; PD) n�est pas exactement un sous espace de L2(
;A; P ) car les
relations d�équivalence mod P et mode PD ne sont pas identiques.Une classe d�équiva-

lence dans L2(
;D; PD) n�est pas forcément une classe de L2(
;A; P ),d�autres v.a. non
D mesurables peuvent apparaitre.

Mais fort heureusement il existe une isométrie de L2(
;D; PD) donnée par :
X 2 L2(
;D; PD) �! X 2 L2(
;A; P )

" "
Classe de X classe de X

Dans L2(
;D; PD) dans L2(
;A; P )
En e¤et :

jj X jjD=
Z



X2dPD =

Z



X2dP =jj X jjA

L�image de L2(
;D; PD) par cette isométrie est un sous espace de L2(
;D; P ):
Aussi désormais identi�era-t-on L2(
;D; PD) et son image par cette isométrie.Autrement
dit L2(
;D; PD) est considéré comme l�espace des éléments de L2(
;D; P ) dont au moins
un représentant est D mesurable.

Proposition 2.15 :
ED est le projecteur orthogonal de L2(
;A; P ); notons PDr Y la projection de Y sur

L2(
;D; PD):

Preuve. :
Soit Y 2 L2(
;A; P ), notons PDr Y la projection de Y sur L2(
;D; PD):
On a : Z

D

PDr Y dP =

Z
1DP

D
r Y

= E(1DP
D
r Y ) + E(1D(Y � PDr Y )):

Car 1D est Y � PDr Y sont orthogonaux.

Donc : Z
D

PDr Y dP = E(1DY ) =

Z
D

Y dP 8D 2 D

D�ou :

PDr Y = E
DY (c.q.f.d).
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2.5 Version régulière de la probabilité conditionnelle :

Si (Y = 1A) on a :(E(Y=D) =E(1A=D)) est la classe de v.a.r. D mesurable telle que :

8D 2 D
Z
D

E(1A=D)dP =
Z
D

1AdP = P (A \D):

Si D =�(X) on retrouve P (A=X) = E(1A=X); d�où :

Dé�nition 2.16 :
Si D est une sous tribu de A et A 2 A, la probabilité conditionnelle de A sachant D est

toute v.a.

D mesurable notée P (A=D) qui véri�e :

8D 2 D
Z
D

P (A=D)dP = P (A \D):

En fait :

P (A=D) =E(1A=D).

On remarque que :

Pour A �xé, P (A=D) est un classe de v.a D mesurables.

Si A décrit A et D est �xée, P (:=D) se comporte presque comme une probabilité,en e¤et :
i) (P (A=D) �0) P p:s:
ii) (P (
;D) =1) P p:s:
iii) P (

P
i2N
Ai=D) =

P
i2N
P (Ai=D) P p:s:

Mais A �! P (Ai=D) n�est pas nécessairement une probabilité p:s car en changeant de
suite (An).

l�evénement négligeable en dehors du quel iii) est véri�ée varie et il n�y a pas de raison

pour qu�il existe un négligeable universel valable pour toutes les suites (An), c�est pourquoi

on ne peut, en général, extraire pour une classe P (A=D) un représentant P �(A=D) tel que
l�application :


�A �! [0; 1]

(w;A) �! P �(A=D)(w)

Soit, pour W �xée, une probabilité sur A.cela nous conduit à :

19



Dé�nition 2.17 :
P �(A=D) est une version réguliére de la probabilité conditionnelle (notée v.r.p.c.) de A
sachant D si :

a) 8A 2 A �xé, P �(A=D) est une version de P (A=D);
b) 8w 2 
 �xé, P �(:=D) (w) est une probabilité sur A.

Proposition 2.18 :
Si une v.r.p.c. de A sachant D existe et si (E j Y j<1) alors :

E(Y=D) =
Z
Y P �(dy=D) P p:s:

Preuve. :
- Si (Y = 1A) A 2 A on a :

E(Y=D) =P (A=D)

Et Z



Y P �(dy=D) =

Z
A

P �(dy=D)

= P �(A=D)
= P (A=D) P p:s:

Car P �(A=D) est une version de P (A=D).

=)
Z
Y P �(dy=D) =E(Y=D) P p:s:

- Si Y est étagée le résultat reste vrai par linéarité de l�espérance conditionnelle et de

l�espérance.

- Si Y est positive le résultat se généralise par application du T:C:M:C. et du T:C:M .

- En�n si Y est intégrable, le résultat découle de la linéarité de l�espérance conditionnelle

et de l�espérance (c:q:f:d:).

En général la v:r:p:c. n�existe pas mais le probléme se simpli�e lorsqu�on passe aux espaces

image.

Supposons que Y prenne ses valeurs dans (E;B).

Dé�nition 2.19 :
P̂ (B=D) dé�nie sur B�
 est une version réguliére de la loi conditionnelle (notée v.r.l.c.)
de Y sachant D si :

i) 8B 2 B �xé, P̂ (B=D) est une version de P (Y 2 B=D) ;
ii) 8w �xé (w 2 
), P̂ (:=D)(w) est une probabilité sur B.

20



Proposition 2.20 :
Soit :

Y v:a: : (
;A; P ) �! (E;B)
C v:a: : (E;B) �! (R;B(R))

Avec (E j C(Y ) j<1) :
Si P̂ (B=D) est une version réguliére de la loi conditionnelle de Y sachant D alors :

E(C(Y )=D) =
Z
C(Y ) P̂ (dY=D) P p:s.

Preuve. :
Provient du fait que la v:r:l:c: se comporte comme un v:r:p:c: (d:c:q:f:d:):

Dé�nition 2.21 :
Soit X une v.a :(
;A; P ) �! (S; C)
On dé�nit une v:r:l:c. de Y sachant (X = x),notée P̂ (B=X = x) par :

i) 8x 2 S; P̂ (:=X = x) est une probabilité sur B:
ii) 8B 2 B; P̂ (B=X = x) est une version de P (Y 2 B=X = x):

Proposition 2.22 :
Soit C(x; y) une v.a sur (S; C)
 (E;B) telle que (E j C(x; y) j<1) :
Si P̂ (B=X = x) est une v:r:l:c: de Y sachant (X = x) alors :

E(C(x; y)=X = x) =

Z
C(x; y)P̂ (dY=X = x) p:s.

Preuve. :
Si :

C(x; y) = 1C(x)1D(y);

alors :

E(C(x; y)=X = x) = 1C(x)E(1D(y)=X = x) (D�aprée la propriété j)

=) E(C(x; y)=X = x) = 1C(x)P (Y 2 D=X = x) = 1C(x)

Z
1D(y)P̂ (dY=X = x)

=

Z
C(x; y)P̂ (dY=X = x):

La proposition reste vraie pour C intégrable par linéarité et passage à la limite
monotone. (c:q:f:d:):
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Corollaire 2.23 :
Si X et Y sont des v.a. indépendantes et sous les mêmes conditions que la proposition

précédente on a :

E(C(X; Y )=X = x) = E(C(x; Y )) p.s

Preuve. :
Il su¢ t de prendre P̂ (B=X = x) = P (Y 2 B) et d�appliquer la proposition
précédente.(c:q:f:d:):

Dans le cas où Y est une v.a réelle, nous allons montrer l�existence d�une v:r:l:c. de Y

sachantD pour cela nous avons recours aux versions réguliéres de la fonction de répartition
conditionnelle dont voici la dé�nition :

Dé�nition 2.24 :
P (x=D) dé�nie sur R � 
 est une version réguliére de la fonction de répartition condi-
tionnelle (notée v:r:f:r:c:) de Y sachant D si :

i) 8x �xée, F (x=D) est une version de P (Y < x=D) ;
ii) 8w �xée, F (:=D)(w) est une fonction de répartition.

Proposition 2.25 :
Si Y est une v.a.r., il existe une v:r:f:r:c. de Y sachant D.

Preuve. :
Choisissons une version de P (Y < x=D).
Soit x un nombre rationnel.

Q = fxigi2N l�ensemble des rationnels.
- Soit :

M = [
rj>ri

fw=P (Y < rj=D) <P (Y < ri=D)g

= [
rj>ri

�
w=E(1Y <rj � 1Y <ri=D)

	
(Ensemble où P (Y < x=D) n�est pas croissante dans Q).

Or si (rj > ri) alors :��
1Y <rj � 1Y <ri

�
� 0

�
=)

�
E(1Y <rj � 1Y <ri=D) �0 p:s

�
=) P (w : E(1Y <rj � 1Y <ri=D) <0) = 0:

Donc P (M) = 0 (comme réunion dénombrable d�ensembles négligeables)

- Soit :

N = [
i

�
w= lim

rj%ri
P (Y < rj=D) 6=P (Y < ri=D)

�
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(Ensemble où P (Y < x=D) n�est pas continue à gauche)

On a :

lim
y%ri

P (Y < rj=D) =P (lim(Y < rj=D) =P (Y < ri) p:s

Donc : (P (N) = 0).

De plus :

Si (r % +1) alors (P (Y < r=D) �!1 p:s) :

Si (r & �1) alors (P (Y < r=D) �!0 p:s) :

Si on note L l�ensemble pour lequel
�
P (Y < r=D) 9

r&�1
0

�
:et
�
P (Y < r=D) 9

r%+1
1

�
alors (P (L) = 0) :

Donc 8w =2M[N[L et pour x rationnel on a :(x �! P (Y < x=D)) est monotone,continue
à gauche, tend vers 1 si (x �! +1) et tend vers 0 si (x �! �1) :
Si G est une fonction de répartition quelconque, posons :

FY (x=D) =
(
G(x) si w 2 N [ L [M
lim
ri%x

P (Y < rj si wj =2 N [ L [M

Pour tout w �xé, FY (x=D) est une fonction de répartition, et c�est bien une version de
P (Y < x=D) pour x �xé.

Corollaire 2.26 :
Si Y est une v.a. réelle, il existe une v:r:l:c: de Y sachant D.

Preuve. :
D�aprés la proposition 7, il existe FY (x=D) qui est une v.r.f.r.c.
Pour chaque w, FY (x=D) dé�nit une probabilité PY=D(B) qui coincide avec P̂ (B=D) pour
B = ]�1; x[ 8x 2 R donc partout.

Remarque 2.27 :
Le cas où Y prend ses valeurs dans Rn est analogue.
Plus généralement que le corollaire précèdent,il existe une v:r:l:c. de Y sachant D pour

tout vecteur Y à valeurs dans (Rn;B(Rn)):

Proposition 2.28 :
Soit X = (X1; :::; XP ) et Y = (Xp+1; Xp+2; :::; Xn) deux

�!
v:a à valeurs respectivement dans

Rp et Rn�p:
Si le vecteur (X1; :::; Xn) admet une densité f(x1; :::; xn) par rapport à la mesure de Le-

besgue sur Rn alors Y admet une loi conditionnelle par rapport à X qui pour presque toute
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valeur x1; x2; :::; xp de X a la densité :

f
x1:::xp
Y = (xp+1; :::; xn) =

f(x1:::xn)

fX(x1:::xp)

où fX est la densité marginale de X.

Preuve. :
Soit B 2 B(Rp) et B1 2 B(Rn�p) on a :

P ((X 2 B) \ (Y 2 B1)) = P ((x1:::xn) 2 B �B1)

=

Z
B�B1

f(x1:::xn)dx1::dxn

=

Z
B

dx1::dxp

Z
B1

f(x1:::xp)dxp+1::dxn

=

Z
B

fx(x1:::xp)dx1:::dxp

Z
B1

f(x1:::xn)

fX(x1:::xp)
dxp+1::dxn

car : fX(x1:::xp) 6= 0 PX p:s:

D�où :

P ((X 2 B) \ (Y 2 B1)) =
Z
B

dPX(x1:::xp)

Z
B1

f(x1:::xn)

fX(x1:::xp)
dxp+1::dxn:

Or :

P ((X 2 B) \ (Y 2 B1)) =
Z
P (Y 2 B1=X = (x1:::xp))dPX(x1:::xp)

D�où :

P (Y 2 B1=X = (x1:::xp)) =

Z
B1

f(x1:::xn)

fX(x1:::xp)
dxp+1::dxn:

qui est mesure de probabilité sur (Rn�p;B(Rn�p)) de densité par rapport à la mesure de
Lenesgue sur Rn : f(x1:::xn)

fX(x1:::xp)
:

Exemple 2.29 :
Si X et Y sont deux v.a.r telles que (X; Y ) a pour densité f alors :

E(Y=X = x) =

Z
y
f(x; y)

f(x; y)dy
dy (D�après les propositions 5 et 8).

(Y est supposé intégrable).
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