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Introduction Générale

Les suites linéaires récurrentes constituent une partie fondamentale de la théorie des

nombres pour plusieurs années. En outre, ces suites apparaissent partout en mathéma-

tiques et en informatique. Par exemple la théorie des séries entières représentant les fonc-

tions rationnelles ; les nombres générateurs pseudo-aléatoires, les suites automatiques et

les automates cellulaires. Les solutions de certaines classes d�équations diophantiennes et

de quelques problèmes combinatoires forment des suites linéaires récurrentes. Une grande

variétés de séries de puissances, par exemple les fonctions Zeta de variétés algébriques sur

des corps �nis, les fonctions Zeta dynamiques, les fonctions génératrices provenant de la

théorie des groupes, les séries de Hilbert dans une algèbre commutative et les séries de

Poincaré sont toutes connues d�être rationnelles dans de nombreux cas. Les coe¢ cients

de la série représentante ces fonctions sont des suites linéaires récurrentes, et donc tant

de puissants résultats de la présente étude peuvent être appliqués. Les suites linéaires

récurrentes participent également à la preuve du dixième problème de Hilbert sur Z.
Elles apparaissent encore dans plusieurs parties de la mathématique appliquée et d�in-

formatique. Plusieurs systèmes de polynômes orthogonaux, y compris les polynômes de

Tchebychev, les polynômes de Dickson satisfont des relations de récurrences sous forme

de suites linéaires récurrentes. En théorie d�approximation, en cryptographie et en analyse

des séries temporelles.

L�application de l�analyse p-adique dans les suites linéaires récurrentes qui nous intéresse

dans ce travail est portée sur un célèbre problème dit "Problème de Skolem". Un problème

qui consiste à déterminer le nombre d�itérations d�un élément d�une suite linéaire récur-

rente. La plupart des résultats concernant ce problème utilisent des arguments p-adique ;

en particulier les propriétés des normes p-adiques (non-Archimédiennes). Le théorème de

Strassman appelé souvent "théorème de préparation p-adique de Weierstrass" qui consiste

à borner le nombre de solutions d�une équation à variables p-adiques.

Ce mémoire est composé de deux chapitres. Il est structuré de la manière suivante :
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Dans le premier chapitre, on introduit les éléments nécessaires pour une bonne com-

préhension du problème de Skolem qui sera étudié. Nous rappelons quelques principes

et résultats fondamentaux de la théorie des suites récurrentes linéaires, notamment le

théorème d�existence concernant la solution des suites récurrentes linéaires.

Le deuxième chapitre vise à donner du théorème de Skolem-Mahler-Lech une preuve

simple. Nous rappelons pour un point de départ quelques outils de l�analyse p-adique qui

seront utiles pour l�étude mathématique de notre problème. Ces rappels porteront sur le

corps ultra-métrique, le corps des nombres p-adiques, notamment la valuation p-adique,

la norme p-adique et quelques propriétés analytiques du corps des nombres p-adiques.

Nous présentons aussi le théorème de Strassman. Ensuite, nous démontrons le théorème

de Skolem-Mahler-Lech.
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Chapitre 1

Introduction à la théorie des suites
récurrentes linéaires

Le but de ce chapitre est d�établir le modèle mathématique qui décrit le problème de

Skolem.pour les suites récurrentes linéaires.

Dans ce chapitre, on introduit les éléments nécessaires pour une bonne compréhension

du problème qui sera étudié. Nous rappelons quelques principes et résultats fondamentaux

de la théorie des suites récurrentes linéaires. Pour plus de détails sure ces notions, nous

indiquons par exemple les travaux [6] ; [8] , [9] ; [12] et [14] :

1.1 Formulation variationnelle de problème

1.1.1 Dé�nition d�une suite récurrente linéaire

On appelle suite récurrente linéaire toute suite (un)n2N qui satisfait la relation suivante

un = ck�1un�1 + ck�2un�2 + :::+ c0un�k (1.1)

pour tout n � k ; avec les coe¢ cients �xés cj 2 Z pour tout j = 0; ::::; k � 1.
On sait que la relation (1:1) est une relation récurrente de dégré k:

Ici on suppose que dans (1:1), c0 6= 0, car c0 = 0 implique que la relation linéaire (1:1) est
de degré k � 1:
Les éléments u0; u1; ::::; uk�1 de la suite (un)n2N sont appelés des conditions initiales.

Exemple 1.1.1 La suite de Fibonacci (un)n2N dé�nie par

un = un�1 + un�2; n � 2, avec u0 = u1 = 1
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est l�une des suites récurrentes linéaires les plus connues.

Dans ce travail, nous nous intéresserons au problème de Skolem suivant :

Problème de Skolem [5] : Etant donnée une suite récurrente linéaire (un)n2N dé�nie
par la relation (1:1) avec ses conditions initiales, on cherche s�il existe un entier positif n

tel que un = 0.

1.2 Solution d�une suite récurrente linéaire

Soit (un)n2N une suite récurrente linéaire dé�nie par la relation (1:1 ).

Le polynôme

P (x) = xk � a1xk�1 � a2xk�2 � :::� ak (1.2)

s�appel le polynôme caractéristique de la suite (un)n2N.

Le résultat suivant est essentiel pour l�étude de notre problème.

Théorème 1.2.1 Supposons que la relation de récurrence (1:1) a lieu et que P (x) le

polynôme caractéristique de cette relation.

Si

P (x) =
rQ
i=1

(x� �i)ni

Alors, il existe des polynômes uniques P1 (x) ; P2 (x) ; :::::; Pn (x) ; avec deg(pi) � ni � 1,
tels que

un =
rX
i=1

Pi (n)�
n
i (1.4)

Réciproquement, toute suite (un)n2N de la forme (1.4) satisfait la relation de récurrence

(1.1).

Pour démontrer ce théorème, on va utiliser les lemmes suivants

Lemme 1.2.2 Soit P (x) un polynôme dé�ni par (1:2) qui admet � comme un zéros

d�ordre m � 1 .
On dé�nit : (

P0(x) = P (x)

Pi+1 (x) = xP
0
i (x);8i � 1

(1.5)

Alors il existe des pôlynomes Qi(x) tels que

Pi (x) = (x� �)m�iQi(x) ;8i 2 f0; 1; ::::;m� 1g (1.6)
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Récéproquement
Si � 6= 0 et Pi (�) = 0 ; 8i = 0; m� 1, alors

P0(x) = (x� �)mQ0(x) (1.7)

où Q0(x) est un polynôme.

Preuve. Tout d�abord, on va montrer par récurrence que pour tout i � 1, Pi (x) peut
se représenter par

Pi (x) =

iX
j=1

C
(i)
j x

jP (j) (x) (1.8)

Le cas i = 1 est evident (puisque P1 (x) = xP 0(x)) .

Supposons maintenant que (1:8) est vraie jusqu�à l�ordre i . Alors

P 0i (x) =
iX
j=1

C
(i)
j

�
jxj�1P (j) (x) + xjP (j+1) (x)

�
=

iX
j=1

C
(i)
j jx

j�1P (j) (x) +
i+1X
j=2

C
(i)
j�1x

j�1P (j) (x)

Par conséquent

Pi+1 (x) = xP 0i (x)

= xP 0(x) +
iX
j=2

�
jC

(i)
j + C

(i)
j�1

�
xjP (j) (x) + xi+1P (i+1) (x)

Donc

Pi+1 (x) =

i+1X
j=1

C
(i+1)
j xjP (j) (x)

D�autre part, si � est une racine d�ordre m du P (x), alors � est une racine d�ordre m� j
du P (j) (x) .

Ceci implique que

P (j) (x) = (x� �)m�j Rj (x)

où Rj (x) est un polynôme.

Récéproquement : Supposons maintenant que Pi (�) = 0 ; 8i = 0; m� 1, et montrons
par récurrence que

P0(x) = (x� �)mQ0(x); où Q0(x) est un polynôme
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En e¤et . Si m = 1, on aura

P0 (�) = P (�)

=) (x� �) =P (x)
=) P (x) = (x� �) :Q0 (x)

Supposons maintenant, que la propriété est vraie pour tout nombre strictement inférieur

à m , alors

Si Pm�1 (�) = 0, on obtient

0 =

m�1X
j=1

C
(m�1)
j �jP (j) (�) = 0 + :::::0 + �m�1P (m�1) (�) pour tout � 6= 0

=) P (m�1) (�) = 0 =) (x� �)m =P (x)
=) P (x) = (x� �)mQ0 (x)

Lemme 1.2.3 Sous les conditions du lemme précédent, on a

i)
k�1X
p=0

picp�
p = ki:�k;8i = 0; m� 1 (1.9)

ii)
kX
p=1

ck�pp
i�k�p = 0;8i = 1; m� 1 (1.10)

:

iii)

kX
p=1

ck�p (n� p)j �k�p = nj�k;8j = 0;m� 1 (1.11)

Preuve. i) On va montrer par récurrence que

Pi(x) = k
ixk �

k�1X
p=0

picpx
p ; 8i = 0; m� 1

En e¤et . Pour i = 0, on obtient

k0xk �
k�1X
p=0

p0cpx
p = xk �

k�1X
p=0

cpx
p = P0(x)
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Supposons maintenant que la relation est vraie jusqu�à l�ordre i . On a

Pi+1 (x) = xP 0i (x) = x

"
kki�1xk�1 �

k�1X
p=0

ppicpx
p�1

#

= ki+1xk �
k�1X
p=0

pi+1cpx
p

Mais d�après le lemme précédent, on a

Pi(�) = 0;8i = 0; m� 1

Ce qui implique
k�1X
p=0

picp�
p = ki�k

ii) Un calcul direct donne

kX
p=1

ck�pp
i�k�p =

k�1X
p0=0

cp0 (k � p0)i �p
0
(en posant p0 = k � p)

=
iX
t=0

(�1)tCtiki�t
k�1X
p0=0

cp0p
0t�p

0

En utilisant le résultat précédent, on trouve

k�1X
p0=0

cp0p
0t�p

0
= kt�k

Alors
kX
p=1

ck�pp
i�k�p =

iX
t=0

(�1)tCtiki�tkt�k = ki�k
iX
t=0

(�1)tCti = 0
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iii) Nous avons

kX
p=1

ck�p (n� p)j �k�p =
kX
p=1

ck�p

jX
t=0

Ctjn
j�t (�p)t �k�p

=

jX
t=0

Ctjn
j�t (�1)t

kX
p=1

ck�pp
t�k�p

=

jX
t=0

Ctjn
j�t (�1)t

k�1X
p0=0

cp0 (k � p0)t �p
0

=

jX
t=0

Ctjn
j�t (�1)t

tX
i=0

(�1)iCitkt�i
k�1X
p0=0

cp0p
0i�p

0

=

jX
t=0

Ctjn
j�t (�1)t

tX
i=0

(�1)iCitkt�iki�k

= nj�k +

jX
t=1

Ctjn
j�t (�1)t kt�k

tX
i=0

(�1)iCit

= nj�k

Preuve du théorème (1:2:1)
Supposons que (un)n2N est une suite dé�nie par (1.1).

Et soit

P (x) =
rQ
i=1

(x� �i)ni

le polynôme caractéristique de la relation (1.1).

On considère la fonction génératrice suivante

F (x) =

+1X
n=0

unx
n (1.12)

Alors, pour tout n � k, on a

xnun = ck�1un�1x
n + ck�2un�2x

n + :::+ c0un�k x
n
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Ce qui implique

+1X
n=k

xnun =
+1X
n=k

(ck�1un�1x
n + ck�2un�2x

n + :::+ c0un�k x
n)

= ck�1x
+1X
n=k

un�1x
n�1 + ck�2x

2

+1X
n=k

un�2x
n�2 + ::::+ c0x

k

+1X
n=k

un�k x
n�k

= ck�1x
+1X
n=k

un�1x
n�1 + ck�2x

2

+1X
n=k

un�2x
n�2 + ::::+ c0x

k

+1X
n=k

un�k x
n�k

Donc

F (x)�
kX

m=1

uk�mx
k�m = ck�1x

 
F (x)�

kX
m=2

un�mx
k�m

!
+ ck�2x

2

 
F (x)�

kX
m=3

un�mx
k�m

!
+

+:::+ c1x
k�1 (F (x)� u0) + c0xkF (x)

Ce qui donne

F (x) =

kX
m=1

uk�mx
k�m � ck�1x

 
kX

m=2

uk�mx
k�m

!
� ck�2x2

 
kX

m=3

uk�mx
k�m

!
� :::� c1xk�1u0

1�
kX

m=1

ck�mxm

=

kX
m=1

uk�mx
k�m � ck�1

kX
m=2

uk�mx
k�(m�1) � ck�2

kX
m=3

uk�mx
k�(m�2) � :::� c1xk�1u0

1�
kX

m=1

ck�mxm

Posons

R(x) =

kX
m=1

uk�mx
k�m � ck�1

kX
m=2

uk�mx
k�(m�1) � ck�2

kX
m=3

uk�mx
k�(m�2) � :::� c1xk�1u0

et

Q(x) = 1�
kX

m=1

ck�mx
m
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où degR � k � 1, et degQ = k ( car c0 6= 0 ).
Alors

Q(
1

x
) = 1�

kX
m=1

ck�mx
�m

) xkQ(
1

x
) = xk �

kX
m=1

ck�mx
k�m

= P (x) =
rQ
i=1

(x� �i)ni

Donc

1

xk
Q(x) =

rQ
i=1

�
1

x
� �i

�ni
=

rQ
i=1

�
1

x

�ni rQ
i=1

(1� �ix)ni

=
1

xk

rQ
i=1

(1� �ix)ni ( car
rX
i=1

ni = k )

Alors

Q(x) =
rQ
i=1

(1� �ix)ni

En utilisant la division Euclidienne, on peut décomposer la fonction F comme suit

F (x) =
R(x)

rQ
i=1

(1� �ix)ni
=

rX
i=1

niX
j=1

rij

(1� �ix)j

Moyennant maintenant de l�expression

�
1

1� y

�j
=

 
+1X
n=0

yn

!j
=

+1X
h=0

ch+j�1j�1 yh;

il s�ensuit

F (x) =

rX
i=1

niX
j=1

rij

 
+1X
h=0

ch+j�1j�1 �hi x
h

!

=
+1X
h=0

 
rX
i=1

 niX
j=1

rijc
h+j�1
j�1

!
�hi

!
xh (1.13)
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De (1.12) et (1.13), on déduit que

uh =

rX
i=1

Pi(h)�
h
i ;

où

Pi(h) =

niX
j=1

rijc
h+j�1
j�1

D�autre part, les combinaisons ch+j�1j�1 sont des polynômes de degré j � 1:
Alors, pour tout i = 1; :::r; les Pi(h) sont des polynômes de degré inférieur ou égale ni�1:

Unicité
Comme la suite (un)n2N est de degré k; alors on peut supposer que c0 6= 0; et dans ce cas,
toutes les racines �i, i= 1, r sont di¤érentes de zéro.

Posons

Pi (x) =

ni�1X
j=0

pijx
j ( car deg(Pi) � ni � 1)

Or les pij, 1 � i � r et 0 � j � ni � 1 sont les inconnues d�un système de k équations
linéaires obtenues à partir de :

un =
rX
i=1

Pi (n)�
n
i

et les conditions initiales u0, . . . . . . . . ., uk�1.

La formule précédente peut s�écrire sous la forme

un =
rX
i=1

Pi (n)�
n
i =

rX
i=1

ni�1X
j=0

pijn
j�ni ; (1.14)

où n = 0, . . . . . ., k � 1.
Le déterminant du système (1.14) est de la forme��������������

1 0 : 1 0 : 0

�1 �1 : �r �r : �r

�21 2�21 : �2r 2�2r : 2nr�1�2r
�31 3�31 : �3r 3�3r : 3

nr�1
�3r

: : : : : : :

�k�11 (k � 1)�k�11 : �k�1r (k � 1)�k�1r : (k � 1)
nr�1

�k�11

��������������
(1.15)

On va démontrer que le déterminant (1:15) n�est pas nul, ce qui signi�e que les coé¢ cients

pij sont uniques.

12



Pour cela, il su¢ t de démontrer que les vecteurs colonnes de (1:15) sont linéairements

indépendants .

Supposons donc qu�il existe des constantes a0, . . . ., ak�1 tels que

k�1X
l=0

all
i�lj = 0; (1.16)

pour tout j = 1; r et i = 0; nj � 1:
On pose maintenat

C (x) =
k�1X
l=0

alx
l (1.17)

Et on dé�nit (
C0 (x) = C (x)

Ci+1 (x) = xC
0
i (x) ; 8i � 0

Moyennant de (1.6), il s�ensuit

Ci (�j) = 0; pour tout j= 1, r et i= 0, nj � 1

Le lemme (1:2:2) implique que C (x) est divisible par (x� �1)n1, (x� �2)n2, . . ., (x� �r) :
Dans ce cas, il existe un polynôme q(x) tel que

C (x) = (x� �1)n1 (x� �2)n2 . . . (x� �r)nr q(x)

Ce qui implique que

deg(C (x)) � n1 + : : : : :+ nr = k; oubienC (x) = 0

D�après (1:17), la première option n�est pas satisfaite, alors C (x) est identiquement nul,

et donc

a0 = a1 = ::: = ak�1 = 0

Réciproquement :
Supposons que (un)n2N s�écrit sous la forme

un =

rX
i=1

Pi (n)�
n
i

13



On veut montrer que

un = ck�1un�1 + ck�2un�2 + . . .+ c0un�k

On étude la di¤érence

D = un � ck�1un�1 � ck�2un�2 � . . .� c0un�k

Alors

D =

rX
i=1

Pi (n)�
n
i �

kX
s=1

ck�s

rX
i=1

Pi (n� s)�n�si

En posant ck = �1 et Pi (x) =
ni�1P
j=0

pij x
j dans l�égalité précédente, on obtient

D = �
kX
s=0

ck�s

rX
i=1

Pi (n� s)�n�si

= �
rX
i=1

kX
s=0

ni�1X
j=0

pij (n� s)j ck�s�n�ki �k�si

= �
rX
i=1

�n�ki

ni�1X
j=0

pij

kX
s=0

ck�s (n� s)j �k�si

Moyennant maintenant du lemme (1:2:3), il s�ensuit

kX
s=0

ck�s (n� s)j �k�si = �nj�ki +
kX
s=1

ck�s (n� s)j �k�si

= �nj�ki + nj�ki = 0

Par suite

un = ck�1un�1 + ck�2un�2 + :::+ c0un�k , pour tout n � k
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Chapitre 2

Théorème de Skolem-Mahler-Lech

Cette partie vise à donner du théorème de Skolem-Mahler-Lech une preuve simple.

Nous rappelons pour un point de départ quelques utils de l�analyse p-adique fréquemment

utilisé dans notre travail. Ces rappels porteront sur le corps ultramétrique, le orps des

nombres p-adiques, notamment la valuation p-adiquie, la norme p-adique et quelques

proprietés analytiques du corps de nombres p-adiques. Nous présentons aussi le théorème

de Strassman [21] :

Pour plus de détails sur ces notions et plus généralement pour tout ce qui concerne

les séries de puissances p-adiques, nous indiquons les travaux [7] et plus récemment [13] :

Ensuite, nous dèmontrons le théorème de Skolem-Mahler-Lech.

2.1 Eléments d�nalyse p-adique

Le but de cette section est d�exposer les di¤érents concepts et les notions indisponibles

à l�étude de notre problème.

2.1.1 Corps ultramétrique

Dé�nition 2.1.1 Soit | un corps munit d�une norme k:k.
On dit que la norme k:k est ultramétrique (non-Archimédiènne), si et seulement si

8x, y 2 | : kx+ yk � max fkxk ; kykg (2.1)

Tout corps munit d�une norme non-archimédiènne s�appelle un corps ultamétrique.

Remarque 2.1.2 Si dk:k est la distance induite par la norme k:k, alors la relation pré-
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cédente peut s�écrire sous la forme

8x, y, z 2 | : dk:k(x; z) � max
�
dk:k(x; y); dk:k(y; z)

	
(2.2)

Proposition 2.1.3 Si k:k est ultramétrique, alors

8n 2 N : knk � 1 (2.3)

Preuve. Supposons que k:k est ultramétrique et montrons par récurrence que

8n 2 N : knk � 1

Pour n = 1 ; on a

k1k = 1 � 1:

Supposons maintenant que

kn� 1k � 1

Alors

knk = kn� 1 + 1k
� max fkn� 1k ; k1kg = 1

2.1.2 Corps des nombres p-adiques

Valuations p-adiquies

Dé�nition 2.1.4 (valuation p-adique) Soit p un nombre premier et soit x 2 N. On
appelle valuation p-adique du x notée vp (x) le plus grand exposant de p tel que pvp(x) divise

x. C�est-à-dire

vp : N �! N [ f+1g

x 7�! vp (x) =

(
max fr 2 Z+ : pr=xg ; si x 6= 0
+1 ; si x = 0

(2.1)

L�expression (2.4) peut s�écrire sous la forme

x = pvp(x):x0, où (p; x0) = 1 (2.5)
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Il est claire que si x = a
b
2 Q�, on trouve

vp (x) = vp (a)� vp (b) (2.6)

Norme p-adique

Dé�nition 2.1.5 (norme p-adique) Soit p un nombre premier. La norme p-adique d�

un nombre rationnel x est une application k:kp : Q �! R+
dé�nie par

x 7�! kxkp =
(
p�vp(x), si x 6= 0
0, si x = 0

(2.7)

Exemple 2.1.6 Pour la distance usuelle, on a

dj:j(10; 3) = j10� 3j = 7

Tandis que pour la norme 5�adique on trouve

dj:j5(10; 3) = k10� 3k5 = k7k5 = 5
0 = 1

car

7 = 2 + 1:5

) V5 (7) = 0

Lemme 2.1.7 Soit p > 2 un nombre premier, alors pour tout n 2 N, nous avons

vp

�
pn

n!

�
� n p� 2

p� 1 (2.8)

Preuve. Pour tout n 2 N, on a

vp

�
pn

n!

�
= vp (p

n)� vp (n!) = n� vp (n!)

D�autre part

vp (n!) =

�
n

p

�
+

�
n

p2

�
+ :::::::

� n

p
+
n

p2
+ :::::: =

n

p� 1

17



Donc

vp

�
pn

n!

�
� n� n

p� 1 = n
p� 2
p� 1

Les nombres p-adiques

On sait que R est la complétion de Q par rapport à la valeur absolue usuelle, et dans
ce cas les éléments de R sont les classes d�équivalences des suites de Cauchy de Q. La
même procédure se fait pour une valeur absolue ultramétrique k:kp. La complétion de
Q par rapport à la valeur absolue k:kp donne un corps ultramétrique appelé corps des
nombres p�adiques et se note Qp. Ainsi les éléments de Qp sont les classes d�équivalences
des suites de Cauchy dans Q, muni de la relation suivante :

(an) R (bn) () lim
n�!1

kan � bnkp = 0 (2.9)

Remarque 2.1.8 La valeur absolue k:kp peut être prolonger de Q sur tout Qp de la façon
suivante :

Pour tout x 2 Qp; il existe une suite (xn) 2 Q telle que

lim
n�!1

kxn � xkp = 0 (2.10)

Dé�nition 2.1.9 Remarque 2.1.10 On note par Zp l�ensemble des entiers p-adiques .

Zp =

(
a 2 Qp : a =

1X
n=0

�np
n; pour tout 0 � �n � p� 1

)
(2.11)

Puisque dans le cas d�un entier p-adique a, vp (x) est positive . On a la caractérisation

suivante

Zp =
n
a 2 Qp : kakp = p�Vp(x) � 1

o
(2.12)

C�est-à-dire que Zp représente le disque d�unité de rayon 1 et de centre 0 .

Remarque 2.1.11 Le corps Qp est l�ensemble des fractions de Zp .
ie :

Qp =
na
b
; (a; b) 2 Zp:Z�p

o
(2.13)

Propriétés analytiques des nombres p-adiques Généralement les propriétés ana-

lytiques de Qp sont analogues à celles de R, mais la di¤érence est remarquable entre ses
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deux corps dans les critères de convergence des suites et des séries de puissances .

Voici quelques propriétés analytiques de Qp:

Théorème 2.1.12 Soit (an)n2N une suite de Qp, alors (an)n2N est une suite de Cauchy
convergente si et seulement si

lim
n�!1

kan+1 � ankp = 0 (2.14)

Preuve. Supposons à présent que

lim
n�!1

kan+1 � ankp = 0

Alors

8" � 0;9N 2 N ;8n � N : kan+1 � ankp < "

En tenant compte maintenant des inégalités

kam � ankp = kam � am�1 + am�1 � am�2 + am�2 � . . . . .� ankp

� max
n
kam � am�1kp ; kam�1 � am�2kp ; :::; kan+1 � ankp

o
< "

On déduit que (an) est une suite de Cauchy .

Remarque 2.1.13 En générale, la dernière propriété n�est pas véri�ée dans R .
C�est-a-dire

lim
n�!1

kan+1 � ankp = 0

n�implique pas que (an)n2N est une suite de Cauchy.

Proposition 2.1.14 Si la série
1P
i=0

kaikp converge dans R, alors
1P
i=0

ai converge dans Qp
.

Preuve. Puisque
1P
i=0

kaikpconverge, alors la suite des sommes partielles

 
Sn =

nX
i=0

kaikp

!
n2N

est de Cauchy.

ie :

8" � 0; 9N 2 N ; 8m � n � N :

mX
i=n+1

kaikp � "
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Soit
�
Sn =

nP
i=0

ai

�
n2N

la suite des sommes partielles de la série
1P
i=0

ai: Alors

Sm � Snp =


mX

i=n+1

ai


p

�
mX

i=n+1

kaikp � "

Ce qui implique que
�
Sn =

nP
i=0

ai

�
n2N

est une suite de Cauchy.

Par suite
1P
i=0

ai converge dans Qp .

Proposition 2.1.15 Soit (an)n2N une suite de Qp .
Si lim

n�!1
an = a dans Qp, alors

9 N 2 N , 8n � N : kankp = kakp (2.15)

Preuve. Supposons que (an)n2N est une suite de Qp, telle que

lim
n�!1

an = a

(an)n2N est convergente dans Qp ; et donc elle est de Cauchy .
C�est-à-dire

8" � 0 ; 9n0 2 N ; 8m � n � n0 ) kam � ankp � "

D�autre part ���kamkp � kankp��� � kam � ankp � "
Alors

�
kankp

�
n
est une suite de Cauchy dans R, donc elle est convergente.

Posons

lim
n�!1

kankp = l = kakp

Si kakp 6= 0 =) kakp � 0 .
Alors, pour " = l

2
� 0, il vient

9n1 2 N; 8n � n1 :
���kankp � l��� � l

2

Ce qui implique

kankp �
l

2
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De même, puisque (an)n2N est une suite de Cauchy dans Qp, alors, pour " =
l
2

9n2 2 N tel que 8m � n � n2 =) kam � ankp �
l

2

Donc, si n � n3 = max fn1; n2g, on a

kamkp = kam � an + ankp
� max

n
kam � ankp ; kankp

o
= kankp

Faisons m tends vers +1, on aura

kankp = kakp , 8n � n3

Proposition 2.1.16 Soit
1P
n=0

an une série dans Qp ; alors

1X
n=0

an converge dans Qp () lim
n�!1

an = 0 (2.16)

De plus 
1X
n=0

an


p

� max
n�0

n
kankp

o
(2.17)

Preuve.

1) On sait que la série
1P
n=0

an converge si la suite des sommes partielles
�
Sn =

nP
i=0

ai

�
n2N

est convergente .

Et comme

Sn � Sn�1 = an

Alors, d�après le théorème (2:1:12), la série
1P
n=0

an converge si et seulement si an tend vers

0, quand n tend vers +1
2) Supposons que

1P
n=0

an converge . Puisque an tend vers 0, alors

9N 2 N :

1X
n=0

an


p

=


NX
n=0

an


p

De plus

max
n
kankp , 0 � n � N

o
= max

n�0

n
kankp

o
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D�où 
NX
n=0

an


p

� max
n
kankp , 0 � n � N

o
= max

n�0

n
kankp

o

Théorème 2.1.17 (Théorème de permutation)
Soit bi;j 2 Qp; i; j = 1; 2; :::véri�e le critère de convergence suivant

8" � 0; 9n0 = n0("), tel que max( i; j ) � n0 ) jjbi;jjjp � "

Alors, les deux séries
X
i

 X
j

bi;j

!
et
X
j

 X
i

bi;j

!
sont convergentes.

De plus X
i

 X
j

bi;j

!
=
X
j

 X
i

bi;j

!
(2.18)

Preuve. En e¤et. Nous avonsX
j

bi;j � max
j
jjbi;jjjp � ", pour tout j � n0

De même X
i

bi;j � max
i
jjbi;jjjp � ", pour tout i � n0

D�aprés la proposition (2:1:15), les deux séries
X
i

 X
j

bi;j

!
et
X
j

 X
i

bi;j

!
sont

convergentes.

D�autre part�����
+1X
i=1

 
+1X
j=1

bi;j

!
�

NX
i=1

 
NX
j=1

bi;j

!����� =

�����
NX
i=1

 
+1X

j=N+1

bi;j

!
+

+1X
i=N+1

 
+1X
j=1

bi;j

!�����
� max

max( i; j )�N
jjbi;jjjp � max

max( i; j )�n0
jjbi;jjjp � "

Ce qui implique que

NX
i=1

 
NX
j=1

bi;j

!
N!+1!

+1X
i=1

 
+1X
j=1

bi;j

!
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Et comme

NX
i=1

 
NX
j=1

bi;j

!
=

NX
j=1

 
NX
i=1

bi;j

!

On déduit que

X
i

 X
j

bi;j

!
=
X
j

 X
i

bi;j

!

Le résultat suivant est essentiel pour l�étude de notre problème.

Théorème 2.1.18 ( théorème de Strassman [21]). Soit

F (x) =
1X
n=0

anx
n 2 Qp [x]

une série de puissances non nule.

Si lim
n�!+1

an = 0, alors F (x) converge pour tout x de Zp.
De plus, s�il existe un entier positif N , tel que8<: i ) kaNkp = maxn�0

n
kankp

o
ii ) kankp � kaNkp ; pour n � N

Alors F (x) : Zp �! Qp admet au maximum N zéros.

Preuve. Par récurrence .
Si N = 0, notre hypothèse signi�e que ka0kp � kankp, 8n � 0 .
On va montrer que dans ce cas F (x) n�admet aucune racine dans Zp .
Supposons le contraire. C�est-à-dire

F (x) = a0 + a1x+ :::+ ::: = 0

On en déduit que

ka0kp =
a1x+ a2x2 + . . .+ . . . .


p

� max
n�1

n
kankp

o
� ka0kp
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Qui est une contradiction.

Donc F (x) n�admet aucune racine dans Zp .
Supposons maintenant qu�il existe N � 0 et que les deux hypothèses du théorème sont

satisfaites.

Cest-à-dire

kaNkp = maxn�0

n
kankp

o
et que

kankp � kaNkp , pour tout n � N

Montrons que F (x) admet au maximum N zéros dans Zp .
Soit � 2 Zp tel que F (�) = 0, alors

8x 2 Zp : F (x) = F (x)� F (�)

=
1X
n=0

an (x
n � �n)

= (x� �)
X
n�1

n�1X
j=0

anx
j�n�1�j

= (x� �)
1X
j=0

bjx
j; où bj =

1X
k=0

aj+1+k�
k

= (x� �) g(x) , où g(x) =
1X
j=0

bjx
j;

Nous avons

kbjkp � max
n
kaj+1+kkp

o
� kaNkp ; 8j = o; :::::

En particulier

kbN�1kp =
aN + aN+1�+ aN+2�2 + . . .+ . . .


p

= kaNkp = maxj kbjkp
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Et Si j � N � 1, on a

kbjkp � max
k�0

n
kaj+1+kkp

o
� max

i�N+1

n
kaikp

o
� kaNkp = kbN�1kp

Par l�hypothèse de récurrence, on déduit que g(x) admet au maximum N � 1 zéros.
Par suite, g admet au maximum N zéros.

2.2 Théorème de Skolem-Mahler Lech

Théorème 2.2.1 Soit (un)n2N une suite dé�nie par un =
rP
i=1

Pi (n)�
n
i sur Qp, où �i �

1(mod p), pour tout i = 1:r.

Et soit

Z (un) = fi 2 N : ui = 0g

Alors Z (un) est une réunion �nie d�ensembles �nis ou périodiques.

Remarque 2.2.2 On va construire pour un point de départ p� 1 série de puissances

Fr(x) =
1X
j=0

f rj x
j, pour tout r = 0:p� 2: (2.19)

telles que

Fr(s) =
rX
i=1

Pi (r + s(p� 1))�r+s(p�1)i , pour tout s 2 N (2.20)

Comme

�
r+s(p�1)
i = �ri

�
(�i)

p�1�s
On va d�abord étudier le cas

�n = F (n); n 2 N

Nous avons le lemme suivant

Lemme 2.2.3 Soit p > 2 un nombre premier. Si � 2 Qp avec � � 1(mod p), alors pour
tout x 2 Zp; il existe une serie de puissances

F (x) =
1X
i=0

1X
j=0

kij
�i

i!
xj; (2.21)
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qui converge dans Zp et que
F (n) = �n;8n 2 N: (2.22)

Preuve. Soient n un entier positif et � 2 Qp; tel que

� = �� 1

Alors

�n = (� + 1)n =

nX
i=0

cin�
i

=
+1X
i=0

cin�
i ( car

����cin�i����p � 1 � jj�jjip � p�i ! 0; quand i! +1)

=
+1X
i=0

n(n� 1):::::::(n� i+ 1)�
i

i!

Posons

x(x� 1):::::::(x� i+ 1) =
+1X
j=0

kijx
j ( avec kij = 0; si j � i)

Donc

�n =
1X
i=0

1X
j=0

kijn
j �

i

i!

On veut véri�er qu�il est possible de permuter les deux sommes.

Si j � i, alors��������kijnj �ii!
��������
p

= jj0jjp = 0

Si j � i, alors��������kijnj �ii!
��������
p

� 1 �
���������ii!

��������
p

� jj�jjip �
�������� 1i!
��������
p

� p�i � p
i

p�1 = p�i
p�2
p�1 !

i!1
0; pour tout p > 2
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Donc, on peut permuter les deux sommes. Par suite

�n =

1X
j=0

 1X
i=0

kij
�i

i!

!
nj

=

1X
j=0

fjn
j

où

f
j
=

1X
i=0

kij
�i

i!
:

Posons

F (x) =
1X
j=0

fjx
j

Il est claire que F (x) converge dans Zp; et que F (n) = �n, pour tout x 2 Zp:

Remarque 2.2.4 En peut utiliser le résultat du lemme précédent si en remplace � par
�p�1; car

� � 1(mod p)) �p�1 � 1(mod p)

Preuve du théorème de Skolem-Mahler-Lech
La preuve de ce théorème se déduite alors de manière presque immédiate.

En e¤et, soit

un =

rX
i=1

Pi (n)�
n
i ;

où �i � 1(mod p):
Pour tout n 2 N , on peut écrire n = m+ (p� 1)N , où 0 � m � p� 2 et N 2 N.
Alors

um+(p�1)N =
rX
i=1

hi(m+ (p� 1)N)�im(�ip�1)N
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Donc, d�aprés le lemme précédent, chacunne des suites ci-dessous

u(p�1)N =
rX
i=1

hi((p� 1)N)(�ip�1)N

u1+(p�1)N =
rX
i=1

hi(1 + (p� 1)N)�i(�ip�1)N

:

:

:

u(p�2+(p�1)N) =
rX
i=1

hi(p� 2) + (p� 1)N)�ip�2(�ip�1)N

est égale à une série de puissances qui converge dans Zp:
D�aprés le théorème de Strassman,elle admet un nombre �ni de zéros ou identiquement

nulle.

Par suite, l�ensemble Z (un) est une réunion �nie d�ensembles �nis ou périodiques.
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Conclusion 2.2.5 Cette étude réalisée constitue une partie fondamentale dans les travaux
de recherche dans le domaine de la théorie des suites récurrentes linéaires . L�un des

passionnant sujets évoquant celles-ci est le problème de Skolem pour les suites récurrentes

linéaires. Ce domaine n�est pas complètement investi, car les problèmes de Skolem pour

des suites récurrentes ayant une loi de comportement non linéaire sont encore ouverts.

Signalons aussi que des études récentes sont faites dans le domaine de la recherche des

solutions des suites récurrentes non linéaires et que la voie dans cette direction est loin

d�être terminée.
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