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Introduction Générale

Les suites linéaires récurrentes constituent une partie fondamentale de la théorie des

nombres pour plusieurs années. En outre, ces suites apparaissent partout en mathéma-
tiques et en informatique. Par exemple la théorie des séries entiéres représentant les fonc-
tions rationnelles; les nombres générateurs pseudo-aléatoires, les suites automatiques et
les automates cellulaires. Les solutions de certaines classes d’équations diophantiennes et
de quelques problémes combinatoires forment des suites linéaires récurrentes. Une grande
variétés de séries de puissances, par exemple les fonctions Zeta de variétés algébriques sur
des corps finis, les fonctions Zeta dynamiques, les fonctions génératrices provenant de la
théorie des groupes, les séries de Hilbert dans une algébre commutative et les séries de
Poincaré sont toutes connues d’étre rationnelles dans de nombreux cas. Les coefficients
de la série représentante ces fonctions sont des suites linéaires récurrentes, et donc tant
de puissants résultats de la présente étude peuvent étre appliqués. Les suites linéaires
récurrentes participent également & la preuve du dixieme probléme de Hilbert sur Z.
Elles apparaissent encore dans plusieurs parties de la mathématique appliquée et d’in-
formatique. Plusieurs systémes de polyndémes orthogonaux, y compris les polyndémes de
Tchebychev, les polynémes de Dickson satisfont des relations de récurrences sous forme
de suites linéaires récurrentes. En théorie d’approximation, en cryptographie et en analyse
des séries temporelles.
L’application de I'analyse p-adique dans les suites linéaires récurrentes qui nous intéresse
dans ce travail est portée sur un célébre probléme dit "Probléme de Skolem". Un probléme
qui consiste & déterminer le nombre d’itérations d’un élément d’une suite linéaire récur-
rente. La plupart des résultats concernant ce probléme utilisent des arguments p-adique ;
en particulier les propriétés des normes p-adiques (non-Archimédiennes). Le théoréme de
Strassman appelé souvent "théoréme de préparation p-adique de Weierstrass" qui consiste
a borner le nombre de solutions d’une équation a variables p-adiques.

Ce mémoire est composé de deux chapitres. Il est structuré de la maniére suivante :



Dans le premier chapitre, on introduit les éléments nécessaires pour une bonne com-
préhension du probléme de Skolem qui sera étudié. Nous rappelons quelques principes
et résultats fondamentaux de la théorie des suites récurrentes linéaires, notamment le
théoréeme d’existence concernant la solution des suites récurrentes linéaires.

Le deuxiéme chapitre vise a donner du théoréeme de Skolem-Mahler-Lech une preuve
simple. Nous rappelons pour un point de départ quelques outils de ’analyse p-adique qui
seront utiles pour I’étude mathématique de notre probléme. Ces rappels porteront sur le
corps ultra-métrique, le corps des nombres p-adiques, notamment la valuation p-adique,
la norme p-adique et quelques propriétés analytiques du corps des nombres p-adiques.

Nous présentons aussi le théoréeme de Strassman. Ensuite, nous démontrons le théoréme
de Skolem-Mahler-Lech.



Chapitre 1

Introduction a la théorie des suites

récurrentes linéaires

Le but de ce chapitre est d’établir le modéle mathématique qui décrit le probléme de
Skolem.pour les suites récurrentes linéaires.

Dans ce chapitre, on introduit les éléments nécessaires pour une bonne compréhension
du probléme qui sera étudié. Nous rappelons quelques principes et résultats fondamentaux
de la théorie des suites récurrentes linéaires. Pour plus de détails sure ces notions, nous

indiquons par exemple les travaux [6], [8] , [9], [12] et [14].

1.1 Formulation variationnelle de probléme

1.1.1 Définition d’une suite récurrente linéaire

On appelle suite récurrente linéaire toute suite (u,, ), oy qui satisfait la relation suivante
Uy, = Clh1Up—1 + Ch—aUn_9 + ... + CoUp_k (1.1)

pour tout n > k , avec les coefficients fixés c¢; € Z pour tout j =0,.....k — 1.

On sait que la relation (1.1) est une relation récurrente de dégré k.

Ici on suppose que dans (1.1), ¢g # 0, car ¢y = 0 implique que la relation linéaire (1.1) est
de degré k — 1.

Les éléments ug, uq, ...., up_1 de la suite (un)neN sont appelés des conditions initiales.

Exemple 1.1.1 La suite de Fibonacci (uy,), oy définie par

Uy = Up_1 + Up_2,n > 2, avec ug = uy = 1



est l'une des suites récurrentes linéaires les plus connues.

Dans ce travail, nous nous intéresserons au probléme de Skolem suivant :
Probléme de Skolem [5] : Etant donnée une suite récurrente linéaire (u,), . définie
par la relation (1.1) avec ses conditions initiales, on cherche s’il existe un entier positif n

tel que u,, = 0.

1.2 Solution d’une suite récurrente linéaire

Soit (), une suite récurrente linéaire définie par la relation (1.1 ).

Le polynéme

P(z) =2 —aya — a2 — . —q (1.2)

s’appel le polynome caractéristique de la suite (uy,), -

Le résultat suivant est essentiel pour 1’étude de notre probleme.

Théoréme 1.2.1 Supposons que la relation de récurrence (1.1) a lieu et que P(x) le

polynome caractéristique de cette relation.

Si .

P@) = 1o — )"
Alors, il existe des polynomes uniques Py (x), Py (x),....., P, (z), avec deg(p;) < n; — 1,
tels que

Uy = Z P, (n) o (1.4)

Réciproquement, toute suite (uy), .y de la forme (1.4) satisfait la relation de récurrence
(1.1).

Pour démontrer ce théoréme, on va utiliser les lemmes suivants

Lemme 1.2.2 Soit P(x) un polynome défini par (1.2) qui admet « comme un zéros
d’ordre m > 1 .
On définit :

Py(x) = P(x)
{ Py (x) =2P/(x),Yi>1 (1.5)

Alors il existe des polynomes Q;(x) tels que
Pi(z)=(x—a)" " Qi(z) Vi {0,1,....m — 1} (1.6)
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Récéproquement
Sia#0etP(a)=0;Vi=0,m—1, alors

Po(z) = (x — @)™ Qo(z) (1.7)
ot Qo(x) est un polynome.

Preuve. Tout d’abord, on va montrer par récurrence que pour tout i > 1, P; (x) peut

se représenter par .
Py (z) =Y OVl PV () (1.8)
j=1

Le cas i = 1 est evident (puisque P; () = zP'(x)) .

Supposons maintenant que (1.8) est vraie jusqu’a 'ordre i . Alors

Pl(x) = ZCJ@ (j2I 7 PY) (2) + 27 PUTY (2))

j=1
i i+l
_ ch(l)jxrlp(a) (z) + ZC]@lmelp(J) (x)
=1 =2

Par conséquent

Pai(@) = aPl(a)
= zP'(z)+ Z (]CJ(Z‘) n Oj(i_)l) 2 PO () + 2L PEHD ()
=2
Donc »
P (x) = ZC](.i+1)JIjP(j) (a:)
=1

D’autre part, si a est une racine d’ordre m du P(z), alors « est une racine d’ordre m — j
du PY (z) .
Ceci implique que
PO (@) = (@ — )" R;(2)
ot R; (x) est un polynome.
Récéproquement : Supposons maintenant que P; (o) = 0; Vi = 0, m — 1, et montrons

par récurrence que

Po(z) = (x — @)™ Qo(z), 001 Qp(x) est un polynome



En effet . Si m = 1, on aura

Py(a) = P(a)
= (z—a)/P(z)
= P(z)=(r—a).Q(z)

Supposons maintenant, que la propriété est vraie pour tout nombre strictement inférieur
am , alors
Si Pp,—1 () = 0, on obtient

m—1
0 = ZC’;m_l)oﬂP(j) (@) =04 ....0 + ™ 1P (a) pour tout o # 0

— Pi(m—l) (a) =0 — (;p — a)m /P(:L‘)
— Pz)=(x—a)" Qo(x)

Lemme 1.2.3 Sous les conditions du lemme précédent, on a

k—1
i)Zpicpap =k.o"Vi=0, m—1 (1.9)
p=0
k
i)Y crpp'a" P = 0;¥i =1, m— 1 (1.10)
p=1
k: .
i)Y ey (n—p) F P =niah Vi =0,m—1 (1.11)
p=1

Preuve. i) On va montrer par récurrence que
k-1
Pi(z) = k'z" — E ple,a? 3 Yi=0, m—1

p=0

En effet . Pour ¢« = 0, on obtient

k—1 k—1
KOz — E ple,a? = af — E cpa? = Py(x)
p=0 p=0



Supposons maintenant que la relation est vraie jusqu’a l'ordre i . On a

k—1
Py () = aP(x)=a |[kk' 2" — pricpxp_l
p=0
k—1
_ kz+1xk _ Zp’“cp:cp
p=0
Mais d’aprés le lemme précédent, on a
P(a)=0;¥i=0, m—1
Ce qui implique
k-1
Zpicpap = ko
p=0
i7) Un calcul direct donne
k k—1 '
> epppiat T = ¢ (k= 1)) o (en posant p' =k — p)
p=1 p'=0
i k—1
_ (1) CIE™ “eppa?
t=0 p'=0
En utilisant le résultat précédent, on trouve
k—1
Zcp,p/tap/ _ ktak
p'=0
Alors
k i i
> app'al T =37 (1) CiF Tk = Koty (<1) O = 0
p=1 t=0 t=0



ii1) Nous avons

k k J
ch—p (n _ p)J Oékfp — chipZC;njft (_p>t O{kfp
p=1 p=1 t=0

J k
= O ()Y el
t=0 p=1

k-1

J
= ZC’;nj_t (1) ZCP' (k — p')t o
=0

p'=0

t

— EJ:C';nj_t (—1)t Z (—1)i C’fkt_iZcp/p’iozp,
t=0

1=0
t

J
= ) Cl? (=1 (-1 ClE Tk o
t=0

=0

J t
= nlaf + ZC’;nj_t (—1) k:tozkz (1) Ci
t=1 =0

=n«

Preuve du théoréme (1.2.1)
Supposons que (uy), .y est une suite définie par (1.1).
Et soit

=

P(x)=1]] (x — ay)™

1

-
Il

le polyndme caractéristique de la relation (1.1).

On considére la fonction génératrice suivante

+oo
F(z) = Z Up "
n=0

Alors, pour tout n > k, on a

n

k-1

p'=0

T Uy, = Cl1Up_1X" + Ch—oUp_2T" + ... + CoUp_j X"

(1.12)



Ce qui implique

—+o00 +o0
g ", = g (Ch_qUp 12" + oy 22" + ... + CoUp_t ")
n==k n=~k
+o0 +o00 +oo
= Cp_1T E U121+ cp_ox? E UpoxZ™ 2+ ..+ oz E Up_p "
n=~k n=k n=k
400 400 400
o n—1 2 n—2 n—k
= Cp_1T Up—1T + cp_ox Up—2& + + Ccox Up—k T
n==k n==k n==k
Donc
k k k
F(z) — E Uk—m T = ¢z | F(z) — E Up @™ | + cp02? | F(z) — E Up—m @™ | +
m=1 m=2 m=3
+.. + 2" (F(z) — ug) + cor®F(z)
Ce qui donne
k k k
k m k—1
E U X — Cp_1T E Uk X — Cp_o E Uk X — = x" g
=1 m=2 m=3
Flz) = 2
(x) -
1— E Chem ™
m=1
k k k
R B S VT R R e LAR
m=1 m=2 m=3
o k
1-— E Cl—m ™
m=1
Posons
k k k
k—m k—(m—1 k—(m—2 k—1
R(z) = E Uk—m T — Ch_1 g ez — E U m® D) Py
m=1 m=2 m=3
et
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oundegR<k—1,et deg@ =k (carcg#0).

Alors
1 k
Q(;) = 1- Z_ ChomZ ™
1 k
= ku(E) =aF — Z Chm ™™
= P(z)= 1:[1 (x —ay)™
Donc
1 r /1 i
0w =11 (; - a,.)
r 1 i s
= II{=) II(0—am)
i=1 \ T =1
1 s .
— ﬁ};{l(l—aix) ( car E;n —k)
Alors

Q) =1 (1 — cua)"™

=1

En utilisant la division Euclidienne, on peut décomposer la fonction F' comme suit

) D) I
Zl;ll(l—ozx)l zljl -

Moyennant maintenant de I’expression

Ly (=Y N
(1) - (Zyn> Zc .
n=0

il s’ensuit

<

F(z) = Zirw (Zch+] Lol h)

=1 j5=1

_ < r (ZTU h+] 1) Z) xh (113)

11
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De (1.12) et (1.13), on déduit que

up =y Pi(h)al,
=1

ou B
Pi(h) = Zrijcﬁf_l
j=1

D’autre part, les combinaisons c?f{ ~! sont des polynomes de degré j — 1.

Alors, pour tout i = 1, ...r, les P;(h) sont des polynomes de degré inférieur ou égale n; — 1.
Unicité

Comme la suite (uy,),, .y est de degré k, alors on peut supposer que ¢y # 0, et dans ce cas,

toutes les racines «;, i= 1, r sont différentes de zéro.

Posons
g -1

P (z) = Zpij:)jj (car deg(P;) <n; —1)
=0

Orles p;jj, 1 <i<ret0<j<mn;—1sontles inconnues d'un systéme de £ équations

linéaires obtenues a partir de :
,

et les conditions initiales ug, . . . ... ... y Up_1.

La formule précédente peut s’écrire sous la forme

T r n;—1
Up, = ZH (n)al = ZZpijnja?, (1.14)
i=1 i=1 j=0

1 0 o1 0 . 0

o a; Lo a, a,

a? 202 .l 202 2nr—1g2 (1.15)
ol 3a} .ol 3a? . 3" a? '
o (k—1)af Tt L okt (k—1aft L (k=1 !

On va démontrer que le déterminant (1.15) n’est pas nul, ce qui signifie que les coéfficients

pi; sont uniques.

12



Pour cela, il suffit de démontrer que les vecteurs colonnes de (1.15) sont linéairements
indépendants .

Supposons donc qu’il existe des constantes aq, . . . ., ai_1 tels que

k1
Zalliaé =0, (1.16)
1=0

pour tout j =1, reti=0, n; — 1.

On pose maintenat
C(z) =) a' (1.17)

Et on définit

Moyennant de (1.6), il s’ensuit

Ci(a;) =0, pour tout j=1,r et i=0,n; —1

2

Le lemme (1.2.2) implique que C' () est divisible par (x — a1)™, (z — a2)™, .. ., (z — ) .

Dans ce cas, il existe un polynéme ¢(z) tel que

Cx)=(x—a)" (r—a)™ ... (v —a,)" q(x)

Ce qui implique que
deg(C(z)) >ni+ ... .. + n, = k,oubienC (x) =0

D’apres (1.17), la premiére option n’est pas satisfaite, alors C'(x) est identiquement nul,
et donc

agzalz...:ak_l:o

Réciproquement :

Supposons que (uy),,oy §'écrit sous la forme

Uy = zr:Pi (n) o
i=1

13



On veut montrer que

Up = Ck—1Up—1 F Ch—2Up—2 + . . .+ CoUpn—k
On étude la différence
D =, — CpqUp—1 — Ch2Up_2 — ... — Coln_k
Alors
T k r
D = E P, (n)a} — E Ch—s E P (n—s)a;™®
i1 s=1 i=1
n;—1 )
En posant ¢, = —1 et P;(z) = Y p;; 2/ dans I'égalité précédente, on obtient
Jj=0
k T
n—s
D = —E ck,sg P, (n—s)a;
s=0 i=1
r k n;—1
_ J n—k k—s
= =D 3> pii(n—s)Y gl Fal
i=1 s=0 j=0
r n;—1 k
—k J . k—
= —g al E p,-jg Chs (n—8) a™*
i=1 j=0  s=0
Moyennant maintenant du lemme (1.2.3), il s’ensuit
k k
> s(n—s) ol = —nlaf+ Y s (n—s) ol
s=0 s=1

= —nlaf +nlal =0

i =

Par suite

Up = Cp_1Up_1 + Ch—2Up_o + ... + CoUp_p , pour tout n > k

14



Chapitre 2

Théoréme de Skolem-Mahler-Lech

Cette partie vise & donner du théoréme de Skolem-Mahler-Lech une preuve simple.
Nous rappelons pour un point de départ quelques utils de I’analyse p-adique fréquemment
utilisé dans notre travail. Ces rappels porteront sur le corps ultramétrique, le orps des
nombres p-adiques, notamment la valuation p-adiquie, la norme p-adique et quelques
proprietés analytiques du corps de nombres p-adiques. Nous présentons aussi le théoréme
de Strassman [21].

Pour plus de détails sur ces notions et plus généralement pour tout ce qui concerne
les séries de puissances p-adiques, nous indiquons les travaux [7] et plus récemment [13].

Ensuite, nous démontrons le théoréeme de Skolem-Mahler-Lech.

2.1 Eléments d’nalyse p-adique

Le but de cette section est d’exposer les différents concepts et les notions indisponibles

a I’étude de notre probléme.

2.1.1 Corps ultramétrique

Définition 2.1.1 Soit k un corps munit d’une norme ||.||.

On dit que la norme ||.|| est ultramétrique (non-Archimédiénne), si et seulement si
Vo, y €k |z +yll < max{{lz|, [[yll} (2.1)
Tout corps munit d’une norme non-archimédiénne s’appelle un corps ultamétrique.

Remarque 2.1.2 Si d)| est la distance induite par la norme ||.||, alors la relation pré-

15



cédente peut s’écrire sous la forme
\V/.I‘, Yy, Z € k : dH,”(J},Z) < max {d”_”(ZL‘,y), d||-\|(y’ 2)}
Proposition 2.1.3 Si ||.|| est ultramétrique, alors

VneN:|n| <1

Preuve. Supposons que ||.|| est ultramétrique et montrons par récurrence que

VneN:|n| <1

Pour n=1;o0n a
l=1<1.

Supposons maintenant que
ln—1] <1
Alors

ol = lin—1+1]
< max {[ln — 1], [[1][} =1

2.1.2 Corps des nombres p-adiques

Valuations p-adiquies

(2.2)

(2.3)

Définition 2.1.4 (valuation p-adique) Soit p un nombre premier et soit © € N. On

appelle valuation p-adique du x notée v, (v) le plus grand exposant de p tel que @) divise

x. C’est-a-dire
v,: N — NU{+oo}
o w):{

max{r € Z, :p"/x} , six #0

+00 , stx =0

L’expression (2.4) peut s’écrire sous la forme

z=p*® 2 ou (p,2') =1

16
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Il est claire que st x = ¢ € Q*, on trouve
vp () = vy (a) — vy (b) (2.6)

Norme p-adique

Définition 2.1.5 (norme p-adique) Soit p un nombre premier. La norme p-adique d’
un nombre rationnel x est une application |.|,: Q — Ry

définie par

—vp(z) g4
p~ P\ six £ 0
T Hpr={ 0 0 (2.7)

Exemple 2.1.6 Pour la distance usuelle, on a
d(10,3) = |10 = 3| =7
Tandis que pour la norme 5—adique on trouve
d13,(10,3) = |10 = 3], = |7, = 50 = 1
car

7 = 2415
= V5(7)=0

Lemme 2.1.7 Soit p > 2 un nombre premier, alors pour tout n € N, nous avons

o (p—> >p P22 (2.8)

n!

Preuve. Pour tout n € N, on a

D’autre part

v, (nl) = H + P} T

IN
|
+
|
+
Il



Donc

Les nombres p-adiques

On sait que R est la complétion de Q par rapport a la valeur absolue usuelle, et dans
ce cas les éléments de R sont les classes d’équivalences des suites de Cauchy de Q. La
méme procédure se fait pour une valeur absolue ultramétrique |[[.|[,. La complétion de
Q par rapport a la valeur absolue ||.|| , donne un corps ultramétrique appelé corps des
nombres p—adiques et se note Q,,. Ainsi les éléments de Q, sont les classes d’équivalences

des suites de Cauchy dans QQ, muni de la relation suivante :

(an) R (b)) <= lim |lay — by, =0 (2.9)

p

Remarque 2.1.8 La valeur absolue ||.||, peut étre prolonger de Q sur tout Q, de la fagon

sutvante :

Pour tout x € Q,, il existe une suite (z,,) € Q telle que

lim |jx, —zf,=0 (2.10)

Définition 2.1.9 Remarque 2.1.10 On note par Z, l’ensemble des entiers p-adiques .
Z, = {a €Qy:a= Zoznp", pour tout 0 < o, < p — 1} (2.11)
n=0

Puisque dans le cas d’un entier p-adique a, v, (z) est positive . On a la caractérisation

suivante
Z, = {a €Q,: |af, =p™® < 1} (2.12)

C’est-a-dire que 7, représente le disque d'unité de rayon 1 et de centre O .

Remarque 2.1.11 Le corps Q, est l'ensemble des fractions de Z,, .

e .
Q= {% ; (a,b) € Zp-Z;‘,} (2.13)

Propriétés analytiques des nombres p-adiques Généralement les propriétés ana-

lytiques de @, sont analogues a celles de R, mais la différence est remarquable entre ses
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deux corps dans les critéres de convergence des suites et des séries de puissances .

Voici quelques propriétés analytiques de Q,.

Théoréme 2.1.12 Soit (a,), oy une suite de Q,, alors (ay), oy est une suite de Cauchy

convergente si et seulement si
lim |[la,41 —anll, =0 (2.14)
n—maQo
Preuve. Supposons a présent que
lim |[an41 —aull, =0
n—-aoo

Alors
Ve = 0,IN € N;Vn > N : [lan —anll, < e

En tenant compte maintenant des inégalités
lam — anll, = llam — am-1 + @m-1 — @Gm-2+am—o— ... .. — ap|

< maxc { [l = an-aly  lan—1 = @n-ally s lanss = anll, | < 2

On déduit que (a,,) est une suite de Cauchy . m

Remarque 2.1.13 En générale, la derniére propriété n’est pas vérifiée dans R .
C’est-a-dire

lim |lap1 —aull, =0
n—-a;o

n’implique pas que (an), oy est une suite de Cauchy.

Proposition 2.1.14 Si la série ) ||a;|,, converge dans R, alors Y _a; converge dans Q,
=0 =0

oo
Preuve. Puisque ) [|a;[| ,converge, alors la suite des sommes partielles

=0

(Sn =) Hain>
1=0 neN

est de Cauchy.

1€ :

Ve>=0,INeN; Vm>n>N: Z aill, < e

1=n-+1
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n

J— (o)
Soit (Sn = Eai) la suite des sommes partielles de la série > a;. Alors
=0 TLGN =0

m
D a

i=n-+1

[Su5, =

p

m
< D llaill, <e

i=n+1

Ce qui implique que (S_n = Zai) est une suite de Cauchy.
=0 neN

o
Par suite > a; converge dans Q, . m
i=0

Proposition 2.1.15 Soit (a,), .y une suite de Q, .

Si lim a, = a dans Q,, alors

n—-uoo

dINeN,Vn>N : Haan = HaHp
Preuve. Supposons que (ay), .y est une suite de Q,, telle que

lim a, = a

n—--auoo

(an),en €st convergente dans Q,, ; et donc elle est de Cauchy .
C’est-a-dire

Ve 0, Ing €N; Vm = n > ng = [lam —an, < &
D’autre part

lamll, = llanl,| < llam = aull, < =

Alors <||an|| p> est une suite de Cauchy dans R, donc elle est convergente.
Posons !

Tim_au, =1 = [al],

Siflall, #0 = |lall, >0 .
Alors, pour € = % >~ 0, il vient

l

dny €N, Vn >ny: ‘||an||p—l‘ <3

Ce qui implique
[
Jaal, > &
20
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N . . _ 1
De méme, puisque (a,),,oy est une suite de Cauchy dans Q,, alors, pour € = 3

l
Ing € N tel que Vm = n > ny = |lam — anl, < 5

2
Dong, si n > ng = max {ny,n}, on a
Hame = |lam —an + aan
< max {flan = anl, laul, } = lanll,
Faisons m tends vers +o00, on aura
lanll, = llall, , Vn - ns
|
o0
Proposition 2.1.16 Soit ) a, une série dans Q, ; alors
n=0
o0
Zan converge dans Q, <= lim a, =0 (2.16)
nzo n—-omo
De plus
o0
S an|| < max {laull, } (2.17)
n=0 D
Preuve.
o0 n
1) On sait que la série Y a, converge si la suite des sommes partielles <Sn = Zai)
n=0 =0 N
est convergente . !
Et comme
Sn - Sn—l = Qp

Alors, d’apreés le théoréme (2.1.12), la série > a, converge si et seulement si a,, tend vers
n=0
0, quand n tend vers +oo

2) Supposons que > a, converge . Puisque a, tend vers 0, alors

n=0
00 N
dN € N: Zan = Zan
n=0 ) n=0 D

De plus
max {Ilanllp, 0<n< N} = max{||an||p}

n>0
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N
Zan §max{||an||p, OSnﬁN} :I}Llilé({”an”p}
n=0 p -

Théoréme 2.1.17 (Théoréme de permutation)

Soit by ; € Qp, 1,7 = 1,2, ...vérifie le critére de convergence suivant

Ve = 0, 3ng = no(e), tel que max( i, j ) >mno=|[|bi;l|, <€

Alors, les deux séries Z (Z bi,j) et Z (Z bi,j) sont convergentes.
i j j i

De plus

i

> (2} bw‘) - Xj: (Z bz',j> (2.18)

Preuve. En effet. Nous avons

E bi; < max||b;;||, < e, pour tout j > ng
- J
j

De méme
E bi; < max||b;;|[, < e, pour tout i > ng
. (A

)

D’aprés la proposition (2.1.15), les deux séries Z (Z bi,j) et Z <Z biJ) sont

i J J
convergentes.

D’autre part

() £

i—1 \j=1 i—1 \j=1 J=N+1 i=N+1 \j=1
< biill < b; ;
= max{e’ajx)ZN | w||p = max(nil,a}‘X)Zno I w||p =€

Ce qui implique que

N N ~+o0 ~+o00
(50 S5
- =1

=1
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Et comme

i <§: bm‘) =

N
i=1 \j=1 i—

J

N
1 \i=1
On déduit que

S(5) s(s)

i J
|

Le résultat suivant est essentiel pour 1’étude de notre probléeme.

Théoréme 2.1.18 ( théoréme de Strassman [21]). Soit

F(z) = Zanx" € Q, ]

une série de puissances non nule.

Si lirE a, =0, alors F' (z) converge pour tout x de Z,.
n— 100

De plus, s’il existe un entier positif N, tel que

i) lawll, = max {llall, }

i) llanll, < [laxll, , pour n = N
Alors F (z) : Z, — Q, admet au mazimum N zéros.

Preuve. Par récurrence .
Si N = 0, notre hypothese signifie que ||aol|, = [|a.|,, ¥n =0 .
On va montrer que dans ce cas F' (z) n’admet aucune racine dans Z,, .

Supposons le contraire. C’est-a-dire
Fx)=a+amzr+..+..=0

On en déduit que

laoll, = [Jarz+ase®+ ...+ ..
< max{la, |
< Jaoll,
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Qui est une contradiction.

Donc F (z) n’admet aucune racine dans Z, .

Supposons maintenant qu’il existe N > 0 et que les deux hypothéses du théoréme sont
satisfaites.

Cest-a-dire
lanl, = max { ], }

et que
||an||p < ||CLN||p, pour tout n > N

Montrons que F' () admet au maximum N zéros dans Z,, .
Soit a € Z,, tel que F' (o) = 0, alors

Ve €Z,: F(x)=F(z)—F(a)

o0
= Zan (" —a™)
n=0

n—1
= (z—a) ZZanxja”’I’j

n>15=0
o) 00
. . k
= (x-—»a) E ZUJJ, ou.bj:: E Q145
7=0 k=0

= (z—a)g(z), ot g(z) = ijrvj,

Nous avons

IN

max { [las 1], |

< llaxll, ; Vi=o,....

1611,
En particulier

||bN_1||p = HGN'FCLN+1&+GN+2042+ R

= llawll, = max|lb;]],
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EtSij> N—1,0na

Ibll, < max{llajerel, } < max {Jlail, }

< llanll, = oy,

Par ’hypothése de récurrence, on déduit que g(x) admet au maximum N — 1 zéros.

Par suite, g admet au maximum N zéros. =

2.2 Théoréme de Skolem-Mahler Lech

Théoréme 2.2.1 Soit (uy,), .y une suite définie par u, = Y P (n)aj sur Q,, ot a; =
i=1

1(modp), pour tout i = 1.r.
Et soit
Z(u,) ={i e N:wu; =0}

Alors 7 (uy,) est une réunion finie d’ensembles finis ou périodiques.

Remarque 2.2.2 On va construire pour un point de départ p — 1 série de puissances

F.(z) = Zf}xj, pour tout r = 0.p — 2. (2.19)
=0
telles que
F.(s) = ZB- (r+s(p—1) ™" pour tout s € N (2.20)
i=1
Comme

a:-i—s(p—l) _ OZ; ((ai>p—1)s

On va d’abord étudier le cas
a" = F(n), neN
Nous avons le lemme suivant

Lemme 2.2.3 Soit p > 2 un nombre premier. Si a € Q, avec o = 1(mod p), alors pour

tout x € Z,, il existe une serie de puissances

F(z) = ZZkJ%xJ (2.21)

i=0 j=0
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qui converge dans Z, et que
F(n)=a",Vn e N. (2.22)

Preuve. Soient n un entier positif et 8 € Q,, tel que

f=a-1
Alors
a" = (Bt =) af
=0
—+00 )
= Zczﬁ car ||c,5’ H <1- HﬁH <p ' —0, quand i — +00)
=0
B +o0 ﬁz
= Zn(n—l) ....... (n—i+1)=
g i!
Posons
z(r—1)...... (x—1+1) Zk”x avec k;j = 0,81 j > 1)
Donc

On veut vérifier qu’il est possible de permuter les deux sommes.
Sij > i, alors

N
p
Sij <1, alors
I = i
‘kwn wllo= v < e ||
< p—i.ppil :p*li%? — 0, pour tout p > 2
7—00
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Donc, on peut permuter les deux sommes. Par suite

Oén = Z (Zokwﬁ) nj

§=0
(o]

= > [’
j=0

ou - A
/B’L
= Zklﬂﬁ

i=0

Posons
F(z)=> fiz’
j=0

Il est claire que F'(x) converge dans Z,, et que F(n) = a”, pour tout x € Z,. ®

Remarque 2.2.4 En peut utiliser le résultat du lemme précédent si en remplace o par
aP~ Lt car

a = 1(mod p) = o?~' = 1(mod p)

Preuve du théoréme de Skolem-Mahler-Lech
La preuve de ce théoréme se déduite alors de maniére presque immeédiate.
En effet, soit

wn =Y P ()l
=1

ol a; = 1(mod p).
Pour tout n € N | on peut écrire n =m+ (p—1)N,ou 0 <m <p—2 et N € N.
Alors i

uer(pfl)N = Zh,(m + (p — 1)N)Oéim(&ip71)N

=1
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Donc, d’aprés le lemme précédent, chacunne des suites ci-dessous

T

up-yn = ) hal(p— N ()Y

=1

Hte-ON = Zhi(l +(p— DN)ai(e? )Y
i—1

T

Up—2+(p—1)N) = Zhi(p —2)+ (p— D)N)a? (P HY
i=1
est égale a une série de puissances qui converge dans 7Z,,.
D’aprés le théoréme de Strassman,elle admet un nombre fini de zéros ou identiquement
nulle.

Par suite, ’ensemble Z (u,,) est une réunion finie d’ensembles finis ou périodiques.
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Conclusion 2.2.5 Cette étude réalisée constitue une partie fondamentale dans les travaux
de recherche dans le domaine de la théorie des suites récurrentes linéaires . L’un des
passionnant sujets évoquant celles-ci est le probléme de Skolem pour les suites récurrentes
linéaires. Ce domaine n’est pas complétement investi, car les problémes de Skolem pour
des suites récurrentes ayant une loi de comportement non linéaire sont encore ouverts.
Signalons ausst que des études récentes sont faites dans le domaine de la recherche des
solutions des suites récurrentes mon linéaires et que la voie dans cette direction est loin
d’étre terminée.
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