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Introduction Générale

Les notions des nombres p-adiques et de l�analyse p-adique sont apparues pour la

première fois, au début du vingtième siècle grâce au mathématicien K.Hensel considère

comme l�inventeur des nombres p-adiques.

Pour tout p un nombre premier, le corpsQp des nombres p-adiques est obtenu suite à la
complétion du corps des rationnels Q par rapport à une certaine norme spéci�que appelée
norme p-adique qui est non-archimédienne, comme elle induit une distance ultramétrique

appelée distance p-adique.

Les recherches dans le domaine des nombres p-adiques sont souvent faites, soient

pour voir les di¤érences et les similitudes par rapport au cas réel, soient pour obtenir des

résultats propres à ce corps.

L�utilisation des nombres p-adiques est fréquente en théorie des nombres et en Géo-

métrie. D�autre part, depuis quelques années plusieurs auteurs en Physique Mathématique

prennent comme corps de base, au lieu des corps des nombres réels et complexes, les corps

p-adiques.

Ce mémoire est réparti sur l�introduction générale, trois chapitres et conclusion gé-

nérale.

Dans le premier chapitre, on a commencé par donner des notions fondamentales sur

les corps normés ultramétriques. En suite, on a appliqué ces notions et la procédure de

complétion pour construire les corps complets.

Dans le deuxième chapitre, on a construit pour chaque p premier de �nouveaux

nombres�selon le procédé de complétion par rapport à la norme p-adique, appelés nombres

p-adiques noté Qp qui étend le corps des nombres rationnels Q. Nous avons présenté aussi
la valuation p-adique, la norme p-adique et le corps des entiers p-adiques Zp.

Dans le dernier chapitre, on a abordé quelques propriétés fondamentales, topologiques

et analytiques des nombres p-adique. On a terminé par une conclusion générale.

2



Chapitre 1

Corps valués ultramétriques

1.1 Corps normés

L�objectif de ce chapitre est de donner une construction complète, détaillée des corps

normés complets suivant le procédé de complétion. Le rôle principal dans la procédure de

complétion est joué par les suites de Cauchy.

Dé�nition 1.1.1

1. Une norme sur un corps K est une fonction qui à tout x 2 K associe un nombre

réel positif noté k:k de manière que :
a) 8x 2 K : kxk = 0() x = 0.

b) 8x; y 2 K : kx � yk = kxk � kyk.
c) 8x; y 2 K : kx+ yk � kxk+ kyk (l�inégalité triangulaire).

2. On dit que la norme k:k est ultramétrique ou non archimédienne si

8x; y 2 K : kx+ yk � max(kxk ; kyk) (Inégalité triangulaire forte)

Dé�nition 1.1.2 Une norme constante k:k est dite triviale si est seulement si

kxk =
(
1; si x 6= 0
0; si x = 0

(1.1)

Remarque 1.1.3

1. Au lieu de norme de corps, on dit parfois valeur absolue.

2. La norme k:k est un morphisme de groupe entre les groupes multiplicatifs K� et

R�+,et donc que k1k = 1:
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Exemple 1.1.4 La valeur absolue usuelle j:j est une norme non archimédienne sur R:

Dé�nition 1.1.5

1. On appelle corps normé, tout couple de la forme (K; k:k) ou K est un corps et k:k
est une norme sur K.

2. On appelle la distance induite sur K par k:k ; la distance dk:k sur K dé�nie par

8x; y 2 K : dk:k(x; y) = kx� yk

Si k:k est une norme ultramétrique, alors

8x; y; z 2 K : dk:k(x; z) � max(dk:k(x; y); dk:k(y; z))

La distance induite par cette norme est appellée distance ultramétrique.

Dé�nition 1.1.6 Lorsque K muni de la distance ultrametrique, on dit que K est un corps

valué ultramétrique. Dans le cas contraire, on dit que K est un corps valué archimédien.

Proposition 1.1.7 K est un corps ultramétrique si et seulment si

8n 2 N : knk � 1

Autrement dit, N est borné selon k:k :
Preuve. Supposons que K est ultramétrique et montrons par récurrence que

8n 2 N : knk � 1

Pour n = 1; on a

k1k = 1 � 1

Supposons que kik � 1 pour tout i � n et montrons que kn+ 1k � 1.
On a

kn+ 1k � max fknk ; k1kg = 1

Alors que kn+ 1k � 1.
D�autre part, on a

8n 2 N : knk � 1
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On obtient, pour tout x; y 2 K

k(x+ y)nk =


nX
k=0

Ckn:x
k:yn�k

 ; Ckn 2 N
�

nX
k=0

Ckn : kxkk : kykn�k ; avec Ckn � 1
=) k(x+ y)nk �

nX
k=0

kxkk : kykn�k

Comme

kxk � max(kxk ; kyk)
kyk � max(kxk ; kyk)

Donc

8k = 0; n :
(

kxkk � [max(kxk ; kyk)]k

kykn�k � [max(kxk ; kyk)]n�k

On trouve pour tout k 2 f0; 1; :::; ng

kxkk : kykn�k � [max(kxk ; kyk)]k : [max(kxk ; kyk)]n�k = [max(kxk ; kyk)]n

Ce qui donne

k(x+ y)nk �
nX
k=0

[max(kxk ; kyk)]n = (n+ 1): [max(kxk ; kyk)]n

=) k(x+ y)k � (n+ 1) 1n :max(kxk ; kyk);8n � 1

Pour n!1; on obtient
k(x+ y)k � max(kxk ; kyk)

Alors k:k est une norme ultramétrique.

Dé�nition 1.1.8 Soit (xn)n � (K; k:k). Alors

1. On dit que (xn)n est une suite de Cauchy si elle véri�e la propriété suivante, appelée

critère de Cauchy

8" > 0;9n0 2 N;8n;m � n0 : kxn � xmk � " (1.2)
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Ceci est équivalent à

lim
n;m�!1

kxn � xmk = 0

2. On dit que (xn)n est une suite converge vers x 2 K si et seulement si

8" > 0;9n0 2 N;8n � n0 : kxn � xk � " (1.3)

3. On dit que (xn)n est une suite bornée si et seulement si

9c > 0;8n 2 N : kxnk � c (1.4)

Remarque 1.1.9 Dans un espace métrique :

1. Toute suite convergente est de Cauchy et la réciproque est fausse dans le cas général.

2. Toute suite de Cauchy est bornée.

1.2 Construction d�un corps normé complet

Dé�nition 1.2.1 Un espace métrique M est dit complet si toute suite de Cauchy de M

a une limite dans M . C�est-à-dire qu�elle converge dans M . Autrement dit l�espace M n�a

pas de trou ou n�a aucun point manquant.

Exemple 1.2.2 Les nombres rationnels ne forment pas un espace complet. Si on consi-
dére la suite (xn)n dé�nie par

x0 = 1; x1 =
14

10
; x2 =

141

100
; :::

(xn)n est une suite des nombres rationnels, de plus elle est de Cauchy dans Q. Cependant
,elle ne converge pas dans Q, puisque elle a une limite

p
2 dans le corps complet R:

Dé�nition 1.2.3 (Dé�nition générale de la complétion)
Soit K un corps normé arbitraire (non complet) muni d�une norme k:kK et bK un autre

corps normé (construit à partir de K) muni d�une norme k:k bK .On dit que bK est le

complété de K si

1) bK contient K (K � bK ).

2) K est dense dans bK par rapport à la topologie associé avec k:k bK.
3) 8x 2 K : kxkK = kxk bK (la norme k:k bK est dé�nie à partir de k:kK).
4) ( bK; k:k bK) est complet.
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Un espace métrique n�est pas forcément complet, mais il peut se compléter de manière

unique. Dans le cas ou le corps Q des nombres rationnels est muni de la norme euclidienne
j:j, la procédure de complétion donne le corps des nombres réels R. Cette construction est
donnée selon les étapes suivantes :

1) Etape 1 : On note par

SC(K) =

�
A = fangn 2 KN : lim

n;m�!1
kan � amkK = 0

�
(1.5)

L�ensemble des suites de Cauchy dé�ni dans (K; k:k).
On dé�nit sur SC(K) les lois suivantes :

Addition :

(
+ : SC(K)� SC(K) �! SC(K)

((an)n ; (bn)n) 7�! (an + bn)n
(1.6)

Multiplication :

(
� : SC(K)� SC(K) �! SC(K)

((an)n ; (bn)n) 7�! (an � bn)n

L�ensemble (SC(K);+; �) est un anneau unitaire, d�élément neutre 1SC(K) = f1gn2N =

f1; 1; 1; :::; 1; :::g (resp : 0SC(K) = f0gn2N = f0; 0; 0; :::; 0; :::g) par rapport à la multiplica-
tion (resp : à l�addition).

Pour cela, il su¢ t de véri�er que SC (K) est un sous anneau de l�anneau produit KN :

En e¤et, si A = fangn ; B = fbngn 2 SC (K) et n;m 2 N; alors

an � bn � am � bm = (an � am) � bn + am (bn � bm)

Ainsi

kan � bn � am � bmk = k(an � am) � bn + am (bn � bm)k
� k(an � am) � bnk+ kam (bn � bm)k
� kbnk � kan � amk+ kamk � kbn � bmk
� � kan � amk+ � kbn � bmk

Telles que

� = sup
n
kank ; � = sup

n
kbnk

Car fangn et fbngn sont bornées. On déduit que

lim
n;m!1

kan � bn � am � bmk = 0
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=) A �B 2 SC(K)

D�autre part, on a

(an � bn)� (am � bm) = (an � am) + (bm � bn)

Ainsi

k(an � bn)� (am � bm)k = k(an � am) + (bm � bn)k
� kan � amk+ kbn � bmk

Comme fangn et fbngn sont de Cauchy, alors

lim
n;m!1

k(an � bn)� (am � bm)k = 0

On déduit que

A�B 2 SC (K)

De plus SC (K) n�est pas un corps puisqu�il contient un diviseur de Zéro

f1; 0; 0; 0; :::g � f0; 1; 0; 0; :::g = f0; 0; 0; :::; 0; :::g = f0gn2N�

2)Etape 2 : On dé�nit l�ensemble des suites nulles de Cauchy

SN(K) =
n
A = fang 2 SC(K) : lim

n�!1
kankK = 0

o
(1.7)

3)Etape 3 : On dé�nit sur SC (K) une relation < dé�nie par

8 fangn ; fbngn 2 SC (K) : fangn<fbngn () lim
n�!1

kan � bnkK = 0() fan � bng 2 SN(K)
(1.8)

Il est claire que < est une relation équivalence. En e¤et :
Soient fangn ; fbngn ; fcngn 2 SC (K). Alors

lim
n�!1

kan � ankK = 0 =) fangn<fangn (ré�exivité)

D�autre part

fangn<fbngn () lim
n�!1

kan � bnkK = 0

=) lim
n�!1

kbn � ankK = 0

=) fbngn<fangn (symétrie)
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On a 8><>:
fangn<fbngn

fbngn<fcngn

()

8>><>>:
lim
n�!1

kan � bnkK = 0

lim
n�!1

kbn � cnkK = 0

Alors

kan � cnkK = k(an � bn) + (bn � cn)kK
� kan � bnkK + kbn � cnkK

Pour n!1, on obtient
lim
n�!1

kan � cnkK = 0

Donc

fangn<fcngn (transitivité)

4) Etape 4 : Soit l�ensemble bK = SC(K)=SN(K)

des classes d�équivalence des suites de Cauchy fangn pour la relation < dé�nie précédente.
On note par (an) 2 bK la classe d�équivalence de suite de Cauchy fangn 2 SC(K) et

la suite constante

fagn2N = fa; a; a; :::g ; a 2 K

appartient à des classes di¤érentes pour di¤érents éléments a.

Notons par (an) la classe d�équivalence qui représente la suite de Cauchy fagn. Ainsi
(an) 2 bK; et nous allons considérer K comme un sous ensemble de bK, et nous identi�ons
a 2 K avec ba = (a) 2 bK:
Théorème 1.2.4 L�ensemble quotient bK = SC(K)=SN(K) est un corps.

Preuve. Il est facile de véri�er que bK muni des deux opérations suivantes :

Pour fangn2N 2 A 2 bK et fbngn2N 2 B 2 bK
A+B = (an) + (bn) = (an + bn)

A:B = (an) � (bn) = (an:bn)

est un anneau commutatif, tel que son élément neutre par rapport à l�addition ( resp.à la

multiplication ) est 0 ( resp. 1 ).

Il reste à montrer que tout élément de bK admet un inverse par rapport à la multipli-

cation. C�est-à-dire

8A 2 bK;9 �A 2 bK : A � �A = 1
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Soit A 2 bK tel que A 6= 0 = SN(K) , et fangn2N un représentant de A (une suite de

Cauchy dans K). Tant qu�elle n�est pas nulle, alors

9C 2 R�+;9N 2 N� : kank > C; 8n � N

On dé�nit une autre suite fa�ngn2N par

a�n =

(
0 , si 1 � n � N � 1
1
an

, si n � N

La suite fa�ngn2N est de Cauchy. En e¤et :
Pour tous n;m � N , on a

0 � ka�m � a�nk = k
1

am
� 1

an
k = kam � ank

kamkkank
� C�2kam � ank �! 0; n;m �!1

Notons la classe d�équivalence de fa�ngn2N par A�1. On a

fangn2N � fa�ngn2N = fan � a�ngn2N =

8<:0; 0; : : : ; 0| {z }
(N�1)terme

; 1; 1; : : :

9=;
On trouve

fan a�ngn2N � f1gn2N =

8<:�1;�1; : : : ;�1| {z }
(N�1)terme

; 0; 0; : : :

9=; 2 SN(K)

Ceci implique que fan � a�ngn2N 2 �1 , c�est à dire que

(ana
�
n) = A �B = �1

Alors

A:A�1 = �1

Dé�nition 1.2.5 Pour tout A = (an) 2 bK , on dé�nit l�application

k:k bK : bK �! R+ (1.9)

A �! kAk bK = lim
n!+1

kankK

Nous allons montrer que cette application est une norme sur bK.
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Proposition 1.2.6 L�application k:k bK est une norme sur bK. Elle est non-archimédienne
si la norme de K est non-archimédienne aussi.

Preuve. Cette norme est bien dé�nie. Pour cela, nous devons montrer que la limite
existe et indépendante du représentant fangn 2 A 2 bK.

On a fangn est une suite de Cauchy. Alors

8" > 0;9n0 2 N;8n;m � n0 : kam � ankK � "

D�autre part, on sait que

j kam kK � k ankK j� kam � ankK (1.10)

On obtient, pour tout " > 0

j kam kK � k ankK j� "

La suite de nombres réels fk ankKgn2N est de Cauchy dans (R; j:j) complet, alors elle a
une limite l 2 R+. Donc lim

n�!+1
k ankK existe.

Supposons que fangn et fa0ngn sont deux représentants de A. Alors par la même inégalité,
nous avons

0 � lim
n�!+1

jk ankK� k a0nkK j� lim
n�!+1

k an � a0nkK = 0

Alors

lim
n�!+1

k ankK = lim
n�!+1

k a0nkK

On véri�e les trois propriétés de la norme :

1) Si A = (an) 2 bK telle que A = 0, alors

A = (an) = 0() fangn2N 2 SN (K)
() lim

n!+1
k ankK = 0

() k Ak bK = 0
Si A = (an) 6= 0, alors fangn2N 62 SN (K), on obtient

9c 2 R�+;9N 2 N� :k ank � c > o; 8n � N

=) lim
n!+1

k ankK 6= 0

=) k Ak bK > 0
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2) Soit A = (an) 2 bK; B = (bn) 2 bK , alors

k A �Bk bK = lim
n!+1

k anbnkK
= lim

n!+1
(k ankK � k bnkK)

= lim
n!+1

k ankK � lim
n!+1

k bnkK
= k Ak bK � k Bk bK

3) Pour A = (an) 2 bK; B = (bn) 2 bK , on a

k A+Bk bK = lim
n!+1

k an + bnkK
� lim

n!+1
(k ankK+ k bnkK)

� lim
n!+1

k ankK + lim
n!+1

k bnkK
= k Ak bK+ k Bk bK

l�application k:k bK est une norme.
Maintenant, on montre que si k:kK est ultramétrique, alors k:k bK est ultramétrique

aussi. Pour cela, on va utiliser le lemme suivant :

Lemme 1.2.7 Soient K un corps muni de la norme non-archimédienne k:kK, et (an)n2N
une suite de Cauchy et b 2 K tel que :

b 6= lim
n�!+1

an

Alors

9M 2 N;8n;m > M : kan � bkK = kam � bkK

On dit que la suite des nombres réels (kan � bkK)n2N est stationnaire. En particulier, si
(an)n2N n�est pas une suite nulle, alors la suite (kankK)n2N est stationnaire.

Preuve. Soit (an)n2N une suite de Cauchy

8" > 0;9M > 0 : 8m;n > M =) kam � ankK < "

D�autre part, on a

k (am � b) + (b� an) kK = kam � ankK � jkam � bkK � kb� ankK j

=) jkam � bkK � kb� ankK j < "
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Donc la suite (kan � bkK)n2N est de Cauchy dans R, d�où elle est convergente. Soit l sa
limite et

b 6= lim
n�!+1

an =) kan � bkK > 0

=) l > 0

Nous avons, par dé�nition

8" > 0; 9M1 2 N : 8n > M1 =) jkan � bkK � lj < "

Donc pour " = l
2
> 0, on a

� l
2
< kan � bkK � l <

l

2
=) l

2
< kan � bkK <

3l

2

On obtient

9M1 2 N : 8n > M1 =) kan � bkK >
l

2

De même, puisque (an)n est de Cauchy dans K, alors pour " =
l
2
, il existe M2 2 N tel

que

8n;m > M2 =) kam � ankK <
l

2

On prend

M = max (M1;M2)

Pour tout n;m �M = max (M1;M2), on obtient

kam � bkK = kan � b+ am � ankK
= max fkan � bkK ; kam � ankKg
= kan � bkK

Montrons que k :k bK est non-archimédienne :
Soient A = (an)n; B = (bn)n 2 bK telle que A 6= B. Supposons que les deux suites ne

sont pas nulles (b = 0), D�après le lemme (1.2.7), on obtient

9N1 2 N;8n > N1 =) kAk bK = kankK (1.11)

9N2 2 N;8n > N2 =) kBk bK = kbnkK
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Soit

N = max(N1; N2)

Alors d�après (1:11), on trouve

kan + bnkK = max (kankK ; kbKkK)
= max

�
kAk bK ; kBk bK�

Donc

lim
n�!+1

kan + bnkK = max
�
kAk bK ; kBk bK�

=) kA+Bk bK = max �kAk bK ; kBk bK�
Alors k:k bK est une norme ultramétrique.
Théorème 1.2.8 L�espace bK muni de la norme k :k bK est complet. De plus K est un

sous-ensemble dense dans bK:
Preuve. 1) Montrons que K est dense dans bK.

On sait qu�on peut identi�er la suite constante fcgn2N = fc; c; c; :::g ; c 2 K avec sa classe

d�équivalence

�c = fc; c; c; :::g

Soit A 2 bK et famgm2N est une suite de K qui représente A.

Pour tout entier positif �xé "n", nous considérons la suite constante �an, donc la suite

fam � angm2N représente la classe A � (�an), et comme fangn2N est de Cauchy, on peut
écrire

lim
n�!+1

k A� (�an)k bK = lim
n!+1

�
lim

m!+1
k am � ankK

�
= 0 (1.12)

Il vient que K est dense dans bK.
2)Montrons que ( bK; k:k bK) est complet
C�est-à-dire toute suites de Cauchy de bK est convergente dans bK.

Soit fAngn2N = fA1; A2; :::g une suite de Cauchy dans bK, d�après la densité de K
dans bK, alors pour tout An il existe un élément an 2 K tel que

k An � (�an)k bK � 1

n
(1.13)

Donc fAn � (�an)gn2N est une suite nulle, d�où elle est de Cauchy dans bK:
Nous avons

f(�an)gn2N = fAngn2N � fAn � (�an)gn2N
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Alors f(�an)gn2N est une suite de Cauchy dans bK, et comme tous ses éléments appar-
tiennent à K, alors fangn2N est de Cauchy dans K.

De (1.12) et (1.13), on déduit que fA � (�an)gn2N et fAn � (�an)gn2N sont des suites
nulles dans bK. Donc sa di¤érence

fA� Angn2N = fA� (�an)gn2N � fAn � (�an)gn2N

est une suite nulle dans bK, ce qui implique que
lim

n!+1
k A� Ank bK = 0

Il vient que

A = lim
n!+1

An

15



Chapitre 2

Corps des nombres p-adiques
(Application sur Q)

Dans ce chapitre, on va introduire les notions de la valuation et la norme p-adique sur

le corps des nombres rationnels Q. Nous allons construire le corps des nombres p-adiques
Qp en complétant Q suivant le procédé de complétion selon la norme p-adique.

2.1 Valuation et norme p-adique sur Q

Dé�nition 2.1.1 Soit p un nombre premier.

1. On appelle valuation p-adique d�un entier rationnel non nul x 2 Z� notée vp (x) le
plus grand entier positif tel que pvp(x) divise x.

vp : Z� �! Z+

x 7�! vp (x) = max fr 2 Z+ : prdivise xg

dans ce cas x s�écrit

x = u � pvp(x) où u 2 Z�, (u; p) = 1

où (u; p) désigne le p gcd de u et de p. Autrement dit la valuation p-adique compte

le nombre de fois que l�on peut diviser un nombre par p.

2. La valuation p-adique d�un nombre rationnel non nul x 2 Q� notée vp (x) est dé�nie
par

vp : Q� �! Z
x 7�! vp (x) = max fr 2 Z : prdivise xg

Remarque 2.1.2 On pose vp (0) = +1, car 0 est divisible une in�nité de fois par p.

16



Proposition 2.1.3 La valuation p-adique véri�e les propriétés suivantes :

1. si x = a
b
2 Q�, alors vp (x) = vp

�
a
b

�
= vp (a)� vp (b)

2. vp (x � y) = vp (x) + vp (y),8x; y 2 Q

3. vp (x+ y) � min fvp (x) ; vp (y)g.8x; y 2 Q

Preuve.
1) Soit x = a

b
2 Q� telles que8><>:

a = a1 � pvp(a); (a; a1) 2 Z2, (a1; p) = 1

b = b1 � pvp(b); (b; b1) 2 Z�2, (b1; p) = 1

On obtient

x =
a

b
=
a1 � pvp(a)
b1 � pvp(b)

=
a1
b1
pvp(a)�vp(b), (a1; p) = (b1; p) = 1

Alors

vp (x) = vp

�a
b

�
= vp (a)� vp (b)

2) Soient (
x = c � pvp(x) 2 Q�; (c; p) = 1
y = d � pvp(y) 2 Q�; (d; p) = 1

Alors

x � y = cd � pvp(x)+vp(y), (cd; p) = 1
=) vp (x � y) = vp (x) + vp (y)

3) Soient (
x = pr � a

b
,vp (x) = r

y = ps � c
d
,vp (y) = s

=) vp (x+ y) = vp

�
pr � a

b
+ ps � c

d

�
Supposons que s � r donc

vp (x+ y) = vp

�
pr �

�a
b
+ ps�r � c

d

��
= vp

�
pr �

�
ad+ ps�r � cb

bd

��

17



= vp (p
r) + vp

�
ad+ ps�r � cb

bd

�
= r + vp

�
ad+ ps�r � cb

�
� vp (bd)

Tant que (bd; p) = 1, alors vp (bd) = 0 et comme ad+ps�r �cb 2 Z, donc vp (ad+ ps�r � cb) �
0. On conclut que

vp (x+ y) � r = min (vp (x) ; vp (y))

2.2 Norme p-adique

Dé�nition 2.2.1 Soit p un nombre premier

1. La fonction j:jp dé�nie par

j:jp : Q �! R+

x �! jxjp =
(
p�r , si x = pr � a

b
avec (a; p) = (b; p) = 1, r 2 Z

0 , si x = 0

où r représente la valuation p-adique de x est appelée la norme p-adique (la valeur

absolue p-adique) sur Q.

2. La distance sur Q induite par cette norme notée dp (la distance p-adique) est dé�nie
par

dp : Q�Q �! R+

(x; y) �! dp (x; y) = jx� yjp

On va véri�er que j:jp est une norme ultra-métrique sur Q.

Remarque 2.2.2

1. 0 est divisible une in�nité de fois par p, donc j0jp = 1
+1 = 0.

2. 1 n�est divisible aucune fois par p, donc j1jp = 1
p0
= 1.

Proposition 2.2.3 La fonction x 7�! jxjp est une norme ultramétrique sur Q.

Preuve.
1) On a

jxjp = 0 () p�vp(x) = 0 () vp (x) = +1 () x = 0

18



2) Soient x,y 2 Q. Alors
a) Si x = 0 ou y = 0, alors on a l�égalité.

b) Sinon, alors

jx � yjp = p�vp(x�y) = p�vp(x)�vp(y) = p�vp(x) � p�vp(y) = jxjp � jyjp

3) Soient x; y 2 Q. Donc

vp (x+ y) � min (vp (x) ; vp (y)) =) �vp (x+ y) � �min (vp (x) ; vp (y))
=) p�vp(x+y) � p�min(vp(x);vp(y)) = pmax(�vp(x);�vp(y))

=) p�vp(x+y) � max
n
jxjp ; jyjp

o

Exemple 2.2.4 Pour la distance usuelle, la distance de 252 à 2 est d (252; 2) = j252� 2j =
250. Voilà comment mesurer la distance 5-adique de 252 à 2 que la note d5 (252; 2) :

On écrit

252� 2 = 250 = 53 � 2

On obtient

d5 (252; 2) = j250j5 =
1

53

De même pour

d3 (252; 2) = 1

Remarque 2.2.5

1. La propriété importante de la norme p-adique est que ses images forment un en-

semble discret dé�ni par

jQj
p
= f0; pn : n 2 Zg

2. Il est claire que l�ensemble des entiers rationnels Z est un ensemble non borné pour
la distance usuelle dj:j sur R induite par la valeur absolue archimédienne j:j1 = j:j.

3. Si p un nombre premier, tout entier n s�écrit sous la forme pr �m où r représente

la valuation p-adique et (m; p) = 1, donc

8n 2 Z : jnjp � p�r � 1

ce qui implique que Z est un ensemble borné pour toute valeur absolue p-adique j:jp.

On a le résultat suivant, qui lie les normes p-adiques d�un même élément non nul

a 2 Q :
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Théorème 2.2.6 (La formule du produit)
Pour tout nombre rationnel non nul a 2 Q�, on a jaj1 �

Y
p premier

jajp = 1. Autrement dit

pour tout a 2 Q�, jajp est égal à 1 sauf pour un nombre �ni de valeurs de p.
Preuve. La factorisation primaire de a s�écrit

a = �pm1
1 � pm2

2 � ::: � pmk
k

Alors

jaj1 = j�p
m1
1 � pm2

2 � ::: � pmk
k j = p

m1
1 � pm2

2 � ::: � pmk
k

et

8i = 1; k : jajpi = p
�mi
i

Soit p un nombre premier. Si p 62 fp1; p2; :::; pkg, alors

jajp = 1

On obtient

Y
p�1

jajp = jaj1 �
kY
i=1

jajpi = p
m1
1 � pm2

2 � ::: � pmk
k �

kY
i=1

p�mi
i = 1

Exemple 2.2.7 Pour tout p =2 f2; 3;1g, on a
��3
2

��
p
= 1,ce qui donne����32

����
1
�
Y

p premier

����32
����
p

=

����32
����
1
�
����32
����
2

�
����32
����
3

=
3

2
� 2 � 1

3
= 1

Remarque 2.2.8 On peut dé�nir sur le corps des nombres rationnels Q trois types de

valeurs absolues :

1. Valeur absolue triviale :

jxj =
(
1 , si x 6= 0
0 , si x = 0

2. Valeur absolue naturelle(ordinaire) :

Q �! Q+

x 7�! jxj1 = max (x;�x) =
(

x , si x � 0
�x , si x < 0
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3. Valeur absolue p-adique j:jp.

A propos de suite de Cauchy, noter la propriété remarquable suivante qui n�est pas

vraie pour la valeur absolue ordinaire :

Théorème 2.2.9 Soit (an)nsuite de Q. Alors (an)n est une suite de Cauchy si et seule-
ment si

lim
n�!1

jan+1 � anjp = 0

Preuve. Si (an)n est une suite de Cauchy. Alors

8" > 0;9n0 2 N;8n;m � n0 : jam � anjp � "

lim
n�!1

jam � anjp = 0;8m > n

En particulier, pour m = n+ 1 � n0, on a

lim
n�!1

jan+1 � anjp = 0

D�autre part, supposons que

lim
n�!1

jan+1 � anjp = 0

Par dé�nition

8" > 0;9n0 2 N ;8n � n0 : jan+1 � anjp < "

Prenons " > 0; m > n � n0 et examinons jam � anjp.
On a

jam � anjp = jam � am�1 + am�1 � am�2 + :::+ an+1 � anjp

� max
n
jam � am�1jp , jam�1 � am�2jp ; :::; jan+1 � anjp

o
� max("; "; "; :::; ") = "

Alors (an)n2N est une suite de Cauchy.

2.3 Les nombres p-adiques

On sait que lorsqu�on complèteQ par rapport à la distance associée à la valeur absolue
j:j, on obtient le corps des nombres réels R.

On considère l�exemple suivant :
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Exemple 2.3.1 Pour p = 5, on dé�nit deux suites an et xn de Q par

x0 = a0 = 2

x1 = a0 + a1 � 5
...

xn�1 = a0 + a1 � 5 + � � �+ an�1 � 5n�1

xn = xn�1 + an � 5n

() xn � xn�1 � 0mod 5n

On détermine an 2 f0; 1; 2; 3; 4g, et xn = xn�1+an�5n par la congruence x2n+1 � 0mod 5n.
Il est très facile de voir que la suite (xn)n est de Cauchy dans Q, car

jxn � xn�1jp � j5njp =
1

5n
�! 0; n �!1

Cependant�elle ne peut converger vers x 2 Q, puisque dans ce cas, on aurait x2 + 1 = 0
dans Q, ce qui est impossible.
On conclut que l�espace métrique Q muni de la distance associée à la norme p-adique n�est
pas complet. On le complète suivant la procédure de complétion par rapport à la norme p-

adique, et on obtient un corps complet que l�on note Qp qui s�appelle le corps des nombres
p-adiques.

Dé�nition 2.3.2 Soit p un nombre premier.

1. Le corps des nombres p-adiques est la complétion de l�espace métrique (Q; dp). Ses
éléments sont les classes d�équivalences des suites de Cauchy des nombres rationnels

fangn muni de la relation suivante

fang< fbng () jan � bnjp���!n�!10

2. On prolonge la norme p-adique dé�nie sur Q à tout Qp par

8� 2 Qp : j�jp = lim
n�!1

j�njp

où (�n) est une suite de Cauchy d�éléments de Q qui représente le nombre p-adique
�.

Remarque 2.3.3

1. Q est inclus dans Qp de plus il est dense dans Qp.
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2. Qp est un corps valué complet ultramétrique.

Lemme 2.3.4 Si x 2 Q avec jxjp � 1, alors

8n 2 N;9� 2 Z : j�� xjp � p�n

Preuve. Soient x = a
b
2 Q, p un nombre premier tels que (a; b) = 1 = (p; b) = (p; a).

On a

jxjp = p�vp(x) � 1 =) p�vp(
a
b ) � 1

=) p�vp(a)+vp(b) � 1

=) pvp(b)

pvp(a)
� 1

Tant que

(p; b) = 1 =) (pn; b) = 1;8n 2 N

D�après le théorème de Bézout

9m1;m2 2 Z : m1 � b+m2 � pn = 1

On prend

� = a �m1 2 Z

On a
j�� xjp =

���� a
b

��
p
=
��a �m1 � a

b

��
p

=
��a
b
� (m1 � b� 1)

��
p

=
��a
b

��
p
� jm1 � b� 1jp

� jm1 � b� 1jp = jm2 � pnjp � p�n

Théorème 2.3.5 Si la classe d�équivalence a 2 Qp véri�e la condition jajp � 1, alors elle
possède un seul représentant (�n) qui satisfait8><>:

�n 2 Z; 0 � �n � pn � 1

�n+1 � �nmod pn

Preuve. Soit a 2 Qp tel que jajp � 1, alors d�après le lemme 2.3.4

9�0 2 Z : j�0 � ajp < 1; 0 � �0 � p� 1
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et comme ja� �0jp � 1
p
< 1, alors

���a��0p ��� � 1. D�après le lemme précédent, on obtient
9�1 2 Z : ja� (�0 + �1 � p)jp < p�1; 0 � �1 � p� 1

On répète cette étape, on obtient une suite des entiers rationnels �n 2 Z tel que

ja� (�0 + �1 � p+ : : :+ �n � pn)jp < p�n; 0 � �n � p� 1

Soit la suite (�n) dé�nie par

�n = �0 + �1 � p+ : : :+ �n�1 � pn�1

(�n) véri�e 8>>>>>><>>>>>>:

�n 2 Z; 0 � �n � pn � 1

�n+1 � �nmod pn

lim
n!1

�n = a

Montrons maintenant l�unicité.

Supposons que a possède deux représentants (�n) et (�
0
n) di¤érents8><>:

�n = �0 + �1 � p+ : : :+ �n�1 � pn�1

�0n = �
0
0 + �

0
1 � p+ : : :+ �0n�1 � pn�1

Soit d le premier entier pour que �d 6= �0d, alors nous pouvons supposer que �d < �0d. On
trouve

1 � �0d � �d � p� 1

Alors

�0d � �d = (�0d � �d) � pd

Donc

j�0d � �djp = p�d

D�autre part, on a

j�0d � �djp = j�
0
d � a+ a� �djp

� max
n
j�0d � ajp ; ja� �djp

o
< p�d
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Ceci contredit la dernière égalité.

Conclusion 2.3.6

1. La suite de Cauchy (�n) qui véri�e les conditions du théorème précédent s�appelle

représentant canonique de a.

2. Tout nombre p-adique a 2 Qp admet un développement unique sous forme d�une

série convergente (série de Hensel) s�écrit sous la forme a =
1X
k=n

�k � pk où �k 2

f0; 1; 2; : : : ; p� 1g ; n 2 Z et jajp = p�n:

3. On note par a = �n�n+1 : : : ��0�1 : : : la forme canonique de a où � est appelé le point
p-adique qui nous permet de déterminer le signe de n, tels que :

(a) a = �n�n+1 : : : ��1 � �0�1 : : :, si n < 0.

(b) a = ��0�1�2 : : :, si n = 0.

(c) a = �00 : : : 0�0�1 : : :, si n > 0.

Exemple 2.3.7 Soient les nombres 5-adiques suivants :

1. (a) a1 = 13 � 41 = 1 � 5�2 + 3 � 5�1 + 4 � 50 + 1 � 51 = 241
25
, n = �2

(b) a2 = �1341 = 1 � 50 + 3 � 51 + 4 � 52 + 1 � 53 = 241, n = 0

(c) a3 = �01341 = 0 � 50 + 1 � 51 + 3 � 52 + 4 � 53 + 1 � 54 = 1205, n = 1

2. Le développement 5�adique de b = 1
3
est

1

3
= 2 � 50 + 3 � 51 + 1 � 52 + 3 � 53 + 1 � 54 + :::

= �231313131::: = �231 (périodique)

3. Pour tout p premier, le développement p-adique de �1 est

�1 = (p� 1) + (p� 1) � p+ (p� 1) � p2 + (p� 1) � p3:::+ (p� 1) � pn + :::

= (p� 1)
1X
n=0

pn

Par conséquent
1

1� p = �11111::: =
1X
n=0

pn
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2.4 Les entiers p-adiques

Dé�nition 2.4.1 On dit que le nombre p-adique a 2 Qp est un entier p-adique si le
développement canonique de a ne contient que les puissances positives de p. Autrement

dit vp (a) � 0. On écrit

a = �0 + �1 � p+ �2 � p2 + : : :+ �n � pn + : : : =
1X
n=0

�n � pn; 0 � �n < p

On note par Zp l�ensemble des entiers p-adiques, avec

Zp =

(
a 2 Qp : a =

1X
n=0

�n � pn
)
= fa 2 Qp : vp (a) � 0g

Remarque 2.4.2

1. Zp = fa 2 Qp : vp (a) � 0g =
n
a 2 Qp : jajp � 1

o
. Autrement dit Zp représente le

disque de l�unité de rayon 1 et de centre 0.

2. Le corps Qp est l�ensemble des fractions de Zp

Qp =
na
b
: (a; b) 2 Zp � Z�p

o
Dé�nition 2.4.3 Soit a un nombre p-adique, on dit que a est inversible ou unitaire si le
développement canonique p-adique de a ne contient que les puissances positives de p et le

premier chi¤re di¤érent de zéro. On écrit

a = �0 + �1 � p+ �2 � p2 + : : :+ �n � pn + : : : =
1X
n=0

�n � pn; 0 < �n < p

Notons par Z�p (ou Up) l�ensemble de nombres p-adiques inversibles (unitaires) dé�nie par

Z�p =

( 1X
n=0

�n � pn : �0 6= 0
)
= fa 2 Qp : vp (a) = 0g =

n
� 2 Zp : j�jp = 1

o
Proposition 2.4.4 Tout nombre p-adique � 2 Qp s�écrit de façon unique sous la forme

� = pn � u, u 2 Z�p, n 2 Z

Preuve.

1. Existence de la représentation :
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Soit � 2 Qp, alors � s�écrit sous la forme

� =
a

b
, (a; b) 2 Zp � Z�p

On sait que 8><>:
a = u1 � pm1 ; u1 2 Z�p;m1 = vp (a)

b = u2 � pm2 ; u2 2 Z�p;m2 = vp (a)

Donc

� =
a

b
=
u1 � pm1

u2 � pm2

=
u1
u2
� pm1�m2

= u � pn, n = m1 �m2, u =
u1
u2
2 Z�p

�
puisque Z�p un corps

�
2. Unicité de la représentation :

Supposons que � admet deux représentations8><>:
� = u0 � pm0

; u0 2 Z�p;m0 2 Z
et

� = u00 � pm00
; u00 2 Z�p;m00 2 Z

Alors

u0 � pm0
= u00 � pm00

=) u0 � u00�1 = pm00�m0

=) vp
�
u0 � u00�1

�
= m00 �m0

Or

vp
�
u0 � u00�1

�
= 0

�
car u0 � u00�1 2 Z�p

�
Alors

m0 = m00

Par conséquent u0 = u".
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Exemple 2.4.5 Soient8><>:
p = 5

�(1) = �413 = 4 + 1 � 5 + 3 � 52 + 1 � 53 + 3 � 54 + : : :
�(2) = �42 = 4 + 2 � 5 + 2 � 52 + 2 � 53 + 2 � 54 + : : :

�(1) et �(2) sont des nombres de Z�5. Par contre(
�(1) = �0140 = 0 + 1 � 5 + 4 � 52 + 0 � 53 + 4 � 54 + 0 � 55 + : : :
�(2) = 42 � 1331 = 4 � 5�2 + 2 � 5�1 + 1 + 3 � 5 + 3 � 52 + 1 � 53 + 3 � 54 + : : :

�(1) =2 Z�5 puisque le premier chi¤re est nul et �(2) =2 Z�5 puisque le développement 5-adique
de �(2) contient des puissances négatives.
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Chapitre 3

Les propriétés topologiques et
analytiques des nombres p-adiques

Le but de ce chapitre est d�exposer les di¤érentes propriétés topologiques et analy-

tiques de corps des nombres p-adiques.

Proposition 3.0.6 Soient x; a 2 Qp. Si ja� xjp < jajp ; alors jxjp = jajp : Autrement dit,
tout triangle dans l�espace (Qp; j:jp) est isocèle et la longueur de sa base ne dépasse pas les
longueurs des côtés.

Preuve. D�après l�inégalité triangulaire forte, on a

jxjp = jx� a+ ajp � max
n
jajp ; jx� ajp

o
= jajp (3.1)

D�autre part, on a

jajp = ja� x+ xjp � max
n
jx� ajp ; jxjp

o
Si jx� ajp > jxjp ; alors

jajp � jx� ajp

Ceci contredit le fait que ja� xjp < jajp. Donc jx� ajp < jxjp ;ce qui donne

jajp � jxjp (3.2)

De (3:1) et (3:2), on trouve

jajp = jxjp
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Dé�nition 3.0.7 On appelle :

1. La boule ouverte dans Qp, de rayon r 2 R+ et de centre a 2 Qp l�ensemble donné
par

B(a; r) = fx 2 Qp : dp (a; x) < rg = fx 2 Qp :j x� a jp< rg (3.3)

2. La boule fermé dans Qp, de rayon r 2 R+ et de centre a 2 Qp l�ensemble donné par

�B(a; r) = fx 2 Qp : dp (a; x) � rg = fx 2 Qp :j x� a jp� rg (3.4)

3. La sphère dans Qp l�ensemble dé�ni par

S(a; r) = fx 2 Qp : dp (a; x) = rg = fx 2 Qp :j x� a jp= rg (3.5)

Remarque 3.0.8 La norme p-adique j:jp prend ses valeurs dans l�ensemble discret f0; pn :
n 2 Zg, donc on peut prend r = pn; n 2 Z.

Proposition 3.0.9 La sphère S(a; r) est un ensemble ouvert dans Qp:

Preuve. Il faut montrer que S(a; r) est voisinage de tous ses points, c�est à dire que
pour tout x 2 S(a; r) , il existe une boule ouverte de centre x et de rayon s inclus dans
S(a; r). Cela signi�e

8x 2 S(a; r);9s > 0 : B (x; s) � S(a; r)

Soient x 2 S(a; r) et s < r. Montrons que B (x; s) � S(a; r).
Supposons que y 2 B(x; s), alors8><>:

j x� y jp< s

j x� a jp= r
=)j x� y jp<j x� a jp= r

D�après la proposition (3:0:6), on a

j y � a jp=j x� a jp= r

Alors

y 2 S(a; r)

Proposition 3.0.10 Toute boule B(a; r) de (Qp; j:jp) est un ensemble à la fois ouvert et
fermé.
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Preuve. On sait que toute boule B(a; r) est ouverte dans tout espace métrique. Pour
montrer que B(a; r) est fermée dans Qp, on va montrer que son complémentaire

C = fx 2 Qp :j x� a jp� rg

est un ensemble ouvert.

On a

C = S(a; r) [D

Où

D = fx 2 Qp :j x� a jp> rg

L�ensemble

D = fx 2 Qp :j x� a jp> rg

est un ouvert. En e¤et :

Supposons que y 2 D et posons

j y � a jp= r1 > r

Montrons que la boule B(y; r1 � r) est inclus dans D.
Pour cela, supposons que B(y; r1 � r) n�est pas inclus D, alors on peut trouver

x0 2 B(y; r1 � r), x0 =2 D telle que8><>:
j y � x0 jp< r1 � r

j x0 � a jp� r

On trouve

r1 = j y � a jp=j y � x0 + x0 � a jp
� j y � x0 jp + j x0 � a jp
< r1 � r + r = r1

Contradiction. Comme l�union de deux ouverts est un ouvert, donc C est un ouvert.

Proposition 3.0.11 Tout point d�une boule est le centre de cette boule. C�est-à-dire

8b 2 B(a; r) =) B(a; r) = B(b; r)
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Preuve. Soient b 2 B(a; r) et x 2 B(a; r), alors

jx� bjp = j x� a+ a� b jp� maxfj x� a jp; j a� b jpg
< maxfr; rg = r

on obtient B(a; r) � B(b; r).
D�autre part, Maintenant si nous échangeons les rôles de a et b, alors on trouve

B(b; r) � B(a; r).

Proposition 3.0.12 Deux boules sont soit disjointes soit l�une est contenue dans l�autre.
Autrement dit si B(a; r) et B(b; s) deux boules de (Qp; j:jp), alors

B(a; r) \B(b; s) 6= ? =) B(a; r) � B(b; s) ou B(b; s) � B(a; r) (3.6)

Preuve. Supposons que r � s, et y 2 B(a; r) \ B(b; s). Alors y 2 B(a; r) et y 2
B(b; s). D�après la proposition (3:0:11)8><>:

B(a; r) = B(y; r)

B(b; s) = B(y; s)

D�autre part, on a B(y; r) � B(y; s), on obtient

B(a; r) � B(b; s)

De même, si on suppose que s � r, alors on trouve

B(b; s) � B(a; r)

Remarque 3.0.13 Toutes les propriétés qui sont démontrées au-dessus pour les boules
ouvertes, restent vrais pour les boules fermées dans Qp.

Théorème 3.0.14 Une suite (an)n de Qp est une suite de Cauchy et par conséquent
convergente si et si seulement si

lim
n�!1

jan+1 � anjp = 0

Preuve. Si (an)n est une suite de Cauchy. Alors

8" > 0;9n0 2 N;8n;m � n0 : jam � anjp � "
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lim
n�!1

jam � anjp = 0;8m > n

En particulier, pour m = n+ 1 � n0, on a

lim
n�!1

jan+1 � anjp = 0

D�autre part, supposons que

lim
n�!1

jan+1 � anjp = 0

Par dé�nition

8" > 0;9n0 2 N ;8n � n0 : jan+1 � anjp < "

Prenons " > 0; m > n � n0 et examinons jam � anjp.
On a

jam � anjp = jam � am�1 + am�1 � am�2 + :::+ an+1 � anjp

� max
n
jam � am�1jp , jam�1 � am�2jp ; :::; jan+1 � anjp

o
� max("; "; "; :::; ") = "

Alors (an)n2N est une suite de Cauchy.

Proposition 3.0.15 Une série
X
n�0
an avec an 2 Qp converge dans Qp si et seulement si

lim
n�!+1

an = 0.

Preuve. On note par
nX
i=0

ai = sn la suite des sommes partielles. Alors

X
n�0
anconverge dans Qp () (sn)n =

n

(
X
i=0

ai)n converge dans Qp

() sn � sn�1 = an converge vers 0 dans Qp
() lim

n�!1
an = 0 dans Qp .

Remarque 3.0.16 Cette proposition est fausse dans (R; j:j). L�exemple le plus évident
d�une série dans (R; j:j) dont le terme général tend vers 0, mais qui ne converge pas, est
la série harmonique

X
n�1

1
n
.
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Conclusion Générale

On a vu qu�un espace métriqueM est dit complet ou espace complet si toute suite de

Cauchy deM a une limite dansM (converge dansM), donc la notion de suite de Cauchy

est plus faible que la notion de suite convergente.

La propriété de complétude dépend de la distance. Quand on parle d�espace complet,

il est important de préciser la distance que l�on prend.

La procédure de complétion est valable pour un espace métrique quelconque.

L�avantage des espaces complets est qu�il n�est pas utile de connaître la limite d�une

suite pour montrer qu�elle est convergente, il su¢ t de montrer qu�elle est de Cauchy.
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