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Introduction Générale

Les variables aléatoires furent introduites à l�origine pour représenter un gain, par

exemple e¤ectuons l�expérience suivante, lançons une pièce de monnaie et suivant que le

résultat est pile nous gagnons dix euros, ou face nous perdons un euro. On considère alors

X, la variable aléatoire qui prend la valeur 10 lorsque nous obtenons pile et la valeur -1

lorsque nous obtenons face. X représente le gain a l�issue d�un lancer de la pièce.De façon

plus générale une variable aléatoire est une certaine onction, qui dépend du résultat d�une

expérience aléatoire par exemple dans ce cas le résultat du pile ou face. Cette fonction

associe une certaine valeur au résultat d�une expérience. Dans notre exemple plus haut la

variable aléatoire associe 10 à < pile > et -1 <face>. Cela permet d�associer des nombres

à des résultats d�expériences qui ne sont pas numériques.

Ce mémoire est répartit sur l�introduction générale et trois chapitresDans le premier cha-

pitre, nous avons donnés les variables aléatoires celle qui contient variables aléatoires

réelles dans R et R2et fonctions de répartitions dans Ret R2.
Dans le deuxième chapitre nous avons présenté les modes de convergence celle qui concernent

la convergence en loi, convergence presque sure, convergence en probabilité et convergence

en moyenne quadratique.

Dans le dernier chapitre, on s�est intéressé de théorème central limite-lois des grands

nombres lois faibles des grands nombres et lois fortes des grands nombres.
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Chapitre 1

Variables aléatoires

1.1 Variables aléatoires réelles

Dé�nition 1.1 Soit (
; A; P ) un espace de probabilité.On appelle variable aléatoire réelle
(v a r) dé�nie sur (
; A),une fonction X de 
 dans R et telle que l�image réciproque par
X de tout intervalle ouvert ]�1; a[,est un événement (i.e :X�1 (]�1; a[) 2 A):Dire que

X est un variable aléatoire réelle sur (
; A; P ) revient à dire que X�1 (B) 2 A,pour tout
borélien B.Ceci vient de ce que la famille des intervalles semi-ouverts bornées et la famille

des intervalles de la forme ]�1; a[,engendrent la ��algèbre des boréliens.

Proposition 1.2 soit X une v a r dé�nie sur un espace probabilisé (
; A; P ).La famille

des parties fX�1 (B) : B 2 �g est une ��a lg �ebre,appelé la ��algèbre engendrée par X.
On note � (X) cette ��algèbre des événements et on remarquera que � (X) est une sous
��algèbre de A

Exemple 1.3 Soit A un événement .l�indicatrice 1A est une v a r sur l�espace (
; A; P ).En

e¤et, pour tout réel a on a 1�1A (]�1; a[) =

8><>:
� si a � 0

A si 0 < a � 1 et donc

 si a > 1

9>=>;
1�1A (]�1; a[) 2 A:

On notera que

� (1A) =
�
�;A;A;


	
= � (A)

:Soit P=fA1; A2; :::; Arg une partition de 
 et où A1; A2; :::; Ar sont des événements.Une
fonction X combinaison linéaire �nie des variables indicatrices

1Aj : X =
rX
j=1

�j:1Aj
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est une v a r, appelée variable aléatoire étagée .Elle prend la valeur constante �j
sur l�événement Aj : j = 1; r:Réciproquement,une fonction X dé�nie sur un espace de

probabilité (
; A; P ) et prenant un nombre �ni de valeur a1; :::; an est une v a étagée si

et selement si, les image réciproque X�1 (f�jg) sont des événements dans A. Dans ce
cas,la partition fA1; A2; :::; Arg de 
 est dé�ne par Aj = X�1 (f�jg).On écrit v a r �e pour
variable aléatoire réelle étagée

.

Dé�nition 1.4 une v a r X est dite positive (resp.�nie,resp.bornée)si X(
) � R+ (resp.X (
)) �
R; resp:il existe M>0/jX (!)j < M;pour tout ! 2 
)

Concernant les v a r positives, on a l�important résoltat suivant qu�on admettra.

Théorème 1.5 Soit (
; A; P ) un esoace de probabilité.Toute variable aléatoire réelle po-
sitive dé�nie sur (
; A) est limite simple d�une suite croissante de v a r é positives dé-

�nies sur (
; A; P ) :Pour toute variable aléatoire réelle X dé�nie sur (
; A) ,on dé�nit

X+ = sup (X; 0) et X� = sup (�X; 0)
apelées respectivement la partie positive et la partie négative de X

.Ces la fonctions sont des v a r positive.Ceci résult immédiatemment de ce que fX+ < xg =
fX < xg si x > 0 et fX+ < xg = ; si x < 0:et

�
X� < x

	
= fX > �xg si x > 0 et

�
X� < x

	
= ; si x < 0:

Par ailleurs, on a les relations X = X+ �X� et jXj = X+ �X�;

d�où X+ = X+jXj
2

et X� = X+jXj
2

:Nous déduisons alors en utilisant les opérations sur

les limites et le théorème 1,le résultat suivant :

Corollaire 1.6 Toute v a r X est limite d�au moins une suite de v a r é .

1.1.1 Opération sur les variable aléatoires réelles (v:a:r)

Soitent X et Y deux v a r dé�nies sur le même espace probabilié (
; A; P ) :

*La somme X + Y , le produit X:Y sont des v a r.Si de plus, la v a r X ne prend pas

la valeur 0 sur 
; alors l�inverse 1
X
est aussi une v a r.

**Si ' est une fonction réelle de la variable réelle telle que pour tout intervalle

[a; b],'�1 ([a; b]) est un borélient, alors la fonction Y = ' (X) est une variable aléatoire

réelle.

***Si (Xn; n � 1) est une suite de v a r ,les applications sup
n
Xn et inf

n
Xn dé�nissent

encore des v a r .Ceci vient de ce que pour tout x 2 R;on a :
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�
! : sup

n
Xn (!) < x

�
=
\
n�1

f! : Xn (!) < xg

etn
! : inf

n
Xn (!) < x

o
=
[
n�1

f! : Xn (!) < xg

Et il s�ensuit encore que lim sup
n
Xn et lim inf

n
Xn sont des v a r .

Dé�nition 1.7 Soit (Xn; n � 1) une suite de v a r dé�nies sur l�espace de probabilité
(
; A; P ).Si lim sup

n
Xn = lim inf

n
Xn sur une partie de 
;on dit que cette suite converge

et on note lim
n!1

Xn la variable aléatoire limite .L�ensemble de convergence d�une suite

convergente (Xn; n � 1)
�
i.e :

�
! : lim sup

n
Xn = inf

n
Xn (!)

��
de v a r sur (
; A; P ),est

un événement.Et nous dirons alors que la suite (Xn; n � 1) de v a r conerge partout si
l�ensemble de convergence de cette suite coïncide avec 
, et converge presque sûre-
ment,si l�ensemble de convergence est de probabilité égale à 1.Dans ce dernier cas,on dit
que la suite (Xn; n � 1) converge presque sûrement.

1.2 Fonction de répartition

1.2.1 Loi de probabilité d�une variable aléatoire réelle (v:a:r)

Dé�nition 1.8 Soit X une v a r dé�nie sur un espace de probabilité (
; A; P ) :Un évé-

nement A de la � � a lg �ebre � (X) engendrée par X, s�écrit A = X�1 (B) où B est un

borélien.Cette relation permet de dé�nir une loi de probabilité sur l�espace probabilisable

(R; B) en transportant la probabilité P sur l�espace probabilisable (R; B) et ceci en posant :
Q (B) = P (X 2 B)
De façon précise,on a la proposition suivante :

Proposition 1.9 Soit (
; A; P ) un espace de probabilité et X une v a r dé�nie sur

(
; A; P ) .La fonction Q dé�nie sur B par B! Q (B) = P (! 2 
=X (!) 2 B) est une loi
de probabilité sur (R; B),applée loi image de P parX (ou encore la loi probabilité de la v a r X) :

Preuve. Il est aisé de veri�er que cette fonction est positive et de masse totale 1, de
plus P étant une probabilité sur (
; A) assur de ��additivité de cette fonction:

On note PX la loi de probabilité de la v a r X . L�espace de probabilité (R; B; PX)
est dit l�espace de probabilité image de (
; A; P ) par X:

!En d�autre termes, la v a r X nous donne une autre preception des e¤ets de l�expré-

rience aléatoire.On regarde plus, les événements aléatoires dans 
,mais leurs image par

X dans l�espace de probabilité image (R; B; PX) :
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1.2.2 Fonction de répartition d�une variable aléatoire réelle (v:a:r)

Dé�nition 1.10 Soit (
; A; P ) un espace de probabilité et X une v a r dé�nie sur cet

espace et PX sa loi de probabilité.On appelle fonction de répartition associée à la loi de

PX (ou encore fonction de répartition de la v a r X ),l�application FX de R dans [0; 1]
dé�nie pour tout x2 R;par FX (x) = PX (]�1; x[) = P (! 2 
=X (!) < x)

Et eut égard à ce que P est une "mesure",on peut écrire FX sous forme intégrale

FX (x) =

xZ
�1

dPX (t)

Remarque 1.11 La loi de probabilité d�une v a r X,est entièrement identi�ée par sa

fonction de répartition FX (on montre en e¤et, que la donnée d�une fonction de répartition

F détermine entièrement une loi de probabilité P sur l�espace probabilisation (R; B)

Proposition 1.12 Soit X une v a r dé�nie sur un espace de probabilité (
; A; P ) :La

fonction de répartition FX de la v a r X , jouit des propriétés suivantes :

F1:FX est non négative.

F2:FX est non décroissante.

F3:FX est continue à gauche en tout point x 2 R
F4: lim

n!+1
FX (x) = 0 et lim

n!+1
FX (x) = 1:

F5:Pour tout intervalle [a; b[ de R; on a :PX ([a; b[) = FX (b)� FX (a)

Théorème 1.13 Toute fonction de répartition de F sur R est une combinaison linéaire
convexe unique d�une fonction de répartition discrête Fd et d�une fonction de répartiton

continue Fcsur R :
F = �:Fd + (1� �) :Fc

où � est un réel compris entre 0 et 1.

Dé�nition 1.14 On appelle variable aléatoire discrête (resp. v a continue) ;une v a dont
la fonction de répartition est une fonction discrête (resp.fonction di¤use).

1.2.3 Densité de probabilité

Dé�nition 1.15 Soit P une loi de probabilité sur (R; BR) et F sa fonction de répartition
.Si F est partout dérivable sur R, alors sa dérivée f est appelée la dansité de probabilité

de la loi P et satisfait :P (]+1; x[) =

xZ
�1

f (t) dt ,pour tout x 2 R:

6



Remarque 1.16 Tout loi de probabilité avec densité est di¤use.
Si FX est la fonction de répartition d�une v a r X dé�nie sur un espace de probabilité

(
; A; P ), et si la loi de probabilité PX de X admet une densité de probabilité fX , alors

on a F 0X (x) = fX (x) ;8x 2 R et :

FX (x) =

xZ
�1

fX (t) dt

fX est dite aussi densité de probabilité de la variable aléatoire de X.

Exemple 1.17 i)Loi exponentielle de paraméttre �:Cette loi est caractérisé par sa densité
de probabilité dé�nie sur R+ par f (x) = 1

�
exp

�
�x
�

�
:1R+ (x) où � est un paramètre réel

strictement positif.

ii)Loi uniforme .la fonction de répartiton de la loi uniforme [a; b] est dérivable sur cet

intervalle .La loi uniforme sur [a; b] possède donc une densité de probabilité donnée par

f (x) = F 0 (x) = 1
b�a1[a;b] (x) :

1.3 Variable alèatoire à valeurs dans R2

Dé�nition 1.18 Soit (
; A; P ) un espace probabilisè .une application X de (
; A; P )

dans R2 est dite un !v a . si pour tout rectangle [a; b]�[c; d] dans R2 , la partieX�1 ([a; b]� [c; d])
est un èvènement dans A:

L�espace R2 est en fait muni de la ��algèbre �2 engendrèe par les rectangles ([a; b]� [c; d])
,appelèe la ��algèbre des borèlien dans R2 .Et par suite,dire que X est un vecteur alèatoire

à valeurs dans R2 si la ��algèbre engendrèe par X :fX�1 ([�1; a]� [�1; b]) : a; b � Rg
est une sous ��algèbre de A

Dé�nition 1.19 .Une application X de (
; A; P ) dans R2 muni de sa tribu de Borel �2
est vecteur alèatoire si et seulement si,ses composantes sont des v a r.

Proposition 1.20 Preuve. Si X est un vecteur alèatoire,ses composantes s�ècrivent

X1 = p1�X etX2 = p2�X (p1et p2 ètant la première et la deuxième application coordonnèe)

sont èvidemment des v a r .Rèciproquement ,si les composantes X1 et X2 de X sont des

v a r ,on a :X�1 ([�1; a1[ \ [�1; a2[) = X�1 f[�1; a1[g \ X�1 f[�1; a2[g �A et donc

Xest un vecteur alèatoire.

Ce rèsultat nous permet de gènèraliser la dè�nition 1 au cas de vecteurs alèatoires à

valeurs dans l�èspace Rn lorsque cet espace est muni de la ��algèbre �n .Cette ��algèbre

est engendrèe par les pavès fermès
nY
i=1

[ai; bi] :
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Dé�nition 1.21 On appelle vecteur alèatoire à valeurs dans Rn ,une application X

dè�nie sur un espace de probabilitè(
; A; P ) ,à valeurs dans Rn muni de la ��algèbre �n
,et telle que toutes ses composantes sont des variables alèatoires rèelles.

On note X =t (X1; :::::; Xn) un vecteur alèatoire à valeurs dans Rn.Les composantes
X1; :::; Xn sont des v a r .

Exemple 1.22 1) Soient X et Y deux variables alèatoires dè�nies sur le mème espace de

probabilitè (
; A; P ).Le vecteur

 
X

Y

!
dè�nie un vecteur alèatoire à valeurs dans R2:

2)Soient X et Y deux variables alèatoires dè�nies sur le mème espace de probabilitè

(
; A; P ) :L�application Z dè�nie sur (
; A; P ) par Z =

 
X + Y

X � Y

!
est un vecteur alèa-

toire à valeurs dans R2:Il en est de mème du vecteur

 
X

X � Y

!

1.3.1 Fonctions de rèpartition dans R2

Dé�nition 1.23 Un vecteur Z =

 
X

Y

!
dè�ni sur un espace de probabilitè (
; A; P ) et

à valeurs dans R2;induit une loi de probabilitè PZ sur (R2; �2) ;appelèe la loi de probabilitè

du vecteur alèatoire Z =

 
X

Y

!
et l�èspace de probabilitè (R2; �2; PZ) est dit l�èspace

de probabilitè image de (
; A; P ) par Z:Cette loi image est dè�nie par PZ (A�B) =

P (X � A; Y � B) où A � � (X) et B � � (Y ) :En particulier ,la loi jointe PX;Y du vecteur

alèatoire

 
X

Y

!
est dè�nie sur les rectangles [a; b]� [c; d] par

PZ(A;B) = P (X 2 A; y 2 B)

Dé�nition 1.24 Soit Z =

 
X

Y

!
un vecteur alèatoire dè�ni sur (
; A; P ) et à valeurs

dans R2 muni de sa tribu de Borel �2:La fonction de rèpartition du vecteur alèatoire Z est
l�application Fz dé�nie surR2 et à valeurs dans [0; 1]R par :

Fz(x; y) = P (X < x; Y < y)

=

Z x

�1

Z y

�1
dPZ (u; v)

Pour tout x; y 2 R
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Il arrive souvent de noter cette fonction de répartition sous la forme d�une intégrale

de Riemann-Stieltjes :

Fz(x; y) =

Z x

�1

Z y

�1
dFZ (u; v)

De la même manière que dans le cas unidimensionnel, on montre

Proposition 1.25 la fonction de répartition d�un vecteur aléatoire Z = (X; Y ) possède
les propriétés suivantes :F1)limx!�1 FZ(x; y) = limy!�1 FZ(x; y) = 0

F2)limx!+1 limy!+1 FZ(x; y) = 1

F3). Fz est croissante par rapport a chaque argument.

F4) :Fzest continue a gauche par rapport a chaque argument.

Proposition 1.26 une fonction réelle F non négative dé�nie sur R2 est la fonction de
répartition d�une loi de probabilité P sur R2 si est seulement si elle véri�e les propriétés
F2 , F3 et F4 .

1.3.2 Lois jointes et lois marginales

Dé�nition 1.27 soit(
; A; P ) un espace de probabilité et X;Y deux variables aléatoires

réelles dé�nies sur cet espace. On appelle loi de probabilité conjointe des v a r X etY la

loi image P (X; Y ) de P par le vecteur aléatoire

 
X

Y

!
.cette loi de probabilité est dé�nie

par :

PX;Y (]a; b[�]c; d[) =
Z b

a

Z d

c

dPX;Y (u; v)

Quel que soit le rectangle ]a; b[�]c; d[ de R2

.

Dé�nition 1.28 soit Z =

 
X

Y

!
un vecteur aléatoire réel dé�nie sur un espace de pro-

babilité (
; A; P )et de loi jointe PX;Y . la loi de la v a r X( resp.Y )est appelée la loi de

probabilité marginale en X ( resp.enY ) du vecteur

 
X

Y

!
et elle est déterminée par

PX(B) = P ((X; Y ) 2 B � R) = P (X 2 B; Y 2 R) =
Z Z

B�R
dPX;Y (x; y)

resp

PY (B) = P ((X; Y ) 2 R�B) = P (X 2 R; Y 2 B) =
Z Z

R�B
dPX;Y (x; y)
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La version de ces dé�nitions en terme de fonction de répartition est plus commode et

plus aisée a retenir .

Proposition 1.29 soit

 
X

Y

!
un vecteur aléatoire a valeur dans R2 . on a :

FX(x) = lim
y!+1

FX;Y (x; y) =

Z +1

�1

Z x

�1
FX;Y (x; dy)

Et

FY (y) = lim
x!+1

FX;Y (x; y) =

Z +1

�1

Z y

�1
FX;Y (dx; y)

Preuve. les conclusions de cette proposition résultent directement de la continuité
séquentielle de P et de ce que

lim
y!+1

]�1; x]�]�1; y] =]�1; x]� R:

Proposition 1.30 soit Z =

 
X

Y

!
un vecteur aléatoire a valeurs dans R2 . si la fonction

de répartition F du vecteur aléatoire Z est de classe C2 , alors le vecteur Z admet une

densité de probabilité f dé�nie par :

fZ(x; y) =
@2FZ(x; y)

@x@y

et on a FZ(x; y) =
R x
�1
R y
�1 fZ(x; y)dxdy

Dé�nition 1.31 la densité de probabilité f d�un vecteur aléatoire X possède les proprié-

tés suivantes :

i)fX est non négative.

Dé�nition 1.32 ii)
R +1
�1

R +1
�1 fZ(x; y)dxdy = 1

10



Chapitre 2

les modes de convergence

2.1 La convergence on loi :

Dé�nition 2.1 Soit Xn une suite de variables aléatoires réelles et X une variable aléa-

toire réelle , pour tout n , notons Pn la loi image de P par la variable Xn et PX la loi

image de P par X

On di t que la suite de variables aléatoires(Xn; n � 1) converge en loi vers la variable
aléatoire X , si pour toute fonction continue et bornée f on aitZ +1

�1
f(x)Pn(dx) !

n!+1

Z +1

�1
f(x)PX(dx):

On note Xn
l! X la convergence en loi de la suite (Xn)vers X . pour montrer la

convergence en loi d une suite de variable aléatoire réelle on se sert de l�un des critères

suivants

Théorème 2.2 On dit que la suite de variable aléatoire (Xn) de fonction de répartition

Fn converge en loi vers une variable aléatoire X si la suite Fn(x) converge vers F (x)en

tout point x ou Fest continue

Théorème 2.3 Soit (Xn,n � 0 ) une suite de variables aléatoires a valeurs dans N pour
que la suite (Xn ,n � 0)converge en loi vers X a valeurs dans N , il faut et il su¢ t que

lim
n!1

p(Xn = r) = P (X = r);8r�N

D�autre part la fonction de répartition est entièrement déterminée par sa fonction carac-

téristique et comme la fonction t ! exp(itx)est continue et bornée , alors on déduit du

théorème précédent que

11



Corollaire 2.4 Si la suite (Xn) converge en loi vers X , alors la suite ('n) converge

simplement vers ', ou 'n est la fonction caractéristique de la variable aléatoire Xn et '

celle de X .

De plus la convergence de 'n vers ' est uniforme sur tout compact de R.
le theoreme suivant établit une réciproque de ce résultat

Théorème 2.5 (theoreme de Paul Lévy ) Soit (Xn; n � 1) une suite de variables aléa-

toires et X une variable aléatoire dé�nie sur le même espace de probabilité que la suite

(Xn) . on note 'n la fonction caractéristique de la variable aléatoire Xn et 'celle de X

. si la suite des fonctions des répartitions ('n) converge vers une fonction  continue

en t = 0 , alors la suite des variables aléatoires (Xn) converge en loi vers Xde fonction

caractéristique  .

2.2 Convergence presque sure (on abrège p. s) :

Dé�nition 2.6 soient (Xn; n � 0) une suite de variable aléatoire réel dé�nies sur un

espace de probabilité (
; A; P ). On dit que la suite (Xn) converge presque surement vers

une v. a. r X dé�nie sur(
; A; P ), s�il existe un événement A de probabilité nulle tel

que :limn!+1 Xn(!) Pour tout ! 2 Ac.
On noteXn

p:s! X:

Remarque 2.7 S�appuyant sur le fait que R est complet, on montre facilement que :La
suite (Xn; n � 0) converge p .s vers une v. a si, et seulement si (Xn; n � 0) est une suite
de Cauchy pour la convergence presque sure (i.e. la suite (Xn �Xm; n;m 2 N) converge
presque surement vers 0).Le résultat suivant fournit une condition nécessaire et su¢ sante

de convergence presque sure.

Théorème 2.8 soit (Xn; n � 0) une suite de v. a. r. pour que la suite Xn converge p. s

vers une v. a X, il faut et il su¢ t que

limn!+1( [
m�n

f! : jXm(!)�X(!)j � "; 8" > 0

:

Corollaire 2.9 soit (Xn; n � 0) une suite de v. a. r.SiX
m�1

P (f! : jXm(!)�X(!)j � "g) < +1

12



, pour tout " > 0; alors la suite (Xn)converge p. s vers une v. a. r X.La démonstration

résulte de ce que

P ( [
m�n

fjXm(!)�X(!)j � "g) �
X
m�n

P (fjXm(!)�X(!)j � "g)

.

Corollaire 2.10 soient (Xn; n � 0) une suite de v. a. r de carre intégrable et Y une v. a.
r de carre intégrable. si

P
n�0((Xn_Y )2) < +1, alors la suite Xn converge p. s vers Y .

Preuve. pour tout " > 0, et pour tout n � 1 posons

An(") = f! : jXn(!)�X(!)j � "g:

On a

E((Xn � Y )2) � "2P (An(")); et ceci 8" > 0:

La convergence de la série de terme généralE((jXn(!) � Y (!)j)2) assure la convergence
de la série

X
n�1

P (f! : jXn � Y j � "g)

et donc celle de la suite (Xn)vers Y p. s.

Exemple 2.11 Soit(Xn; n � 0) une suite de v. a de distributions respectives P (Xn =

n� 1) = 1=2 pour tout n < m, on a

jXm j < jXnj p. s, ce qui fait que fjXnj � "g � fjXmj � "g d�où nous déduisons que

[
m�n

fjXmj � "g = fjXnj � "g

.Pour n > 1
"
on constate que

P ( [
m�n

fjXmj � "g) = p(fjXnj � "g) � P (fjXnj =
1

n
g) = 0

D�où nous concluons que la suite Xn converge p. s.
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2.3 Convergence en probabilité :

Dé�nition 2.12 soient (Xn; n � 0) une suite de v. a. r dé�nies sur un espace de

probabilité(
; A; P ). On dit que la suite(Xn; n � 0) converge en probabilité vers une v.

a.r X si, 8" > 0;
lim

n!+1
P (! 2 
 : jXn(!)�X(!)j � ") = 0

:On noteXn
p! X, pour exprime que la suite(Xn) converge en probabilité vers X. On

remarque que si Xn
p! X alors la variable Xest unique p. s, au sens que si

Xn
p! X et Xn

p! Y , alors X = Y p. s

Théorème 2.13 soit (Xn; n � 0) une suite de v. a. r. si(Xn) converge en probabilité vers

une v. a. r X, alors (Xn) converge en loi vers X .

Preuve. notons Fn la fonction de répartition de la variable aléatoire Xnet par F celle

de X d�abord notons que pour toutes v. a. r X et Y . et pour tous réel a et b ,on a

P (X + Y < a+ b) � P (X < a) + P (Y < b)

Il su¢ t de remarquer que dans le plan le borélien f(x; y) : x+y � a+ bg est contenu dans
f(x; y) : x � aouy � bg. En posaXn = X + Y , x = a + b et b = �h, On peut exprime
l�inégalité de la façon suivante

Fn(x)� F (x+ h) � P (X �Xn > h)

En permutant dans cette inégalité, les rôles de X et de Xnet en remplaçant xpar x � h;

cette inégalité devient :

F (x� h)� Fn(x) � P (X �Xn < �h)

Comme Xn converge en probabilité vers X , alors on passant à la limite quand n tend

vers +1, on trouve que

P (X �Xn > h) + P (X �Xn < �h) = P (jXn �Xj > h)! 0

Ainsi, pour x �xé on voit que lim
n
supFn(x) � F (x+ h) et lim

n
inf Fn(x) � F (x� h)

Ensuite, en un point de continuité x de F en faisant tendre h vers 0 , on voit que

F (x) � lim
n
infFn(x) � lim

n
supFn(x) � F (x)
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D�où il vient que

lim
n!+1

Fn(x) = F (x)

En tout point de continuité x deF . Et ceci permet de conclure à la convergence en loi de

la suite(Xn) vers la même limite X

Remarque 2.14 La réciproque de ce résultat est fausse en générale, sauf dans la circons-
tance suivante :

Proposition 2.15 si la suite (Xn) converge en loi vers une constante a, elle converge

alors en probabilité vers a.

Preuve. on a �a(]a � "; a + "[) = 1, pour tout " > 0, �aétant la mesure de Dirac en

a. Par suite

lim
n!+1

PXn(]a� "; a+ "[) = �a(]a� "; a+ "[) = 1

C�est-à -dire

lim
n!+1

P (jXn � aj � ") = 1;

Ce qui exprime que, Xn
p!.a

Théorème 2.16 Pour qu�une suite (Xn; n � 0)de v a r converge en probabilité,il faut et
il su¢ t que :

lim
n;m!+1

P (fXn; Xm > "g) = 0; pourtout" > 0

:

Théorème 2.17 si (Xn)converge en probabilité vers une v a r X,On a .

lim
n;m!+1

p
�n
Xn; X >

"

2

o�
= 0

Comme n
Xn; X >

"

2

o
�
n
Xn; X >

"

2

o
[
n
Xm; X >

"

2

o
Ce qui assure :

P (fXn; Xm > "g) � P
�n
Xn; X >

"

2

o�
+ P

�n
Xm; X >

"

2

o�
en faisant tendre net m vers +1; On obtient :

lim
n;m!+1

P (fXn; Xm > "g) = 0 (i.e Xn �Xm ! 0)
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Réciproquement, notons pour commencer que la condition su¢ sante traduit que la suite

(Xn) est une suite de Cauchy pour la convergence en probabilité. On a alors pour tout

" > 0 et "0 > 0, il existe un entier positif n0 tel que pour tout n et m > n0 :

P (fjXn �Xmj > "g) < "0

Posons n1 = 1 et pour tout j � 2 prenons :

nj = inf

�
N > nj�1=n;m � N : P

��
jXn �Xmj >

1

2j

��
<
1

3j

�
comme la suite

�
1
3j

�
est sommable, ceci fait que la série de terme générale

P

��
jXn �Xmj >

1

2j

��
est converge aussi, et il résulte alors la suite extraite

�
Xnj ; j � 1

�
converge presque sur-

ement. Désignons par X la lmite presque sure de la suite
�
Xnj ; j � 1

�
, On a :

P (fjXn �Xmj > "g) � P
�n��Xn �Xnj

�� > "

2

o�
+ P

�n��X �Xnj

�� > "

2

o�
et tenant compte de ce que (Xn) est une suite de Cauchy pour la convergence en probabilité,

il vient que Xn ! 0:

La démonstratin ci dessus a fait apparaitre le résultat suivant

Corollaire 2.18 Si une suite(Xn; n � 0) de v a converge en probabilité vers une v a X ,

il existe alors une sous suite
�
Xnj

�
de (Xn) qui converge presque surement vers X:

2.4 convergence en moyenne quadratique

Dé�nition 2.19 soit(Xn; n � 0) est suite des variable dé�nies sur un espace de probabi-
lité (
; A; P ) :On dit que la suite (Xn; n � 1) converge en moyenne quadratique vers une
v a r X dé�nie sur le même espace de probabilité (
; A; P ), si

lim
�
E
�
(Xn �X)2

�� 1
2 = 0

:
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On note Xn !n X (resp Xn !m X) pour exprimier que la suite (Xn) converge en

moyenne quadratique (resp en moyenne) vers X ,et on notera que la variable limite est

unique p.s.

Proposition 2.20 soient (Xn; n � 1) une suite de v a r dé�nies sur (
; A; P ) et soit X
une v a r dé�nie sur ce meme espace . Si (Xn) converge en moyenne resp en moyenne qua-

dratique vers X alors cette suite converge en probabilité vers X Elle résulte illédiatement

de l�inégalité de Tchebichev

Exemple 2.21 1) La suite (Xn; n � 0) cette suite converge p.s et de plus ,On a E(Xn) =

0 pour tout n � 1 , ce qui montre que (Xn) converge en moyenne et en moyenne quadra-

tique vers 0:

2) La suite(Xn; n � 0) est dé�nie par Xn(!) = 1

Si k 2 [k:2�m; (k + 1):2�m] et Xn(!) = 0 sinon m étant le plus petit entier naturel tel

que n = 2m + k(i.e 2m � n < 2m+1)

on a E(Xn) =
1
2m
! 0 lorsque n ! +1, et donc cette suite converge en moyenne,

mais ne converge pas p.s.

3) Soit (an; n � 1) une suite de nombres réels strictement positifs et soit (Xn; n � 0)
une suite de v a r dé�nies sur le meme espace de probabilité (
; A; P ) , avec P (Xn = an) =
1
n:
Cette suite converge vers 0 et la convergence en moyenne dépend de la nature de la

suite des réels an .Par exemple, cette suite converge en moyenne vers 0 pour les an = 1
n

et diverge pour les an = n:

les deux premiers exemles montrent qu�il n�y a pas de relation entre la convregence

p.s et convergence en moyeenne et en moyenne quadratique , et l�exemple 3 montre que

la convergence en probabilité n�assure pas quant à elle la convergence en moyenne.
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Chapitre 3

Théorème central limite �lois des
grands nombres

3.0.1 Théorème central limite

Le théorème de la centrale limite étudie la convergence en loi de la suite des variables

aléatoires 1
n

Pn
j=1Xj ou (Xn) est une suite de variables aléatoires indépendantes.

Nous étudions seulement la version de ce théorème lorsque les variables Xn sont de

même loi de moyenne m de variance �2.

Théorème 3.1 si la suite des variables aléatoires réelles (Xn) sont indépendantes et de

même loi de moyenne m et de variance �2, alors la suite (Sn; n � 1) ou Sn = 1
1pn
P Xj�m

�
,

converge en loi vers une v a r normale centrée réduite

.

Proposition 3.2 Preuve. Preuve. si ' désigne la fonction caractéristique de la variable
aléatoire Xn alors celle de Sn , vue que les v a Xn sont indépendants et de même loi, est

donnée par

'n(t) = exp(�itm
1
p
n

�
) ['(

t

� 1
p
n
)]n

Comme ' admet le développement limité à l�ordre 2 :

'(t) = 1 + imt� m2t
2

2
+ t2"(t); avec lim

t!0
"(t) = 0

Ou m2 est moment d�ordre 2 de Xn. Et pour n su¢ samment grand, ce développement
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s�écrit au point t=

(" 1
p
n)
:

'(
t

� 1
p
n
) = 1 +

imt

(� 1
p
n
)� m2t

2

2n�2
+

t2

n�2
"(

t

� 1
p
n
)

D�autre part, la fonction ' est non nulle en 0, aussi, on peut dé�nir une détermination

du logarithme de , et pour passage ou log dans l�expression de 'n , nous obtenons

log'n(t) =
�imt
�

1
p
n+ nlog['(

t

� 1
p
n
)]

Avec

log ['(
t

� 1
p
n
)] =

imt

(� 1
p
n
� m2t

2

2n�2
+
1

2

m2t2

2n�2
+ � � �

En prenant le développement à l�ordre 1 du logarithme de 1 + imt
(� 1pn)�

m2t2

2n�2
+ t2

n�2
"( t
� 1pn).

Or m2 �m2 = �2.

Donc, après simpli�cation,

log['n(t)] =
�t2
2
+ termesinfinimentpetitsavec

1
1
p
n

.On constate donc, qu�en tout point t,

lim
n!+1

log['n(t)] =
�t2
2

D�où �nalement

lim
n!+1

'n(t) = e
�t2
2

Or, cette fonction n�est rien d�autre que la fonction caractéristique de la loi normal centrée

réduite. Et par conséquent, la suite (Sn) converge en loi vers une v a X distribuée suivant

la loi normale centrée réduite.

Exemple 3.3 Le théorème de Poisson :
Pour n �xé, soit X1; : : : : : : ; Xn une suite �nie de v a de Bernoulli indépendante et de

même paramètre �
2
avec� 2]0; 1]. La variable aléatoire Sn =

Pn
k=1Xk suit une loi bino-

miale de moyenne � et de variance �n = �(1 � �
n
). D�autre part, on sait que la fonction

caractéristique 'n de v a Sn s�écrit 'n(t) = [1 +
�
n
(eit � 1)]n et lorsque n tend vers +1,

'n(t) tend versexp(a:e
it�1) qui représente la fonction caractéristique d�une loi de Poisson

de paramètre �. Ainsi, Sn converge en loi vers la loi de Poisson de paramètre �.
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3.0.2 Les lois de grands nombres

Il s�agit de théorème de convergence en probabilité et de convergence presque sure

des somme de v a.

lois faibles des grands nombres

Dé�nition 3.4 soit(Xn; n � 1) une suite de v a r.On dit de la suite(Xn) qu�elle satisfait

la loi faible des grands nombres, si la suite des sommes partielles (Sn = 1
n

Pn
i=1Xi)

converge en probabilité vers un réel b.

La convergence en probabilité de la suite Sn = 1
n

Pn
i=1Xi) est connue comme étant

lois faibles des grands nombres

Exemple 3.5 (le théorème de Bernoulli)
Si (An; n � 1) est une suite d�événements indépendants de même probabilité p (0 � p �
1), alors la suite (Sn = 1

n

Pn
i=1 1Ai : n � 1 converge en probabilité vers p Ceci résulte

l�intégralité Tchebitchev :

P (jSn � pj � ") <
p(1� p)

n"2
)! 0

Lorsque n ! +1 et ce 8" > 0.Ce résultat justi�e l�approche fréquentielle de la probabi-

lité. Cette approche consiste à dé�nir la probabilité d�un événement par sa fréquence.Par

exemple, dans un jeu de pile ou face, la fréquence d�apparition e pile lorsque la pièce

n�est pas truquée, est égale àp = 1=2. L�approche fréquentielle suggère alors et c�est tout

à fait légitime d�après la loi faible des grands nombres, de prendre pour probabilité de

l�événement "pile apparait" la valeur 1=2.

Théorème 3.6 soit (Xn; n � 1) une suite e v a r, eux à deux indépendantes et de carré
P-intégrable. On considère la suite de v a (Sn; n � 1) dé�ne par Sn = 1

n

Pn
i=1Xn si

lim
n!+1

E(Sn) = m

et

lim
n!+1

(jSn � E(Sn)j �
"

2
� 4

"2
�2

alors, la suite Xn satisfait la loi faible des grands nombres et on a Sn
p! m

Preuve. l�inégalité de Tchebitchev appliquée à Sn, fournit :

P (jSn � E(Sn)j >
4

"2
�2)
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avec �2 = 1
n2

Pn
k=1 �

2
k ,car les v a Xn sont deux à deux indépendantes. Comme

fjSn �mj � "g � fjSn � E(Sn)j �
"

2
g [ fjE(Sn)�mj � "

2
g

, il existe donc un entie N" � 1 tel que jE(Sn) �mj � "
2
,pour toutn � N" impossible et

que par conséquent

P (fjSn �mj � "g � PfjSn � E(Sn) �
"

2
g+ P (fjE(Sn)�mj � "

2
g � 4

n2"2
�2

,et ceci quelque soit n � N". Il résulte que

lim
n!+1

P (fjSn �mj � "g = 0

et ceci quelque soit (Sn)converge en probabilité vers m lorsquen! +1

Remarque 3.7 le théorème reste vrai dans le cas ou les variables ont la même variance
ou encore sont de même loi de plus, l�hypothèse de l�indépendance n�est pas nécessaire et

peut être remplacée cov(Xn; Xm) = 0;sin 6= m.

Théorème 3.8 Si (Xn; n � 1) est une suite de v a r deux à deux indépendantes et de

même loi PX de carré P-intégrable, alors la suite (Xn) satisfait à la loi faible des grands

nombres

3.0.3 lois fortes es grands nombres

Dé�nition 3.9 soit (Xn; n � 1) une suite de v a r.On dit de la suite (Xn) qu�elle satis-

fait la loi forte des grands nombres, si la suite des sommes partielles (Sn = 1
n

Pn
i=1Xi)

converge presque surement vers un nombre réel b.La convergence p.s. e la suite Sn =
1
n

Pn
i=1Xi est connue comme étant la loi forte des grands nombres

Théorème 3.10 .soit (Xn; n � 1) une suite de v a r indépendantes et de carré P-

intégrable Si

i) La suite (En; n � 1) converge vers un réel m.
ii)
Pn

i=1
1
n2
�2n � +1 est la variance de (Xn) alors

lim
n!+1

1

n

nX
i=1

Xk = m p.s

Problème 3.11 Preuve. Preuve. Preuve. les v a Xk � E(Xk) sont indépendantes,

centrée et de variance �2k et
Pn

i=1
1
n2
�2n selon la propriété ii. On montre que la série
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P
n�1

Xn�E(Xn)
n

converge p.s. Notons Sn = 1
n

Pn
k=1[Xk�E(Xk)]. et Yn =

Pn
k=1

[Xk�E(Xk)]:
k

. on a

n:Sn = (Y1 � Y0) + 2(Y2 � Y1) + :::::::+ n(Yn � Yn�1)

D�où

Sn = Yn �
Y0 + Y1 + ::::::+ Yn�1

n

Or, comme Yn converge p.s. vers une limite a, alors en vertu du théorème de Césaro, on

a également

lim
n!+1

Y0 + Y1 + ::::::+ Yn�1
n

= a p.s

Mais comme lim
n!+1

Yn = a p.s, il s�ensuit que

lim
n!+1

Sn = 0 p.s

Autrement dit,

lim
n!+1

1

n

nX
i=1

Xk = m p.s

Lemme 3.12 (une condition su¢ sante de convergence presque sure)
Soit (Xn; n � 1) une suite de v a r indépendantes et de carré P-intégrables. Si

Pn
i=1 �

2
n

� +1 , alors la série
Pn

i=1Xn converge presque surement.

Preuve. posons Sn = X1 + � � � +Xn ,Am = sup
r�0
jSm+r � Sm j ,m � 1et A(!) = inf

m�1
Am(!) . Dire la suite (Sn; n � 1) converge presque sur revient a dire que (Sn) est une

suite de cauchy pour la convegence p.s. ce qui est équivalent à

A(!) = 0 p.s

Or,

f!=A(!) 6= 0g = [
m�1

f!=Am(!) >
1

n
g

et

A(!) >
1

n
) Am(!) >

1

n
pour tout m � 1

.Soit

f!=A(!) > 1

n
g � \

m�1
f!=Am(!) >

1

n
g

Ce qui assure que

P (!=A(!) >
1

n
) � P (f!=Am(!) >

1

n
g) 8m � 1
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. D�autre part,

f!=Am >
1

n
>
1

n
g = sup

r�0
f!=max

1�i�r
jSm+i � Smj >

1

n
g; r � 0;

comme la suitee des evenements f!nmax
1�i�r

jSm+i � Smj > 1
n
g estcroissante,il résulte alors

que P (f!=A(!) > 1
n
g)

= lim
n!+1

P (fjSm+i � Smj >
1

n
g) � lim

n!+1

1

n2

rX
i=1

var(Xm+i) =
1

n2
lim

n!+1

m+rX
i=m+1

var(Xr)

soit

P (f!=Am(!) >
1

n
g) � lim

n!+1

X
r�m+1

var(Xr) 8m � 1

Comme
P

r�m+1 var(Xr) est le reste d�une série convergente, elle converge donc vers 0

lorsquem! +1. En faisant tendre m vers +1 on obtient

P (f!=Am(!) >
1

n
g) = 0

Il s�ensuit que l�événements f!=A(!) > 1
n
gest une réunionDénombrable d�événements

négligeables, est lui aussi négligeable, et par conséquent A(!) = 0 P-p.s, ce qui assure

ensuite la convergence presque sure de la série
Pn

i=1Xn Contrairement aux résultats

précédents qui imposaient à la suite de v a X_n d�être de carré intégrable, on montre

dans le cas d�une suite de v a iid que cette hypothèse peut-être réduite à la seule existence

du moment d�ordre 1.

Théorème 3.13 soit (Xn; n � 1) une v a r indépendantes, équidistribuées.Pour que la

suite (Xn) salisfait la loi forte des grands nombres il faut et il su¢ t que X1 soit P-

intégrable.
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