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Introduction Générale

Les variables aléatoires furent introduites & 1’ origine pour représenter un gain, par
exemple effectuons I'expérience suivante, lancons une piéce de monnaie et suivant que le
résultat est pile nous gagnons dix euros, ou face nous perdons un euro. On considére alors
X, la variable aléatoire qui prend la valeur 10 lorsque nous obtenons pile et la valeur -1
lorsque nous obtenons face. X représente le gain a I'issue d’un lancer de la piéce.De fagon
plus générale une variable aléatoire est une certaine onction, qui dépend du résultat d’une
expérience aléatoire par exemple dans ce cas le résultat du pile ou face. Cette fonction
associe une certaine valeur au résultat d’une expérience. Dans notre exemple plus haut la
variable aléatoire associe 10 a < pile > et -1 <face>. Cela permet d’associer des nombres
a des résultats d’expériences qui ne sont pas numériques.

Ce mémoire est répartit sur I'introduction générale et trois chapitresDans le premier cha-
pitre, nous avons donnés les variables aléatoires celle qui contient variables aléatoires
réelles dans R et R2%et fonctions de répartitions dans Ret R2.

Dans le deuxiéme chapitre nous avons présenté les modes de convergence celle qui concernent
la convergence en loi, convergence presque sure, convergence en probabilité et convergence
en moyenne quadratique.

Dans le dernier chapitre, on s’est intéressé de théoréme central limite-lois des grands

nombres lois faibles des grands nombres et lois fortes des grands nombres.



Chapitre 1

Variables aléatoires

1.1 Variables aléatoires réelles

Définition 1.1 Soit (2, A, P) un espace de probabilité. On appelle variable aléatoire réelle
(v ar) définie sur (2, A),une fonction X de Q2 dans R et telle que l’image réciproque par
X de tout intervalle ouvert |—oo, al,est un événement (i.e :X 1 (]—o0,al) € A).Dire que
X est un variable aléatoire réelle sur (2, A, P) revient a dire que X ' (B) € A,pour tout
borélien B.Ceci vient de ce que la famille des intervalles semi-ouverts bornées et la famille

des intervalles de la forme |—o0, a[,engendrent la o—algébre des boréliens.

Proposition 1.2 soit X une v a r définie sur un espace probabilisé (2, A, P).La famille
des parties { X1 (B) : B € 3} est une o —algebre,appelé la o—algébre engendrée par X.
On note o (X) cette c—algébre des événements et on remarquera que o (X) est une sous

o—algebre de A

Exemple 1.3 Soit A un événement .l'indicatrice 1 4 est une v a r sur l’espace (2, A, P).En
¢ sia<0

effet, pour tout réel a on a 1;' (|—00,a]) =< A si0<a <1 et donc
Qsia>1

13" (J—o0,a]) € A.

On notera que

o(la) = {gb,A,Z,Q} =0 (A)

Soit P={ Ay, A, ..., A} une partition de Q2 et ot Ay, As, ..., A, sont des événements. Une

fonction X combinaison linéaire finie des variables indicatrices

lA]. X = Zaj'lAf
j=1

3



est une v a r, appelée variable aléatoire étagée .Elle prend la valeur constante «;
sur l’événement A; : j = 1,r.Réciproquement,une fonction X définie sur un espace de
probabilité (2, A, P) et prenant un nombre fini de valeur as, ..., a, est une v a étagée si
et selement si, les image réciproque X ({a;}) sont des événements dans A. Dans ce
cas,la partition { Ay, As, ..., A, } de Q est défine par Aj = X1 ({a;}).0n écrit v a r é pour

variable aléatoire réelle étagée

Définition 1.4 une v a r X est dite positive (resp.finie,resp.bornée)si X(2) C Ry (resp. X (2)) C
R, resp.il existe M>0/|X (w)| < M,pour tout w € )

Concernant les v a r positives, on a I'important résoltat suivant qu’on admettra.

Théoréme 1.5 Soit (2, A, P) un esoace de probabilité. Toute variable aléatoire réelle po-
sitive définie sur (€, A) est limite simple d’une suite croissante de v a r é positives dé-
finies sur (2, A, P).Pour toute variable aléatoire réelle X définie sur (Q,A) ,on définit
Xt =sup(X,0) et X~ =sup(—X,0)

apelées respectivement la partie positive et la partie négative de X

.Ces la fonctions sont des v a r positive. Ceci résult immédiatemment de ce que { X+ < x} =
{(X<za}siz>0et{XT <z}=0siz<0.et

(X~ <z} ={X>-a} siz>0et{X <z}=0siz<0.

Par ailleurs, on a les relations X = XT— X~ et | X|=XT - X,
douw Xt = X+T‘X| et X~ = X’LT‘)('.NOUS déduisons alors en utilisant les opérations sur

les limites et le théoréeme 1,le résultat suivant :

Corollaire 1.6 Toute v a r X est limite d’au moins une suite de v ar é .

1.1.1 Opération sur les variable aléatoires réelles (v.a.r)

Soitent X et Y deux v a r définies sur le méme espace probabilié (2, A, P).

*La somme X + Y, le produit X.Y sont des v a r.Si de plus, la v a » X ne prend pas
la valeur O sur €2, alors 'inverse % est aussi une v a r.

**Si p est une fonction réelle de la variable réelle telle que pour tout intervalle
la,b],0! ([a,b]) est un borélient, alors la fonction ¥ = ¢ (X) est une variable aléatoire
réelle.

*#*Si (X, m > 1) est une suite de v a r ,les applications sup X, et inf X,, définissent
encore des v a r .Ceci vient de ce que pour tout x € R,on a :

4



{w SupX } ({w: Xp (w) < 2}

n>1
et

{ me } U{w X, (w) < x}

n>1
Et il s’ensuit encore que lim sup X,, et liminf X,, sont des v a r .
n

Définition 1.7 Soit (X,,,n > 1) une suite de v a r définies sur l’espace de probabilité
(Q, A, P).Si lim supX = lim 1an sur une partie de 2,on dit que cette suite converge

et on note lim X la vamable aléatoire limite .L’ensemble de convergence d’une suite

convergente (X,,n > 1) (i.e : {w :limsup X,, = inf X, (w)}) de v ar sur (2, A, P),est

un événement.Et nous dirons alors que la suite (X,,n > 1) de v a r conerge partout si
I’ensemble de convergence de cette suite coincide avec €2, et converge presque sire-
ment,si [’ensemble de convergence est de probabilité égale a 1.Dans ce dernier cas,on dit

que la suite (X,,,n > 1) converge presque sdrement.

1.2 Fonction de répartition

1.2.1 Loi de probabilité d’une variable aléatoire réelle (v.a.r)

Définition 1.8 Soit X une v a r définie sur un espace de probabilité (Q, A, P).Un évé-

nement A de la 0 — algébre o (X) engendrée par X, s’écrit A = X1 (B) ou B est un

borélien. Cette relation permet de définir une loi de probabilité sur ’espace probabilisable

(R, B) en transportant la probabilité P sur l’espace probabilisable (R, B) et ceci en posant :
Q(B)=P(X €B)

De fagon précise,on a la proposition suivante :

Proposition 1.9 Soit (2, A, P) un espace de probabilité et X une v a r définie sur
(Q, A, P) .La fonction Q définie sur B par B— Q (B) = P (w € Q/X (w) € B) est une loi
de probabilité sur (R, B),applée loi image de P par X (ou encore la loi probabilité de la v a

Preuve. Il est aisé de verifier que cette fonction est positive et de masse totale 1, de
plus P étant une probabilité sur (€2, A) assur de o—additivité de cette fonction. m

On note Px la loi de probabilité de la v a r X . L’espace de probabilité (R, B, Px)
est dit 'espace de probabilité image de (2, A, P) par X.

'En d’autre termes, la v a r X nous donne une autre preception des effets de I’expré-
rience aléatoire.On regarde plus, les événements aléatoires dans (),mais leurs image par

X dans l'espace de probabilité image (R, B, Px) .

rX).



1.2.2 Fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle (v.a.r)

Définition 1.10 Soit (2, A, P) un espace de probabilité et X une v a r définie sur cet
espace et Px sa loi de probabilité. On appelle fonction de répartition associée a la loi de
Px (ou encore fonction de répartition de la v a r X ),lapplication Fx de R dans [0, 1]
définie pour tout z€ R,par Fx () = Px (]—o00,z[) = P(w € Q/X (w) < 2)

Et eut égard a ce que P est une "mesure” on peut écrire F'xy sous forme intégrale

x

Fy (z) = / Py (1)

— 00

Remarque 1.11 La loi de probabilité d’une v a r X, est entiérement identifiée par sa
fonction de répartition Fx (on montre en effet, que la donnée d’une fonction de répartition

F détermine entiérement une loi de probabilité P sur l’espace probabilisation (R, B)

Proposition 1.12 Soit X une v a r définie sur un espace de probabilité (2, A, P).La
fonction de répartition Fx de la v a v X , jouit des propriétés suivantes :

Fy.Fx est non négative.

Fy5.F'x est non décroissante.

F3.Fx est continue a gauche en tout point x € R

Fy. lim Fx(z)=0 et nkrfoo Fx (z) =1.

n—-4o0o

F5.Pour tout intervalle [a,b] de R, on a :Px ([a,b]) = Fx (b) — Fx (a)

Théoréme 1.13 Toute fonction de répartition de F sur R est une combinaison linéaire
convezre unique d’une fonction de répartition discréte F; et d’une fonction de répartiton
continue F.sur R :

F=aF;+(1—-a).F,

ou «v est un réel compris entre 0 et 1.

Définition 1.14 On appelle variable aléatoire discréte (resp. v a continue) ;une v a dont

la fonction de répartition est une fonction discréte (resp.fonction diffuse).

1.2.3 Densité de probabilité

Définition 1.15 Soit P une loi de probabilité sur (R, Bg) et F' sa fonction de répartition

.St F' est partout dérivable sur R, alors sa dérivée f est appelée la dansité de probabilité

de la loi P et satisfait :P (]+o00,z[) = /f (t)dt ,pour tout x € R.



Remarque 1.16 Tout loi de probabilité avec densité est diffuse.

Si Fx est la fonction de répartition d’une v a v X définie sur un espace de probabilité
(Q, A, P), et sila loi de probabilité Px de X admet une densité de probabilité fx, alors
on a Fy (z) = fx (x) ,Vx € R et :

fx est dite aussi densité de probabilité de la variable aléatoire de X.

Exemple 1.17 i)Loi exponentielle de paraméttre \. Cette loi est caractérisé par sa densité
de probabilité définie sur Ry par f(z) = +exp (—%) .1ps (z) ot A est un paramétre réel
strictement positif.

it) Lot uniforme .la fonction de répartiton de la loi uniforme |a,b] est dérivable sur cet

intervalle .La loi uniforme sur |a,b] posséde donc une densité de probabilité donnée par
f@)=F'(2) = 1y (@)

1.3 Variable aléatoire a valeurs dans R?2

Définition 1.18 Soit (2, A, P) un espace probabilisé .une application X de (Q, A, P)
dans R? est dite un v a . si pour tout rectangle [a; b] x [c, d] dans R? |, la partie X~ ([a, ] x [¢, d])
est un evénement dans A.

L’espace R? est en fait muni de la o—algébre 3, engendrée par les rectangles ([a, b] X [c, d])
,appelée la o—algebre des borélien dans R? .Et par suite,dire que X est un vecteur aléatoire
a valeurs dans R? si la o—algébre engendrée par X {X ! ([—oo,a] X [—00,b]) : a,b € R}

est une sous o—algebre de A

Définition 1.19 .Une application X de (Q, A, P) dans R? muni de sa tribu de Borel (3,

est vecteur aléatoire si et seulement si,ses composantes sont des v a 7.

Proposition 1.20 Preuve. Si X est un vecteur aléatoire,ses composantes s’écrivent
X1 = p1oX et Xy = poX (pret py étant la premiére et la deuxiéme application coordonnée)
sont évidemment des v a r .Réciproqguement ,si les composantes X1 et Xo de X sont des
var,oma:X 1 ([—oo,a[N[-00,as) = X {[—00,a:[} N X7 {[—00,as[} €A et donc

X est un vecteur aléatoire. m

Ce résultat nous permet de genéraliser la définition 1 au cas de vecteurs aleéatoires a

valeurs dans ’espace R" lorsque cet espace est muni de la o —algebre 3, .Cette o —algebre
n

est engendrée par les paves fermes H la;, bi] .
i=1



Définition 1.21 On appelle vecteur aléatoire a valeurs dans R™ ,une application X
définie sur un espace de probabilité(2, A, P) ,a valeurs dans R™ muni de la o—algébre 3,
,et telle que toutes ses composantes sont des vartables aléatoires réelles.

On note X =" (X1, ..., X,,) un vecteur aléatoire a valeurs dans R™.Les composantes
Xi1,...,X, sont desvar.

Exemple 1.22 1) Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace de
X
probabilité (2, A, P).Le vecteur v définie un vecteur aléatoire & valeurs dans R2.
2)Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace de probabilité
X+Y

(Q, A, P) .L’application Z définie sur (2, A, P) par Z = < Y_y est un vecteur aléa-

X
toire & valeurs dans R2.1l en est de méme du vecteur ( Y v )

1.3.1 Fonctions de répartition dans R?

X
Définition 1.23 Un vecteur Z = v deéfini sur un espace de probabilité (2, A, P) et
a valeurs dans R? induit une loi de probabilité Py sur (R?, 3,) ,appelée la loi de probabilité
du vecteur aléatoire 7 = v et ’éspace de probabilite (R?, 3,, Py) est dit I’éspace

de probabilité image de (2, A, P) par Z.Cette loi image est définie par Py (A x B) =
P(XeAY eB)ouAeo(X) et Beo(Y).Enparticulier ,la loi jointe Pxy du vecteur

X
aléatoire v ) est définie sur les rectangles [a,b] X [c,d] par
P;(A,B)=P(X € Ajye B)

X
Définition 1.24 Soit Z = y | un vecteur aléatoire défini sur (Q, A, P) et a valeurs

dans R? muni de sa tribu de Borel 3,.La fonction de répartition du vecteur aléatoire Z est

Uapplication Fz définie surR? et o valeurs dans [0,1]R par :

Fz(z,y) = P(X <x,Y <y)

://dPZuv

Pour tout v,y € R



1l arrive souvent de noter cette fonction de répartition sous la forme d’une intégrale

Fa(z,y) = /OO /: dFy (u,v)

De la méme maniére que dans le cas unidimensionnel, on montre

de Riemann-Stieltjes :

Proposition 1.25 la fonction de répartition d’un vecteur aléatoire Z = (X,Y') posséde
les propriétés suivantes :F1)lim, , o Fz(z,y) =lim, , o Fz(z,y) =0

F2)lim, oo limy, oo Fiz(z,y) =1

F3). Fz est croissante par rapport a chaque argument.

F}) .Fzest continue a gauche par rapport a chaque argument.

Proposition 1.26 une fonction réelle F' non négative définie sur R? est la fonction de
répartition d’une loi de probabilité P sur R? si est seulement si elle vérifie les propriétés
F2, F3etFj .

1.3.2 Lois jointes et lois marginales

Définition 1.27 s0it(Q2, A, P) un espace de probabilité et X,Y deux variables aléatoires

réelles définies sur cet espace. On appelle loi de probabilité conjointe des v a r X etY la

X
loi image P(X,Y') de P par le vecteur aléatoire v .cette loi de probabilité est définie

o Pxy(la,b[x]c,d]) = /ab /cd dPx .y (u,v)

Quel que soit le rectangle ]a, b[x]c, d[ de R?

Définition 1.28 soit Z = v un vecteur aléatoire réel définie sur un espace de pro-
babilité (2, A, P)et de loi jointe Pxy. la loi de la v a m X ( resp.Y )est appelée la loi de

X
probabilité marginale en X ( resp.enY ) du vecteur( v et elle est déterminée par

Px(B)=P((X,Y)e BxR)=P(X € B,)Y €eR) = // dPxy(z,y)
resp

Pr(B) = P(X,Y) €ERx B) = P(X €R,Y € B) = //R dPyy(ay



La version de ces définitions en terme de fonction de répartition est plus commode et

plus aisée a retenir .

X
Proposition 1.29 soit ( v ) un vecteur aléatoire a valeur dans R? . on a :
+00 T
Fx(z) = yggloo Fxy(z,y) = / / Fxy(z,dy)
Et

T——+00

400 Y
Fy(y) = lim FX,Y(%Z/):/ / Fxy(dz,y)

Preuve. les conclusions de cette proposition résultent directement de la continuité

séquentielle de P et de ce que

hrf ] — 00, 2| x] — 00,y] =] — 00, x] X R.
y——+00

X
Proposition 1.30 soit Z = ( v ) un vecteur aléatoire a valeurs dans R? . si la fonction

de répartition F du vecteur aléatoire Z est de classe C? , alors le vecteur Z admet une

densité de probabilité f définie par :

. 82-FZ(‘,L’v y)
fz(z,y) = “owdy
et on a Fy(z,y) = [*_ [Y_ fz(z,y)dzdy

Définition 1.31 la densité de probabilité f d’un vecteur aléatoire X posséde les proprié-
tés suivantes :

i)fx est non négative.

Définition 1.32 ii) [ [*%° f,(x,y)dwdy = 1

10



Chapitre 2

les modes de convergence

2.1 La convergence on loi :

Définition 2.1 Soit X,, une suite de variables aléatoires réelles et X une variable aléa-
toire réelle , pour tout n , notons P, la loi image de P par la variable X, et Px la loi
mmage de P par X

On di t que la suite de variables aléatoires(X,,n > 1) converge en loi vers la variable

aléatoire X , si pour toute fonction continue et bornée f on ait

“+o00 “+o00

f(x)Po(dr)  — () Px(dz).

n—-+00

! : .
On note X,, — X la convergence en loi de la suite (X, )vers X . pour montrer la
convergence en loi d une suite de variable aléatoire réelle on se sert de ['un des critéres

suvants

Théoréme 2.2 On dit que la suite de variable aléatoire (X,,) de fonction de répartition
F,, converge en loi vers une variable aléatoire X si la suite F,(x) converge vers F(x)en

tout point x ou F'est continue

Théoréme 2.3 Soit (X,,,n > 0 ) une suite de variables aléatoires a valeurs dans N pour

que la suite (X, ,n > 0)converge en loi vers X a valeurs dans N , il faut et il suffit que

lim p(X, =7)=P(X =1),VreN

n—oo

D’autre part la fonction de répartition est entiérement déterminée par sa fonction carac-
téristique et comme la fonction t — exp(itz)est continue et bornée , alors on déduit du

théoréeme précédent que

11



Corollaire 2.4 Si la suite (X,,) converge en loi vers X , alors la suite (p,) converge
simplement vers @, ou @, est la fonction caractéristique de la variable aléatoire X,, et ¢
celle de X .

De plus la convergence de ¢,, vers ¢ est uniforme sur tout compact de R.

le theoreme suivant établit une réciproque de ce résultat

Théoréme 2.5 (theoreme de Paul Lévy ) Soit (X,,n > 1) une suite de variables aléa-
toires et X une variable aléatoire définie sur le méme espace de probabilité que la suite
(Xn) . on note p,, la fonction caractéristique de la variable aléatoire X, et @celle de X
. st la suite des fonctions des répartitions (p,) converge vers une fonction v continue
ent =0, alors la suite des variables aléatoires (X,,) converge en loi vers X de fonction

caractéristique 1 .

2.2 Convergence presque sure (on abrége p. s) :

Définition 2.6 soient (X,,n > 0) une suite de variable aléatoire réel définies sur un
espace de probabilité (2, A, P). On dit que la suite (X,,) converge presque surement vers
une v. a. v X définie sur(Q2, A, P), s’il existe un événement A de probabilité nulle tel
que Aimy,_ oo Xp(w) Pour tout w € A°.

On noteX,, 25 X.

Remarque 2.7 S’appuyant sur le fait que R est complet, on montre facilement que :La
suite (X,,,n > 0) converge p .s vers une v. a si, et seulement si (X,,,n > 0) est une suite
de Cauchy pour la convergence presque sure (i.e. la suite (X, — X,,,n,m € N) converge
presque surement vers 0).Le résultat suivant fournit une condition nécessaire et suffisante

de COMVETGENCE PTESqUE SUTE.

Théoréme 2.8 soit (X,,,n > 0) une suite de v. a. r. pour que la suite X,, converge p. s

vers une v. a X, il faut et il suffit que

lim, oo U {w | Xp(w) — X(w)| >e,Ve >0

Corollaire 2.9 soit (X,,,n > 0) une suite de v. a. .51

Y PUw: [ Xn(w) = X(w)] 2 €}) < +oo

m>1

12



, pour tout € > 0, alors la suite (X,,)converge p. s vers une v. a. v X.La démonstration

résulte de ce que

P( U {IXn() = X(@)] 2 2}) £ 3 P Xnlw) - X)) 2 2}

m>n

Corollaire 2.10 soient (X,,,n > 0) une suite de v. a. r de carre intégrable et Y une v. a.

r de carre intégrable. si Y -o((Xn_Y)?) < 400, alors la suite X,, converge p. s vers Y.

Preuve. pour tout € > 0, et pour tout n > 1 posons

A(e) = {w: |Xu(w) — X ()| > <},
E((X, —Y)?) > 2P(A,(¢)), et ceci Ve > 0.

La convergence de la série de terme général E((| X, (w) — Y (w)])?) assure la convergence

de la série

S. Pl 1%, Y] 2 2}

et donc celle de la suite (X,)vers Y p.s. m

Exemple 2.11 Soit(X,,n > 0) une suite de v. a de distributions respectives P(X, =
n—1) =1/2 pour tout n < m, on a
| X | < | X0l p. s, ce qui fait que {|X,| > e} 2 {|Xn| > ¢} d’ou nous déduisons que
U {|Xm| 2 e} = {[Xn] 2 ¢}
.Pour n > % on constate que

P Y (1%l > €)) = p({1 %] 2 <)) < P = 1) =0

D’ou nous concluons que la suite X, converge p. s.
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2.3 Convergence en probabilité :

Définition 2.12 soient (X,,n > 0) une suite de v. a. r définies sur un espace de
probabilité(QY, A, P). On dit que la suite(X,,n > 0) converge en probabilité vers une v.
a.r X si, Ve > 0,

lim PlweQ:|X,(w) — X(w)| >¢)=0

n—-4o0 -

.On noteX,, 2 X, pour exprime que la suite(X,) converge en probabilité vers X. On

remarque que si X, — X alors la variable X est unique p. s, au sens que Si
X, 5 X et X, £>Y, alors X =Y p. s

Théoréme 2.13 soit (X,,,n > 0) une suite de v. a. r. si(X,,) converge en probabilité vers

une v. a. r X, alors (X,,) converge en loi vers X .

Preuve. notons F}, la fonction de répartition de la variable aléatoire X, et par I celle

de X d’abord notons que pour toutes v. a. r X et Y. et pour tous réel a et b ,on a

P(X+Y <a+b) < P(X <a)+PY <b)

11 suffit de remarquer que dans le plan le borélien {(z,y) : ©+vy < a+b} est contenu dans
{(z,y) : * < aouy < b}. En posaX,, = X +Y, 2 =a+bet b =—h, On peut exprime

I'inégalité de la fagon suivante
F.(x) = F(x+h) < P(X - X, >h)

En permutant dans cette inégalité, les roles de X et de X, et en remplacant xpar x — h,

cette inégalité devient :

F(z —h) — Fy(z) < P(X — X,, < —h)

Comme X,, converge en probabilité vers X , alors on passant a la limite quand n tend

vers 400, on trouve que
PX-X,>h)+P(X-X,<—-h)=P(|X,—X|>h)—0

Ainsi, pour z fixé on voit que limsupF,(z) < F(z + h) et lim inf F,(x) > F(x — h)

Ensuite, en un point de continuité = de F' en faisant tendre h vers 0 , on voit que

F(z) < liTaniann(;L‘) < liTansupFn(:E) < F(x)

14



D’ou il vient que

lim F,(z) = F(x)

n—-+400
En tout point de continuité x deF'. Et ceci permet de conclure a la convergence en loi de
la suite(X,,) vers la méme limite X m

Remarque 2.14 La réciproque de ce résultat est fausse en générale, sauf dans la circons-
tance sutvante :

Proposition 2.15 si la suite (X,,) converge en loi vers une constante a, elle converge
alors en probabilité vers a.

Preuve. on a 0,(la —e,a + ¢[) = 1, pour tout £ > 0, J,étant la mesure de Dirac en
a. Par suite

lim Px,(Ja—¢c,a+¢[) =d4(Ja —c,a+¢]) =1

n—-+o00o

C’est-a -dire =

lim P(]X, —a|] <¢)=1,

n—-—+o0o

. . P
Ce qui exprime que, X,, —.a

Théoréme 2.16 Pour qu’une suite (X,,,n > 0)de v a r converge en probabilité,il faut et
il suffit que :
lim P ({X,, X, >e¢e})=0,pourtoute > 0

n,m—-+00

Théoréme 2.17 si (X,,)converge en probabilité vers une v a r X,0n a .

lim p ({Xn,X > f}) —0

n,m— 0o 2

Comme

19 19 19
X, X —} {Xn,X —} {Xm,X —}
{ > 5 C > 5 U > 5

Ce qui assure :

P{X,, X, >c}) <P ({XmX > %}) +P ({XWX = 3})

en faisant tendre net m vers +0o, On obtient :

lim P({X,,X,>¢c})=0 (ieX,—X,—0)

n,m—-+o0o
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Réciproqguement, notons pour commencer que la condition suffisante traduit que la suite
(X,) est une suite de Cauchy pour la convergence en probabilité. On a alors pour tout

e >0 ete >0, il existe un entier positif ny tel que pour tout n et m > ng .
P{|Xy— Xp| >e}) <€

Posons ny =1 et pour tout 7 > 2 prenons :

1 1

comme la suite (3%) est sommable, cect fait que la série de terme générale

({ena 1)

est converge aussi, et il résulte alors la suite extraite (an, Jj> 1) converge presque Sur-

ement. Désignons par X la Imite presque sure de la suite (an, ] > 1), Ona:

P{|X,—Xn| > <P ({|Xn — X, | > g}) +P ({\X — X > %})

et tenant compte de ce que (X,,) est une suite de Cauchy pour la convergence en probabilité,

il vient que X,, — 0.
La démonstratin ci dessus a fait apparaitre le résultat suivant

Corollaire 2.18 Si une suite(X,,n > 0) de v a converge en probabilité vers une v a X ,

il existe alors une sous suite (an) de (X,,) qui converge presque surement vers X.

2.4 convergence en moyenne quadratique

Définition 2.19 soit(X,,n > 0) est suite des variable définies sur un espace de probabi-
lité (2, A, P).On dit que la suite (X,,n > 1) converge en moyenne quadratique vers une

v ar X définie sur le méme espace de probabilité (2, A, P), si

D=

lim (E ((X, — X)*))* =0
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On note X,, =™ X (resp X,, =™ X ) pour exprimier que la suite (X,) converge en
moyenne quadratique (resp en moyenne) vers X et on notera que la variable limite est
UNIQUE P.S.

Proposition 2.20 soient (X,,,n > 1) une suite de v a r définies sur (Q, A, P) et soit X
une v a r définie sur ce meme espace . Si (X,,) converge en moyenne resp en moyenne qua-

dratique vers X alors cette suite converge en probabilité vers X FElle résulte illédiatement
de ["tnégalité de Tchebichev

Exemple 2.21 1) La suite (X,,,n > 0) cette suite converge p.s et de plus ,On a E(X,,) =
0 pour tout n > 1, ce qui montre que (X,,) converge en moyenne et en moyenne quadra-
tique vers 0.

2) La suite(X,,n > 0) est définie par X,(w) =1

Sike k27 (k+1).27™] et X,(w) = 0 sinon m étant le plus petit entier naturel tel
quen = 2"+ k(i.e 2™ <n < 2m!)

on a E(X,) = L -0 lorsque n — 400, et donc cette suite converge en moyenne,

om
mais ne converge pas p.Ss.

3) Soit (a,,n > 1) une suite de nombres réels strictement positifs et soit (X,,n > 0)
une suite de v a r définies sur le meme espace de probabilité (2, A, P) , avec P (X,, = a,) =
% Cette suite converge vers 0 et la convergence en moyenne dépend de la nature de la
suite des réels a, .Par exemple, cette suite converge en moyenne vers 0 pour les a, = %
et diverge pour les a, = n.

les deux premiers exemles montrent qu’il n’y a pas de relation entre la conuregence
p.s et convergence en moyeenne et en moyenne quadratique , et l’exemple 3 montre que

la convergence en probabilité n’assure pas quant a elle la convergence en moyenne.
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Chapitre 3

Théoréme central limite — lois des

grands nombres

3.0.1 Théoréme central limite

Le théoréme de la centrale limite étudie la convergence en loi de la suite des variables
aléatoires % Z?Zl X, ou (X,,) est une suite de variables aléatoires indépendantes.
Nous étudions seulement la version de ce théoréme lorsque les variables X,, sont de

méme loi de moyenne m de variance o?.

Théoréme 3.1 si la suite des variables aléatoires réelles (X,,) sont indépendantes et de

A . . . X.—
méme loi de moyenne m et de variance o*, alors la suite (S,,n > 1) ou S, = \l/iﬁ ST

g

converge en loi vers une v a r normale centrée réduite

Proposition 3.2 Preuve. Preuve. si p désigne la fonction caractéristique de la variable
aléatoire X,, alors celle de S,, , vue que les v a X,, sont indépendants et de méme loi, est

donnée par

on(t) = exp(—i
Comme ¢ admet le développement limité a 'ordre 2 :

m2t2

o(t) =1+1imt — + t%e(t), avec lime(t) = 0

t—0

Ou my est moment d’ordre 2 de X,. Et pour n suffisamment grand, ce développement
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s’écrit au point % :

t imt mot? 12 t

¢<m>:1+(0\1/ﬁ) 5(0\1/5

D’autre part, la fonction ¢ est non nulle en 0, aussi, on peut définir une détermination

)

2no? = no?

du logarithme de , et pour passage ou log dans [’expression de ¢, , nous obtenons

—imt t
lo t) = /n + nloglp(——=
gn(t) = ——V/n g[w(gﬁ)]
Avec
log [( t 5 imt  mot? +1m2t2 N
(0] — — —
& ¥ ovn (oy/n  2no?  22no?
En prenant le développement a l'ordre 1 du logarithme de 1+ (;Ll\/tﬁ) - g:f;; + %5(0\%).
Or my —m? = 2.
Donc, aprés simplification,
loglio (1) —t2+t n finimentpetit 1
0 = —— + termesin finimentpetitsavec——

.On constate donc, qu’en tout point t,

lim logl, ()] = —-

n—-+oo 2

D’ou finalement ,
lim ¢, (t) = e

n—-400
Or, cette fonction n’est rien d’autre que la fonction caractéristique de la loi normal centrée
réduite. Et par conséquent, la suite (S,) converge en loi vers une v a X distribuée suivant

la loi normale centrée réduite. m m

Exemple 3.3 Le théoréme de Poisson :
Pour n fixé, soit Xq,...... , X, une suite finie de v a de Bernoulli indépendante et de
méme paramétre 4 avech €)0,1]. La variable aléatoire S, = > p_, X}, suit une loi bino-

A

miale de moyenne A et de variance o, = N(1 — 5). D’autre part, on sait que la fonction

caractéristique p,, de v a S, s’écrit p,(t) = [1 4+ 2(e — 1)]" et lorsque n tend vers +ooc,

©,,(t) tend versexp(a.e™') qui représente la fonction caractéristique d’une loi de Poisson

de paramétre \. Ainsi, S, converge en loi vers la loi de Poisson de paramétre \.
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3.0.2 Les lois de grands nombres

Il s’agit de théoreme de convergence en probabilité et de convergence presque sure

des somme de v a.

lois faibles des grands nombres

Définition 3.4 so0it(X,,n > 1) une suite de v a r.On dit de la suite(X,,) qu’elle satisfait

la loi faible des grands nombres, si la suite des sommes partielles (S, = %Z?:l X;)

converge en probabilité vers un réel b.

La convergence en probabilité de la suite S,, = %Z?:l X;) est connue comme étant
lois faibles des grands nombres

Exemple 3.5 (le théoréme de Bernoulli)
Si (An,n > 1) est une suite d’événements indépendants de méme probabilité p (0 < p <
1), alors la suite (S, = 15" 14, : n > 1 converge en probabilité vers p Ceci résulte

T on

[intégralité Tchebitchev :
1—
P(Ss—p| > o) < ZL=P)) g

Lorsque n — +o0o et ce Ve > 0.Ce résultat justifie ’approche fréquentielle de la probabi-
lité. Cette approche consiste a définir la probabilité d’un événement par sa fréquence.Par
exemple, dans un jeu de pile ou face, la fréquence d’apparition e pile lorsque la piéce
n'est pas truquée, est égale ap = 1/2. L’approche fréquentielle suggére alors et c’est tout
a fait légitime d’aprés la loi faible des grands mombres, de prendre pour probabilité de

I’événement "pile apparait” la valeur 1/2.

Théoréme 3.6 soit (X,,,n > 1) une suite e v a r, eux & deux indépendantes et de carré
P-intégrable. On considére la suite de v a (S,,n > 1) défine par S, = %Z?:l X, st

lim F =
L E(S) = m
et 4
. € 2
nEIfooUSn — B(S,)] > 2 < 8_20

alors, la suite X,, satisfait la loi faible des grands nombres et on a S, 2 m

Preuve. 'inégalité de Tchebitchev appliquée a S,,, fournit :

4
P(|S, — E(S,)| > 5_202)
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avec 02 = n_12 > on_y 0% car les v a X, sont deux & deux indépendantes. Comme

{1Sn —ml = e} € {ISu = E(Sh)| = 5} U{IB(S,) —m| = 5}

, il existe donc un entie N. > 1 tel que |E(S,) —m| < §,pour toutn > N. impossible et
que par conséquent

P8y —m| 2 e} < P{|Sy = E(Sa) 2 5} + PUIE(S,) —m| =
et ceci quelque soit n > N.. Il résulte que

lim P({|S, —m|>¢€} =0

n—-+o0o

et ceci quelque soit (S, )converge en probabilité vers m lorsquen — +0o0 =

Remarque 3.7 le théoréme reste vrai dans le cas ou les variables ont la méme variance
ou encore sont de méme loi de plus, [’hypothése de l'indépendance n’est pas nécessaire et

peut étre remplacée cov(X,,, X,,) = 0,sin # m.

Théoréme 3.8 Si (X,,,n > 1) est une suite de v a r deux o deuz indépendantes et de
méme loi Px de carré P-intégrable, alors la suite (X,,) satisfait a la loi faible des grands

nombres

3.0.3 lois fortes es grands nombres

Définition 3.9 soit (X,,,n > 1) une suite de v a r.On dit de la suite (X,,) qu’elle satis-

fait la loi forte des grands mombres, si la suite des sommes partielles (S, = %Z?:l X;)

converge presque surement vers un nombre réel b.La convergence p.s. e la suite S, =

LS~ Xi est connue comme étant la loi forte des grands nombres

Théoréme 3.10 .soit (X,,,n > 1) une suite de v a r indépendantes et de carré P-
intégrable Si
i) La suite (E,,n > 1) converge vers un réel m.

W) i 502 < +00 est la variance de (X,,) alors

17l
lim —» X, = .
L 2 K= s
1=

Probléme 3.11 Preuve. Preuve. Preuve. les v a X, — FE(X}) sont indépendantes,

5 - 2 noo1 2 NPy L
centrée et de variance oy, et ) | 0, selon la propriété ii. On montre que la série
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D st —X"_f(x") converge p.s. Notons S, = 57| [Xy— E(Xp)]. et Y, = > 7, —[X’“_]i(X’“)]'

.ona
n.Sp = (Y1 —Yy) +2(Yo = Y7) + ... +n(Y, — Y1)
D’ou
}/O—i—Yl—i— ...... +Y7L*1
n

Sy =Yy —

Or, comme Y,, converge p.s. vers une limite a, alors en vertu du théoréme de Césaro, on

a également

lim =a p.S

Mais comme lim Y, =a p.s, il s’ensuit que

n—-4o0o

lim S, =0 p.s

n—-+o00

Autrement dit,

1 n
lim —ZXk:m P.S
=1

n—-+oo ) 4

Lemme 3.12 (une condition suffisante de convergence presque sure)

2

Soit (X,,n > 1) une suite de v a r indépendantes et de carré P-intégrables. Si Y ;. o2

< 400 , alors la série Yy . | X, converge presque surement.

Preuve. posons S, = X; + -+ X,, , A, = sup|Spar — S | ;> let A(w) = inf

r>0 m>1
A (w) . Dire la suite (S,,n > 1) converge presque sur revient a dire que (S,) est une

suite de cauchy pour la convegence p.s. ce qui est équivalent a

Aw) =0 ps
Or,
1
(W/AW) #0) = U {w/Anw) > 1)
et ] ]
Alw) > ~ = Ap(w) > — pour tout m > 1
Soit

w/AW) > 2} € 0 f/Ans) > -}

Ce qui assure que

Plw/A(w) > %) < P({w/An(w) > %}) vm > 1
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. D’autre part,
{0/ > 2 > 1) = supfu/max|Sps: — Sl > S},r > 0
w/A, >—>—} =sup{w/max|S,,; — Sm| > —},r >0,
n_n ,,2%) 1<i<r n

comme la suitee des evenements {w\ 1Ir<1a<x|5m+i — Sm| > 1} estcroissante,il résulte alors
<i<r

que P({w/A(w) > 7})

. 1 . 1 T 1 ‘ m-+r
:J£;PGWEH—5hﬁ>;HSnggigz;wﬂxﬁﬁ):Eﬁkﬂq?%fdeJ

soit
P{w/Am(w) > %}) < lim Z var(X,) Vm > 1

n—-+o00
r>m-4+1

Comme ) . ., var(X,) est le reste d’'une série convergente, elle converge donc vers 0
lorsquem — +4o00. En faisant tendre m vers +o0o on obtient

P/ Anlw) > 1) =0

Il s’ensuit que I'événements {w/A(w) > Ll}est une réunionDénombrable d’événements
négligeables, est lui aussi négligeable, et par conséquent A(w) = 0 P-p.s, ce qui assure
ensuite la convergence presque sure de la série > . X, Contrairement aux résultats
précédents qui imposaient a la suite de v a X n d’étre de carré intégrable, on montre
dans le cas d’une suite de v a iid que cette hypothése peut-étre réduite a la seule existence

du moment d’ordre 1. =

Théoréme 3.13 soit (X,,,n > 1) une v a r indépendantes, équidistribuées. Pour que la
suite (X,,) salisfait la loi forte des grands nombres il faut et il suffit que X soit P-

intégrable.
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