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Introduction

La théorie des équations différentielles fractionnaires a émergé comme un domaine
intéressant a explorer ces derniéres années. Notons que cette théorie a de nom-
breuses applications, dans la description de nombreux événements dans le monde
réel. Par exemple les équations différentielles fractionnaires sont souvent appliqués
dans I'ingénierie, la physique[18], la chimie, la biologie,...etc.

Dans la littérature, on attribue souvent le nom de la dérivation fractionnaire a la
généralisation de la dérivation & un ordre quelconque, entier, réel ou complexe.
12)

La question des dérivées fractionnaires est été abordée en 1695 par Leibniz dans
une lettre adressé a I’Hopital, mais lorsque celui-ci lui demande quelle pourrait étre
la dérivées d’ordre un demi de la fonction x(¢)?, Leibniz répond que cela méne a

un paradoxe dont, un jour on tirera des conséquences utiles.

De nombreux mathématiciens ont été penchés sur cette question, en particulier
Euler (1730), Fourier (1822), Abel (1823), Liouville (1832), Riemann (1847) |7, 10].
L’idée du calcul fractionnaire consiste a généraliser les opérateurs d’intégration et
de différentiation en utilisant un seul opérateur fondamental ,Df* ol a et ¢ sont

les bornes de l'opérateur, et on a :

5%; a>0
aDta: 1t; a=0 )
J{dr)a<0

ol « € R est l'ordre de 'opération.

Dans ce travail nous présentons quelques notions fondamentales sur les équations
différentielles d’ordre fractionnaire puis on fera des études sur I'existence ou non
existence des solutions périodiques de ces équations.

Ce mémoire comprend quatre chapitres :
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Dans le premier chapitre : Nous donnerons les notions de base de la dérivation

d’ordre fractionnaire.

Dans le deuxiéme chapitre : On présentera I’étude des équations différentielles

d’ordre fractionnaire analytiquement et numériquement.

Dans le troisiéme chapitre : Nous discutons le probléme d’existence ou non

existence des solutions périodiques.

rié itre : Est consacré & 'application des notions présentées dans
Le quatriéme chapitre : Est I licat d t tées d

les trois chapitres sur deux systémes différentiels d’ordre fractionnaire..



Chapitre 1
Les dérivées fractionnaires

En mathématiques, le calcul fractionnaire est une branche de ’analyse qui étudier
la possibilité qu’un opérateur différentiel puisse étre élevé a un ordre non entier.
Par ce procédé On peut définir des dérivées et des intégrations fractionnaires. Qui
rentrent dans le cadre plus générale des opérateurs pseudo-différentiels.

Les dérivées fractionnaires sont utilisées par exemple dans certains domaines de
la physique faisant intervenir des phénoménes de diffusion comme 1’électroma-
gnétisme, l'acoustique ou la thermique, en définissant des opérateurs pseudo-

différentiels diffusifs, avec des conditions au bord a géométrie fractale.

1.1 Préliminaires

Dans cette section nous présentons quelques outils de base qui ils sont bien détaillés
dans [4, 8, 11].
1.1.1 La fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma qui

prolonge la factoriel aux valeurs non entiéres.

Définition 1.1.

La fonction Gamma d’Euler est définie par 'intégrale suivante :
I'(z) :/ e Nt R(2) >0
0

6



Chapitre 1. Les dérivées fractionnaires 7

Quelques propriétés de la fonction Gamma
— Propriété fondamentale :

Intégrons par parties la formule d’Euler :

F(z):/ e 't* 1 dt,
0

1 © Lt
:—mﬂ§+/eﬁ—@
z 0 z

1 [oe)
:—/ e 7 dt,
Z Jo

1
=-T 1).
T+ 1)

Donc
['(z+1) =zI'(2) (1.1)

C’est la relation de récurrence de la fonction I'.

Cette formule permet de calculer I'(z) pour z > 0 quelconque si on connait I'(z2)
pour 7z variant dans un intervalle de longueur 1, (par exemple z € [1,2]).

Mais cette relation de récurrence permet aussi de définir I'(z) pour les valeurs

négatives de z.

— Prolongement de I'(z) pour z négatives :

Supposons —1 < z < 0donc 0 < z+1< 1.

Dans ce cas I'(z + 1) est bien définie par la formule d’Euler, mais pas I'(z).
Il convient alors de définir I'(z) par la relation

r 1
z
Et tendon le procédé de proche en proche.

Ainsi pour —(n — 1) < z < —n (n entier positif ou nul), on aura

I'z+n+1)

F(Z):z(z—i—1)-~~(Z—i-n)

; 0<z+n+1<1

La fonction Gamma généralise la factorielle car I'(n 4+ 1) = n! ¥n € N*,

['(z) est indéfinie pour toutes les valeurs entiéres négatives.

e La figure (1.1) représente le graphe de la fonction Gamma d’Euler



Chapitre 1. Les dérivées fractionnaires 8
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FIGURE 1.1: La fonction Gamma d’Eleur pour z = «

Définition 1.2. (La fonction Béta)

La fonction Béta d’Euler est définie par I'intégrale suivante :
1
By = [ £ L= 0 (R() > 0 R(y) > 0)
0

La relation entre la fonction Béta d’Euler et la fonction Gamma est donnée par :

Blz,y) =

1.1.2 La fonction de Mittag-Leffler

La fonction de Mittag-Leffler est une fonction importante pour le calcul fraction-
naire. Son role est analogue a celui joué par la fonction exponentielle dans le cas

du calcul différentiel classique.

* La fonction de Mittag-Leffler & un paramétre est définie par :

B pE S P
kzofak—kl

* La fonction de Mittag-Leffler avec deux paramétres «v et (3, est définie par :

oo ok
Ea75(2>22m;a>0, ﬂ>0
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FIGURE 1.2: La fonction de Mittag-leffler pour z =z, a >0 et § = 1.

Remarque 1.3. :
La fonction exponentielle usuelle correspond a la valeur a = 1

o0 OOZ
Zrkﬂ ;k__eXp

k=0

e La figure (1.2) représente le graphe de la fonction de Mittag-Leffler.

1.1.3 La transformée de Laplace

Soit, La transformée de Laplace F(s) d'une fonction f(t) est définie par

F(s) = L{f(t), s} = /0 T et ()t (12)

La fonction originale f(t) peut étre obtenue par la transformée inverse de Laplace
de F(s).

c+i0o
f(t) =L YF(s)) = / e *'F(s)ds; ¢ =R(s) > ¢ (1.3)

ol ¢g est l'indice de convergence de 'intégrale (1.3).
Pour 'existence de I'intégrale (1.2) la fonction f(¢) doit étre d’ordre exponentiel

co, ce qui veut dire qu’il existe deux constantes positives M et T telles que :

e | f(t)|< M pour tout t > T
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Le produit de convolution des deux fonctions f et g est donné par :

£(t) * g(t) = / £(t — r)g(r)dr, (1.4)
-/ Fmglt - r)dr,

et sa transformée de Laplace est donnée par :

L{f(t) % g(t),s} = F(s)G(s), (1.5)

sous '’hypothése que les fonctions F(s) et G(s) existent.

La transformée de Laplace de la dérivée d’ordre entier n de f(t) est donnée par :
n—1

L), s} = s"F(s) = ) s“f"0(0) (1.6)
k=0

n—1
=s"F(s) = Y _s" 1 f0(0).
k=0

1.2 L’intégration et la dérivation d’ordre fraction-

naire

Il ya plusieurs approches pour la dérivation fractionnaire, nous allons souligner

deux approches qui sont fréquemment utilisées dans les applications.

1.2.1 la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Dans cette section nous présentons la définition de l'intégrale et de la dérivée

d’ordre arbitraire au sens de Riemann-Liouville, et quelques propriétés [2].
Soit f : [a,b] —R une fonction continue, b peut étre fini ou infini.

Définition 1.4.
On appelle dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre pe R de la

fonction f, la fonction ,DY f donner par :

1 d

S e )

DI () = =
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oun<p<n+lett>a.

1.2.1.1 Intégrale d'ordre arbitraire

Pour étendre la notion d’n-uple intégration aux valeurs non-entiéres n, on peut

démarrer de la formule de Cauchy :

P = g5 [ =7 e, (18)
et remplacer 'entier n par un réel p > 0
1 t
D0 = s [ = (e (19)

Dans (1.8) l'entier n doit étre supérieur ou égale a 1; la condition correspondante
pour p est plus faible, pour l'existence de I'intégrale de Riemann-Liouville (1.9) on

doit avoir p > 0.

Exemple 1.1. :
Considérons la fonction f(t) = t2.
On a
I )
D Pf(t ——/ t— 1) f(r)dr
0¢ () F(p) 0( ) ( )

1 ' p=1l q.q-
:@/O(t—T) TidT.

On utilisant le changement de variable 7 = 2zt donc t — 7 = (1 — x)t. On obtient

1 [t 1 !
—— | =7 = —— | (1 —2)P P %
L'(p) /o I'(p) Jo
pta 1 . b1y
_F(p)/o( o)t

tpta

— thqu(q—qu)
I(p+q+1)

Si f(t) = K alors oD, " f(t) K__1p,

= T(p+1)
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Proposition 1.5. : Soient f € C°([a,b]), p > 0. Alors on a

m (D" f(t)) = (1) (1.10)

li
p—0
Proposition 1.6. : Soient f € C°([a,b]), p > 0 et g > 0. Alors

oD WD (1) = WD TS = WD D). (1.11)
Démonstration. 1. On a f est continue sur [a,b] donc par définition :

Ve>0; 30 >0 tel que Vt € |a,b]; VT € [a, b];
T —t| <0 = |f(1)— f(t)] <e

DO = s [ =) = snar+ £ [ oo
1 (lt_5 a
- [ =rre - royn
o | = = far+ LRI
On prend
1 o p—1 — e = L t —)P Y f(r T
= [ G-y e = s [ -0
Donec
t—0
L] < ﬁ / (L= | f(7) = f(2) | dr,
M 0 p—1 _ __sp —a)?
gm/a (t —7)P~'dr P(erl)( o + (¢ )P,
ot M=2s€1[1pﬂ | flx) |-
Alors, pour téut 0 > 0 fixé
lim | 1y |=0 (1.12)

€

t
€
I <—/ t— )P dr = or,
22| I'(p) t—6( ) T(p+1)

et en tenant compte du fait que e — 0 lorsque 6 — 0, nous obtenons pour

tout p >0

lim | I [= 0 (1.13)
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Prenons maintenant un € > 0 arbitraire et choisissons d tel que :

L] < e (1.14)
En considérant
o DPPFE) = O 1<) B+ Bt FOG7s = 1)
<R+ R+ 10 | -1,

et en tenant compte des limites ( 1.13) et(1.12) et 'estimation (1.14), nous

obtenons
. —p o
lim sup la D7 f() — f(1) <6

ol € peut étre, choisi assez petit que I'on désire. Ainsi

limsup | oD, "f(t) — f() [= 0,

p—0

et (1.10) a lieu si f(t) est continue pour ¢ > a.

2. Par définition on a :

DD F0) = i [ =m0 D s
_ m /at(t _1ldr (/GT@ - x)plf(a:)dx> ,
- o [ S [ ==y
1

t
= [ (=2 f(a)da,
I'(p+q) /
= D77 (1).
Pour calculer I'intégrale de x a t, nous avons utilisé le changement de variable
T =1z +y(t — ), ce qui nous permet de 'exprimer en termes de la fonction

Béta.

Evidement, on peut interchanger p et ¢, nous avons alors

aDt_p(aDt_qf(t)) = aDt_(p+q)f<t> = aDt_q(aDt_pf(t))
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1.2.1.2 La dérivée d’ordre arbitraire

Soit n — 1 < p < n;et f une fonction intégrable sur [a, b], la dérivée fractionnaire

au sens de Riemann-Liouville d’ordre p > 0 de la fonction f est :

DI = o [ = (1.15)

_ A" ()
- dtn (aDt f(t))

Si p =n — 1, alors nous avons une dérivée conventionnelle d’ordre n — 1 :
n—1 d" 71 (n—1)
WD) = S (WD () = [ 0)
e Quelques propriétés des dérivées fractionnaires au sens de Riemann-

Liouville :

L o D7 (D" f (1) = f(1).
Cette propriété et peut étre la plus importante, de la dérivée au sens de

Riemann-Liouville pour p > 0; t > a.

2. WD DVFD) = F(E) = Sy DY F ()] L, S > 05t > a
3. En générale on a :
pour p =g > 0:
DE(aD f (1) = o DY f (1),

et

(t —a)r=d

DI WDEf() = DY) = Y [DFf(D) r<1+—q—j)

Jj=1

La différentiation et I'intégration fractionnaires au sens de Riemann-Liouville
ne commutent pas en général.
4. Soit n € N*,On a :

dn

S WD) = WD)

mais

dn — fO(a)(t — a)i—Pm
DY (== f(t) ) = DI f(t) =)
¢ t(dt"f()) et = Fj—i—l— —n)
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Donc l'opérateur de dérivation fractionnaire , DY de Riemann-Liouville com-

mute avec 4 seulement si fU)(a) =0; (j =0,1,--- ,n — 1).

5. Soit (m—1<p<m)et (n—1<¢g<n),ona

n

DEWDEF ) = GDE1(0) = 3 LD F0)],, s (L16)
et
DF (WDLF() = WD () = Y [uDE 0 % (1.17)

En tenant conte des relations (1.16) et (1.17) en déduit que dans le cas
générale les opérateurs ,DY et ,Df de dérivation fractionnaire au sens de
Riemann-Liouville ne commutent que sip = gou f9(a) =0 (j =1,2,--- ,r—

1) ou r = maz(n, m).

Exemple 1.2.

1. Considérons la fonction f(t) = (t — a)q.

DR = S (DFOPFB) 1) <p <
On a
DL = s [ =)

= —F(n — /a (t—7)""P (1 —a)ldr

Pour calculer cette intégrale nous avons utilisé le changement de variable
T=a+z(t—a) donc t—7=(t—a)(l—ux).
Alors

1

B (t —a)"Pta

1
/ (1 — )" P laid,
0

['(n —p)
— F(q_l_l) _an—p—i-q
_F(n+q—p+1)(t T
donc
P _ﬁ _ q)vPta I'(g+1) _ I'(g+1) )P
2110 = g (= ) ST e

' =11 _ N\t — 1 — )" P =yl —
—m_p)/a“‘” (r >d—r<n_p>/o<t R

a)™dx
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Si f(t) = K (constant). Alors

DR(1) = S (D7),
rK .
:%(F(n—p—i—l)(t_a) )7
K g
- T(1-p) '

1.2.1.3 La transformée de Laplace de la dérivée au sens de Riemann-

Liouville

L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville peut notamment s’écrire comme le

produit de convolution de la fonction g(t) = t?~! et f(¢).

On a
WD F(t) = ﬁ / (t = r) f (), (1.18)
1
= W(Q(ﬂ * f(1)),

et comme la transformée de Laplace de la fonction g(t) = t*~! est donnée par

G(s) = L{t", s} =T(p)s”",

alors en utilisant la formule (1.5), on obtient la transformée de Laplace de l'inté-

gration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

L{oD;"f (), s} = s PF(s), (1.19)

Pour obtenir la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville de la fonction f(t) posons
oDy f(t) = g"™(t)

1

olt) = oD (0 = s [ (=7 i =1 < p <
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L’utilisation de la formule (1.6) donne :

L{oDif(t), s} = s"G(s) — S shgt0(0), (1.20)
G(s) = s~ P F(s). (1.21)

A partir de la définition de la dérivation fractionnaire de Riemann-Liouville il vient

dnkl

g(n_k_l)(t) dtn— Jm—k—1 UD "= p)f(t) = ODf_n_lf(t) (1'22)

En substituant (1.21) et (1.22) dans (1.20). Nous obtenons I'expression finale de

la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

L{oDPf(t),s} = sPF(s) Zs LD " f(O)]mo; n—1<p<n (1.23)

1.2.2 Deérivées fractionnaires au sens de Caputo

Dans cette section nous présentons la définition et quelques propriétés des dérivées

fractionnaires au sens de Caputo.

Définition 1.7.

Soit f € C™([a,b]), p> 0 la dérivée fractionnaire de la fonction f au sens de
Caputo est défini par :

DY) = 1 /t AL D_(n_p)(ﬁf(t)) (1.24)
S P) Ja ( S e '

I'(n— t — 7)p—ntl

oun—1l<p<nett>a.

Remarque 1.8. :
La relation entre la dérivée au sens de Caputo et la dérivée au sens de Riemann-

Liouville est donnée par [4] :

n—1
D0 = D0 - S -t (1.25)
k=0

Lemme 1.9. : Soit p > 0. On a
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a) Si f € Cla,b] alors
aDi D7 f (1) = f()

b) Si f e C"a,b| alors

n—1 (k) a
DD ) = 1) - 3 T D ap

En particulier, si 0 <p <1 et f(t) € Cla,b] alors

oD "GO () = f(E) = f(a).

Propriétés : Soit f € C" [a, b]

1. La dérivée de au sens de Caputo d’une fonction constante est nulle par contre
la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une fonction constante n’est

pas nulle.
2. lim CDVf(t) = f™(t);neNet0<n—1<p<n
p—n

3. SoitmeNetn—1<p<n;ona

SDY (D f (1) = GDPTf(t)

mais

SDY(EDT () = eDIEDEf(1) = Dy f(t)
seulement si f*)(a) = 0 pour k =n,n+1,...,m.
Démonstration. :

1. Si f(t) = K (constant) alors f*)(t) =0 pour k =1,...,n

donc . . f(k)( )
a
‘DVK = dr = 0.
o IYn—pLA (t =it
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Par contre on a

: Kt
P =Ty
2.
p f(n)( )t —a)"? 1 ' n—p p(n+1)
Tim (5D} /(1 >>—ph;nn< A s [ =)
/f(n-i—l)
—f")( )y n=1,2,.

3.

a) Montrons que :
DD f(8)) =5 DI £ (1)

On a

SDYEDPf(t) = oDy " DREDf (1))

= oD "D ()
oD D ()
= DY A(1).

b) Montrons que :
SDIMGDYF() = SDPE(),
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seulement si f*)(a) = 0 pour k =n,n+1,...,m. On a

~T(k—p+1)
:ly%Dﬂﬂ))—lwwgiF@ﬁ?gﬁlﬁt a)*?),
— DY) - k:: T _k)ﬁ SO0,
= DPF™ (L) — :z;; 0 —{5152) ey (t — a)k=m),
= DPF™ (L) — :z;; 0 —{5152) ey (t — a)k=m),
- m}gl (k= ](E;klfin) Tyt -,

k=n
m+4n—1
f®)(a) k—(p+m)
— Dptm _ _ p+m
m+n—1
f®(a)
* ; T(k—(p+m)+1)

k=n
Donc
SDP(GDLf(t) =5 D f(t)
seulement si f*)(a) =0 pour k =n,n+1,...,m.

[l
Remarque 1.10. : Soit f € C™(I). On a
1 A
‘L Df(t) = dr = _ DV f(t); Vte I =R. 1.2
DI = g | G = DR Vi (1.26)

La formule (1.26) montre que pour ’étude des processus équilibrés, la définition

de Riemann-Liouville et celle de Caputo doivent donner les mémes résultats [2].
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Exemple 1.3.
Considérons la fonction f(t) = (t —a)? tel que 8> n et n = [p] + 1.

On a
n—1 f
CDP Dp t— k*p'
DLt = DY) %Fk p—i—l a)
Et
f®a)=0; Vk=0,1,...,n — 1.
Donc

Dyt —a)’ = JDj(t —a)’

I+ _ g)fp
_F(ﬁ—erl)(t o

Etsi 3=0,1,...,n—1 alors

cDP(t —a)’ =0.

1.2.2.1 La transformée de Laplace de la dérivée au sens de Caputo

Gréace a la relation (1.24), on arrive la transformée de Laplace de la dérivée frac-

tionnaire au sens de Caputo.

L{EDPf(t), s} = sPF(s) Zspklf’“) ), n—1<p<n. (1.27)

1.2.3 Propriétés des dérivées fractionnaires

Nous nous intéressons dans cette section aux propriétés d’intégration et de diffé-

rentiation fractionnaire, qui sont souvent utilisées dans les applications [2].

1.2.3.1 Linéarité

Similairement a la différentiation d’ordre entier, la différentiation fractionnaire est

une opération linéaire :

DPAS(t) + Bg(t)) = ADPf(t) + BDPg(t),
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ou DP désigne n’importe quelle mutation de la différentiation fractionnaire consi-
dérée dans ce mémoire.

La linéarité de différentiation fractionnaire vient directement de la définition cor-
respondante. par exemple pour la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre
p; (k—1<p < k) définie par (1.15), on a :

1 dF [t k—p—1
DY)+ B9(0) = =g | (=7 I (0) + gl
AdE A
- i L =
T e e O

— ADPf(t) + BDg(1).

1.2.3.2 La régle de Leibniz pour les dérivées fractionnaires

La régle de Leibniz pour la dérivée fractionnaire est la suivante :
Si f(t) est continue dans [a,t] et ¢(t) admet (n + 1) dérivées continues dans [a, ],

alors la dérivée fractionnaire du produit ¢(t)f(t) est donnée par :

n

D) F(1) = (0™ (0), DI £(t) = Ry (8);

k=0

ou (}) :p(p_l)(p_izm(p_kﬂ), nz>p+let

R = s [ =) i [ — e

avec
lim RP(t) =
LRl =0,

si f et @ avec toutes ses dérivées sont continues dans [a, t], alors la régle de Leibniz

pour la dérivation fractionnaire est donnée par :

oo

DI (1) =) (0™ (), DF " ().

k=0
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Equations différentielles d’ordre

fractionnaire

Tout équation de la forme :

Dy(t) = f(t.y(t); o € Ry (2.1)
est une équation différentielle fractionnaire d’ordre a.

On dit que 'équation (2.1) est linéaire si

fty(t) = g@)y(t) + h(t), (2.2)

tel que g, h deux fonctions continues.
De plus si h(t) = 0 alors (2.1) est une équation différentielle fractionnaire linéaire

homogéne.

2.1 Théoréme d’existence et unicité

Dans cette section nous allons étudier 'existence et 'unicité de la solution d’une

équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire [1].

Soient « un réel positif et n = [a] (ot [a]| =min{z € Z: z > a}).

Considérons le probléme de Cauchy suivant :

Dy(t) = f(t,y(t)),
DFy(0) = y™(0); k=0,1,....,n—1.

23



Chapitre 2. Fquations différentielles d’ordre fractionnaire 24

Théoréme 2.1. (existence et unicité)

Soient y(()o), o ,y(()n_l) ER, *>0etf:G— R (tel que G =1[0,h*] xR) est une
fonction continue Lipshitzienne par rapport ¢ y (i.e. il existe un constant L > 0
independent de t, y; et yo tel que | f(t,y1) — f(t,y2 |< L | y1 —ya |), alors il existe
une unique solution y du probleme (2.3) tel que y € C|0, h*].

En particulier ce théoréme est applicable pour les équations linéaires (2.2), ou

h,g € C[0, h*] car nous choisissons L =|| f ||« -

Lemme 2.2.
La fonction y € C[0, h| est une solution du probleme (2.3) si et seulement siy est

solution de l’équation intégrale non linéaire de Volterra.

k t
) = S+ e [ = i (2.4

Démonstration.
Premiérement supposons que y est solution de (2.4), on peut écrire cette équation
sous la forme réduit :

-1 +k

Z; + D At y(0))

k=

En appliquant 'opérateur de différentiation D§ sur les deux cotés de cette relation
on aura immédiatement que y est solution de I’équation différentielle (2.3).
Appliquons maintenant I'opérateur Df; 0 < k < n — 1 sur 'équation de Volterra
(2.4), on obtient

Dy(t) ZD 49+ DED DT (1 (1),

Dft? =0 pour j < k alorssit =0on a :

+ Dy TP, y(t))

t* o
Djy(0) = D'Sgyé )
: t=0

t=0

et comme o — k > 1; l'intégrale est nul Dg(a_k)f(t,y(t))‘ = 0; par suite
t=0
k
Dfy(0) = 5.
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d’autre part on définit z(t) = f(t,y(t)) alors z € C[0, h] on récrit I’équation de la

forme :

2(t) = f(t,y(t) = “Dy(t) = D§(y=Tur[y; 0)(t) = Dy Dy "~ (y=To1[y; 0)) (1)

tel que T,,-1[y; 0 Ztk— est le polynéme de Taylor de degré n — 1 pour la

fonction f autour de 0

En appliquant 'opérateur Dy ™ sur les deux membres de cette relation elle devient :

Dy 2(t) = Dy "y — Ta [y; O) (1) + q(2).

Avec ¢ un polynome de degré ne dépassant pas n — 1.

Comme z est continue, la fonction D"z a un zéro d’ordre au moins n a l'origine.
En outre la différence y — T;,_1[y; 0] a la méme propriété par construction.

Et donc la fonction D, (n=e) (y — Tn—1[y; 0]) doit avoir un zéro d’ordre n aussi.
Par suite le polynéme ¢ a la méme propriété mais comme il est de degré ne dépas-

sant pas n — 1 il en résulte que ¢ = 0, par conséquent
Dy"z(t) = Dy "y = Tuca [y 0)) (1),

En appliquant 'opérateur de dérivation de Riemann-Liouville Dy~ sur les deux

membres de cette équation on obtient

y(t) — Taly; 0](t) = Dy *2(1).

En substituant z(t) et y — T,,_1[y; 0](f) on retrouve I’équation de Volterra :

y(t) = Z%yé’“) + ﬁ /0 (t — 1) f(r,y(r))dr.
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2.2 Résolution analytique des équations différen-

tielles d’ordre fractionnaires

En générale, les méthodes analytiques sont utilisées pour résoudre les équations
différentielles fractionnaires linéaires par contre pour résoudre une équation dif-
férentielle fractionnaire non linéaire on utilise généralement des méthodes numé-
riques. Dans cette section nous présentons la résolution analytique dans le cas

unidimensionnelle [1] et multidimensionnelle [9].

2.2.0.3 Cas unidimensionnelle

Théoréme 2.3.

Soit A € R ; la solution générale du probleme :

Day(t) = Ay(t) +q(t)
(k) (k) (2:5)
ot q € C[0, h], est sous la forme :
n—1
= > "y u(t) + §(0). (2.6)
k=0
Avec
N D~q(t) siA=0
y(t> = 1 t / . 7
X fo q(t = T)ug(T)dr st A#0
ol
up(t) = D7 %ey(t) tel que en(t) = Eo(M*); k=0,1,...,n— 1.
Démonstration.

Si A =0 : Donc le probléme (2.5) devient sous la forme

y®0) =y (k=0,1,--- ,n—1)

On a e, (t) = E,(0) = 1, alors ug(t) = Z—k, quelque soit k.
Donc d’apres la relation (1.25)

n—1

cDy(t) = —=—— = ().
y(t) TG _a+1> q(t)
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Donc
n—1

t’f—a + q(t).

M

kZOF —a—l—

On applique l'intégrale de Riemann-Liouville d’ordre a sur les deux cotés

n—1 ,y oztk «a
— F —a+ 1)
n—1 (k) O tk
= your Ii'> + D™ %(t).
k=0 ’

Donc

n—1
= 2w () + 5(0); 0w g(t) = Dq()
k=0
Si A # 0 : la preuve se faite en deux étapes (a) et (b) :

a) La fonction uy satisfait I’équation différentielle homogéne, c’est a dire : ©D%uy, =
Aug, Yk = 1,--- ,n — 1 et vérifie les conditions initiales u,(f)((]) = §;; (delta

de Kronecker) pour j,k=0,...,n — 1.

b) La fonction ¢ est une solution de I’équation différentielle non homogéne
avec les conditions initiales homogénes.

On commence par (a), nous savons que

= Nt
Calt) = Ba(AM*) =Y ————
= [(aj+1)
Donc
- N geitk
t
u(t) = Zfaj—i—l—l—k:)

Jj=0
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Montrons maintenant que wu; est une solution de I’équation différentielle

non homogeéne.

MNaitk
CDOé t — CDOL
ult) Z Dlaj+1+k)

_i /\J cData]Jrk:
= Ioj+1+k)

Donc uy, est une solution de 1’équation homogene.
Et u{”(0) = D¥D~*e,(0) = eq(0) = 1.
Pour j <kona:

u?(0) = DID e, (0) = D~ e, (0) = 0

Car e, est une fonction continue.

Pour j > k :
On a

u(0) = DI D e, (0) = DI*e, (0) = 0.
On a

Cet intégrale existe quelque soit ¢, car (g est une fonction continue et e/a
intégrable), et est une fonction continue (par rapport a t) et g(0) = 0.
De plus, pour a > 1 (i.e. n > 2) d’aprés la régle standard (Annex-a) de

la différentiation d’une intégrale qui dépend d’un paramétre on a :

Djt) = 5 [ atr)eltt = rydr + Sa)cal0)

I
0
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De la méme maniére comme ci dessus (la continuité de ¢ et la singularité
faible de e.) on voit que 7 (0) = 0.

De la méme maniére

1

t
DFy(t) = X/ q(r)e¥ V) (t — 7)dr pour k=0,...,n — 1.
0

Donc D*§(0) = 0.
Alors g satisfait toutes les conditions initiales homogénes, et il reste a

montrer que gy résoudre I’équation différentielle non homogéne. Pour ce

ealu) = Z

la on écrit
aj 1

Donc
. I / . N ( t— )21
50 =5 [ 0t = ryar = te) = / i) Pl Umir
0 0 =1
00 t 00
=y N q(r)(t = 1) dr =y NTID™g(),
j=1 0 j=1
d’ou
cDa Z}\j 1 cDYD~ a] _ Z)\j_lD_a(j_l)Q(t),
J=1 Jj=1
=D XD (6)+3_ N D™q(d),
j=1
= q(t) + Ay(t)
O
Exemple 2.1.

On considére le probléme :

{ Dy(t) = —y(t) + 1,
y(0) = 0; y'(0) = 0.

Ona:A=—-letgq(t) =1
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1
y(t) = Zy(()k)uk(t) + g(t) tel que
k=0

et

Sl lt) = 9O B~ +9/(0) | Ea(=r)dr =0
k=0 0

Donc la solution générale de (P) est :

y(t) =1 — E (—t%).

2.2.0.4 Cas multidimensionnelle

On considére ’équation différentielle fractionnaire :

D%y(t) = Ay(t) +q(t), (2.7)

avec 0 <a<1; Ae M,(R) y(t) e R" et g : [0,h] — R™

Pour résoudre le probléme (2.7) on commence avec le probléme homogéne corres-
pondant (i.e ¢(t) = 0; Vt € [0, h] ).

Donc
Dy(t) = Ay(?). (2.8)

e Si A admet des valeurs propres simples

Soient A1, Ao, ..., A, les valeurs propres de A, et vy, v, ..., v, les vecteurs propres

associes. Alors la solution de (2.8) est de la forme

n

y(t) =Y _crvnEa(Aet®), (2.9)

k=1
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oug eR Vi=1,...,n.

Exemple 2.2. : On considére le systeme suivant :

Dy(t) = Ay(t),

1 2
tel que y(t) € R? et A = :
y(t) (3 0)

Les vecteurs propres de A sont : vy = (1,—3/2)T associés a A\ = —2 et vy = (1,1)7
associe 4 Ay = 3.

La solution générale de ce systéeme est

y(t) = ( _;/2 ) E,(—2t%) + ¢ ( 1 ) E,(3t).

2
Siy(0) = ( ) ) alors ¢; = 2/5 et ¢ = 8/5.

y(t) = % ( _;/2 ) E,(—2t%) +§ < 1 ) E.(3t%).

e Si A admet des valeurs propres multiple, par exemple A\ de degré de multiplicité

k donc on a deux cas :

* Si le nombre de vecteurs propres linéairement indépendants associé a A est égale

a k, dans ce cas la solution de (2.8) est de la forme (2.9).

* Si le nombre de vecteurs propres linéairement indépendants associé a A est
égale a m (ot m < k) et dans ce cas les autres (kK — m) solutions qui sont

linéairement indépendantes sont données par :

Yl = Z w D=0 B=3) (\pey; pour i =m,...,k,

Jj=m
tel que les vecteurs propres u” sont les solutions du systéme linéaire non homogéne
(Annex-b) :
(A= ANt = 4@,

Exemple 2.3.

On considére le systéme Dy(t) = Ay(t) tel que A=1 2 1 —1
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Les wvecteurs propres de A sont : vy = (—3,4, Q)T associés a Ay = —1 et vy =
(0,1, —1)T associe a Ay = —2.

Donc la solution générale est

-3 0 0 1
yt)=c | 4 | Eu(—t)4c | 1 | E.(2t%)4cs 1 | tE 2t + | 0 | E.(2t%)

Remarque 2.4.

Soient (yi(t),ya(t), ..., yn(t))T la solution du probléme homogéne (2.8), alors la
solution du probléme non homogéne (2.7) avec la condition initiale y(0) = yo est
(Yi(t), Yalt) .., Ya(t)T tel que [2

E@:%@+[%W4MWM;WIme-

2.3 Résolution numérique des équations différen-

tielles d’ordre fractionnaires

La résolution analytique des équations différentielle non linéaire d’ordre fraction-
naire est impossible dans le cas général, alors on a recouru & des méthodes numé-
riques.

Il existe deux classes de méthodes numériques pour la résolution d’une équation dif-
férentielle d’ordre fractionnaire : les méthodes fréquentiel, et les méthodes temporel
par exemple la méthode de Diethelm, la méthode d’Adams-Basheforth-Moulton
et la méthode de décomposition d’Adomian (ADM) [6].

Dans notre travail nous allons utiliser la méthode d’Adams-Basheforth-Moulton
(PECE) [1].

La méthode d’Adams-Basheforth-Moulton généralisée

La méthode d’Adams-Basheforth-Moulton est une méthode numérique introduite
par Diethelm et Freed, basée sur I’équation de Volterra (2.4).

On suppose que y; est 'approximation de y(¢;) pour j = 1,..., k dans l'intervalle
[0, T7.

Pour obtenir g1 on remplace 'intégrale dans ’équation de Volterra (2.4), en
utilisant la formule de produit de quadrature des trapézes ou les noeuds ¢; pour

j=0,...,k+ 1 s’en prennent respectivement a la fonction (fz1; — .)*!.
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Premiérement on obtient I’approximation :

tpy1 1 tot1 )
/ (%u—ﬂagﬁWTf/ (terr — 1) G (1)
0 0
k+1

= Z ajk+19(t5)
§=0

ol gr+1 est une interpolation linéaire de g (avec g(t) = f(t, y(t))),

tet1
—1
= [ s = 1) By () (2.10)
0

T—tj,1 .
ry—— S1 tj—l <7< t]‘
tiv1— .

et (I)j,k—i-l(T) = ﬁ S1 tj < T < tj-‘rl
0 sinon

Et comme t; = jh pour j =0,1,..., N, alors

TSk = (k= ) (k + 1)) sij=0
Gipsr = wSm(k—j+2)%H 4 (k= ) = 2(k — j +1)*+) sil<j<k .
he ..
m S1 ) = k’ —|— 1

Donc, on obtient la formule de correction (la méthode d’Adams-Moulton fraction-

naire a un pas).

m—1 ,j k
t ; 1
Yk+1 = Z I;.le(()” + T(a) (Z ajri1 f (5, Y5) + @i prn f (B, Yop),  (2:11)
j=0 " J=0

ot, Y, le terme de prédiction.
Pour déterminer y;,, on utilise la méthode d’Adams-Bashforth a un pas (de la
méme maniére pour la formule de correction), mais on remplace l'intégrale par la

régle de produit des rectangles.

k+1

tr4+1
/ (b — 1) g(r)dr = 3 byaaglty):
0 j=0

Ou .
bj,k+1 - E(k’ —|— 1 - j)a - (k} —j)a. (212)
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Alors,
yk+1 Z k“ j +—Zb]k+1f ti,Y;)- (2.13)

Finalement, les expressions (2.11) et (2.13) avec a; 41 et bj 1 qui sont calculées &
partir de (2.10) et (2.12) respectivement forment la méthode d’Adams-Bashforth-

Moulton fractionnaire.

Exemple 2.4.

On considere le systeme de Lorenz d’ordre fractionnaire :

Do‘x:a(y—x),
Dy =z(b—2—vy),

DYz =xy —cz,

ou0<a, f,y<1eta,b,c>0.
L’application de la méthode d’Adams-Bashforth-Moulton sur le systéme précédent,

donne le systéme suivant :

( k
Tpy1 = To + @(a(y&l - xiﬂ)) Z ,J,k+1( ( - x]))
k
Yk+1 = Yo + (5+2) (9‘7£+1(b — 21— Yep) p_ Z 2,5k+1(75(b — 25 — ;)
j:
k
Zk+1 = 20 T (74_2) (T 1Yk — C2hp) T Z: 3.k+1(T5Y5 — €zj)

\

Ou
( k

Ths1 —x0+(— Z vik+1(aly; — x;))

?rH

Yisr = Yo+ —5 Z 25k4+1(75 (b — 25 —y5))
j:

Ed

ZZ—i—l 20 + vy Z 3, k+1(xjyj Czj)

\ =

brjmrr = "5 (k+1=j)* = (k= j)*)
bajrst = 5 ((k+1—5)7 = (k=3)7) ;
h

((k+1=3)" = (k=3)")

b jk+1 =
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( a1kl = { a(Z%i)<ka+l _.(k —a)(k + 1)“). | | si.j =0
sty (k=7 +2)2" (k= )t =2k —j+1)*) sil<j<k

tapins — { ey (4! = (= Ak + 1) | im0
m((k—j+2)5+1+(k_j)ﬁ+l_Q(k_j+1)5+1) sil1<j<k

asjr+1 = { 7(2%17) (k7 _.(k =)k +1)7) | | | si.j =0
\ (k=g +2 T+ (k=) =2k = +1)7) sil<j<k




Chapitre 3

Solutions périodiques des systémes

fractionnaires

L’étude d’existences des solutions périodiques est parmi les sujets les plus impor-
tants dans le domaine des systémes dynamiques. Dans ce chapitre nous présentons
quelques théorémes qui justifient ’existence ou non existence des solutions pério-

diques pour les systémes fractionnaires [3, 13, 16].

- Une fonction ¢ est dite périodique sur l'intervalle [0, 400 s’il existe une

constante 7' > 0 tel que :

g(t)=g(t+T); Vt >0 (3.1)

Lemme 3.1.
Soitn € NetT > 0; si g: [0,+00[— R est une fonction non constante T'-
périodique de classe C™ ([0, +o0[), alors Vn € N, k < n, la dérivée d’ordre k,

k . . - .
(%g) est aussi une fonction non constante T'-périodique.

3.1 Dérivation fractionnaire d’une fonction pério-

dique

D’aprés le lemme précédent la dérivée d’ordre entier d’une fonction périodique est
une fonction périodique maintenant est ce que cette assertion reste vrais pour la
dérivation fractionnaire? les sous sections suivantes donnent la repense a cette

question.

36
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3.1.1 Influence de la mémoire sur les solutions

Théoréme 3.2. Soit g est une fonction satisfaisant la condition de Lipschitz, alors

les solutions du systéeme d’ordre fractionnaire suivant dépendent de la mémoire.

{ :Diw = g() 52)

z(a) = x,

C’est a dire la solution de ’équation (3.2) qui est notée par ¢(t,x,), et la solution

de

{ ;DY = g(y) b (3.3)
y(b) = yp 2 ¢(b,7a)

qui est notée par Y(t,yp), ne coincident pas pour t > b.

Démonstration.
On suppose que la solution ne dépend pas de la mémoire, d’aprés le théoréme
d’existence et unicité 1’équation (3.2) admet une unique solution continue. Par

intégration la solution de 'équation (3.2) est égale :

1 t
olt.2.) = 0+ s / (t — 7)™ g(6(r, 24))dr. (3.4)
Donc on obtient :

yy = 6(ba) = a0+ — ] / (b= 1) g(d(r, za))dr. (3:5)

N
De la méme fagon la solution de I'équation (3.3) s’obtient par :

Bt g) =y + ﬁ / (t — 7)™ g((r, ) dr. (3.6)

En substituant 1’équation (3.5) dans (3.6) on obtient :

b t
Bt ) = o+ ﬁ / (b— )" g(o(r, z))dr + ﬁ / (t — ) g (b, ) dr
(3.7)
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par 'hypothése on a ¢(t,z,) = ¥(t,y,) pour ¢ > b en tenant coute des deux
équations (3.4) et (3.7) on obtient :

/ (t — 1) g(o(r, 24))dT = / (t — 1) g(o(r, 14))dT + /b (t —7)* g(o(r,14))dr
= [[o=rrtgtotraar + [ =) awin )i

- / (b— 1) g(g(r, z))dr + / (t — 7Y g(o(r, 2.))dr.
(3.8)

Alors ) )
[ @=nrtgetnir = [o-ngomai (39

pour t > b; c’est une contradiction.
Donc la supposition est fausse et la solution d’un systéme d’ordre fractionnaire

dépend de la mémoire. O

3.1.2 Dérivation fractionnaire d’une fonction périodique

Les deux théorémes présentés dans cette partie donnent la réponse a la question
posée précédemment, concernant la périodicité de la dérivée fractionnaire d’une

fonction périodique.

Théoréme 3.3.
On suppose que g est une fonction non constante périodique de période T'. Si g est
m fois différentiable alors la fonction §DYg(t); 0w 0 < o ¢ N* et m = [a]; ne peut

pas étre périodique de période T

Pour démontrer ce théoréme, on a besoin des lemmes suivants [14].

Considérons le systeme différentiel d’ordre fractionnaire suivant :

{ Dai$i = fi(x17$2 s 7$n), (3 10)

x;(0) =x;, pouri=1,...,n.

Lemme 3.4.
Si &(t) = (Z1(t), Z2(t) ..., T,(t)) est une solution T-périodique de (3.10) alors

T
/ (pT — 1) ' gi()dr = 0; i =1,2,...,n. (3.11)
0
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39

pour tout p € N*.

Démonstration.

Pour démontrer ce lemme on utilise la démonstration par récurrence.

On suppose que la solution du systéme (3.10) est Z(t) = (41(t), Z2(t), .

tel que 7 est une fonction continue et T-périodique.

On pose g;(t) = fi(z1(t), z2(t) ..., zp(t)).
D’aprés le lemme (2.2) on a :

L Ta(t)),

zi(t) = Ty, + ﬁ /Ot(t — )% g(r)dr; i =1,2,...,n. (3.12)
Et comme Z est une fonction T-périodique donc 7;(0) = Z;(T"). Donc

- - e i1~ .

z:(0) = Ty, + m/o (T — 7)Y gi(r)dr; i =1,2,...,n.
Alors .

/o (T — 7)1 g(r)dr =0; i =1,2,...,n, (3.13)

ot Gi(t) = fi(Z1(t), Ta(t) ..., Tu(t)
Donc (3.11) est vrais pour p = 1.
On suppose que la relation (3.11) est vrai pour p = 1,..., k et on montre qu’elle

est vrai pour p =k + 1.

T
b= [ G =7 g =05 ¥ =1,k
0

Sip=k+1:

7;(0) = 2;(nT) ¥n € N*, substituant dans (3.12) on prenant n = k+1 on obtient :

1 (k+1)T
7;(0) = 2;((k+ 1)T) = 24, + / (k+ 1T — 7)1 g(r)dr.
L) Jo
Alors
(k+1)T
/ (k+1)T — T)al_lgl(r)dT =0; 1=12,...,n
0
Donc
(k+1)T k+1 - 51
/ (k+ )T —7)% g(r)dr = / (k+1)T —7)% g(r)dr =0
0 = JG-nr
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Par le changement des variables 7" = 7 — (j — 1)7’, on obtient :

k+1

Z/ —J+2)T =) g (m* + (j = 1)T)dr* = 0. (3.14)

Et comme Z est une fonction T-périodique alors g est aussi T-périodique donc
I'équation (3.14) devient
kt1 k+1

Z/ kE—j+2)T —7)% 1g( dT—Z

D’apres la supposition [;; = 0; Vj = 1,2,..., kil vien que [; 341 = 0 c’est a dire :

T
/ (k+1DT —7)* g(r)dr =0; Vp=1,---,n
0

Lemme 3.5.
Si Uéquation (3.11) est vrai pour tout p € N*, alors on peut déduire la relation

suvante :

T
/ Gi(r)dr =05 i=1,2,....n. (3.15)
0

Démonstration.

On suppose que
T T
/ gi(T)dT # 0, et / gi(r)ydr =St —-S;7,i=1,2,...,n
0 0

Avec S;" >0, S > 0.

S’il existe une fonction h,(t) positive dans [0, 7] et si m; = min{h;(t); 0 <t < T}
et M; = max{h;(t); 0 <t < T} alors

/OT mgi(T)dT < /OT hi(T)gi(T)dT < /OT M;gi(7)dr.
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Donc
T T
/ ha(r)3i(r)dr < M, / Gi(r)dr,
0 0
et
T T
/ ha(7)3u(7)dr = m, / Gi(r)dr,
0 0
Donc

T
0
Si on prend h;(t) = (pT — t)*~! alors m; = h;(0) = (pT)*~ 1
et M; = h;(T) = (pT — T)>1.

Donc

T
(pT?“‘lsf—(pT—ﬂUa“45?’Sl/j(pT—¢Y””§ATﬁﬁ'§(pT—ﬂU““*Sf—(pT?”‘lsf-
0

(3.16)
D’aprés la supposition que fOT gi(T)dT #0; 0n a :
1. Si fOT Gi(T)dr > 0 alors S;" > S, donc
Si-
G <l (3.17)
et on a i1
lim 7 =1 (3.18)

p—oo (pT' — )1
De (3.17) et (3.18) il existe p € N* trés grand tel que

(pT)>! Sy

(]

(pT =)=t = Sf7

donc
(PT)*~'SF — (pT — )™ ~'S; >0
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D’apreés la relation (3.16) on a :

T
/ (pT — )21 G,(7)dr > 0.
0

Qui est en contradiction avec le lemme (3.4), alors l'intégrale fOT(pT —

t)*~1g;(T)d7 ne peut pas étre positive.
2. Si [} Gi(r)dr < 0 alors Sf < S donc

+

S
- < 1. 3.19
< (319

De (3.18) et (3.19) on a :
(pT)>— S

]

—_— >
T~ 7S

donc
(pT — )~ 1S — (pT)™~1S; < 0.

D’aprés la relation (3.16) on a :

T
/ (pT — t)“i—lgi(r)dr < 0.
0

Qui est en contradiction avec le lemme (3.4).

Alors l'intégrale fOT(pT — 1)®~1g,(T)dT ne peut pas étre négative.

Donc la relation (3.15) est vraie si la relation (3.11) est vraie. O

Lemme 3.6.
Si Uéquation (3.11) est vraie pour tout p € N*, alors on peut déduire la relation

suvante :

T
/ (pT — 1) 1g;(T)dr =0; i=1,2,...,n.
0

ot B; est un réel quelconque dans l'intervalle |0, 1].

Démonstration.

Supposons que

On prend



Chapitre 3. Solutions périodiques des systemes fractionnaires 43
ot 0 < oy < fB; < 1 alors m; = h;(0) = (pT)*=%;
et M; = hy(T) = (pT —T)%P;i=1,2,...,n. Donc
T —_— —
/ hi(T)(pT — r)ﬁflgi(r)dr < M;S;H —m;S;
0
< (T —T) 557 — T 5. (3.20)
Et
T —_ —
/ hi(r) (T = 7)% 1 gi(r)dr > mi S — M,S;
0
> (pT)B5) — (T —T)*55,.  (3.21)
On suppose que fOT(pT —7)%71g,(7)dT #0; on a :
1. Si fOT(pT — 7)%71g,(7)dr > 0 alors S}t > S;” donc
St
o<1 (3.22)
et on a - 5
tim 7 1. (3.23)

De (3.22) et (3.23) il existe p € N* trés grand tel que

(pT)Oti—ﬁi - i
(pT = T)=b = S

de (3.21) on a :

/o (pT — T)O"'*ﬂi (pT — r)ﬁflgi(r)dr = /0 (pT — 7)* 1 gi(1)dT > 0.

Mais d’apres le lemme (3.4), 'intégrale fOT(pT — t)*~1g;(7)dT ne peut pas

étre positive.

2. Si [ (pT — 7)%71g;(7)dr < 0 alors S; < S} donc
St
== <1
Si
De (3.23) et (3.24) il existe p € N* trés grand tel que
() _S*
(pT —T)=F = 57

(3.24)
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d’apreés la relation (3.20) on a :
T T
| et - o i = [ - ne g <o
0 0

Mais d’aprés le lemme (3.4), I'intégrale fOT(pT — t)*71g;(7)dT ne peut pas
étre négative.

De la méme maniére on donne la démonstration dans le cas 0 < 3; < o; < 1.

]

Démonstration. (de théoréme 3.3)

On suppose que §D¢¢g(t) est une fonction périodique de période 7',

c’est-a-dire :
6Di'g(0) = §DFg(nT); Vn € N* (3.25)

on a

t
6Dig(t) = ] /0 (t — T)m_a_lg(m)(T)dT, t<T

I'(m—a
on pose M = max | ¢"™(t) |, ot M est un constant positive.
t€[0,T] g

Alors

M ! M
¢ nHo < t— mfafld — oo
|0 tg<t> |— F(m—a) /(; ( T) T F(m— a4+ 1)

Donc §Dg*g(0) = 0,

D’aprés (1.24) et (3.25), on conclut que :
nT
/ (nT — 7)™ " 1gm(r)dr = 0. (3.26)
0
On montre que si la relation (3.26) est vraie Vn € N*; alors :
T
I, = / (nT — 7)™ " 1g™(r)dr = 0. (3.27)
0

On montre la relation (3.27) par récurrence.

D’apreés la relation (3.26) I’équation (3.27) est vraie pour n = 1.

On suppose que ’équation (3.27) est vraie pour n = 1,2,... k, c’est-a-dire :

L=Lh=..=I=0 (3.28)
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et on montre que (3.27) est vraie pour n =k + 1 (i.e. Iy = 0).

Pour n = k + 1 et d’aprés la relation (3.26) on a :

(k-+1)T 1 T
/ (k+1)T — 7)™ Ly (1)dr = Z/ ((k+1)T — 7)™ "Lg"™(1)dr

0 j=170G-1T
~0. (3.29)

On fait le changement de variable 7% = 7— (j —1)T"; la relation (3.29) peut s’écrire

de la forme :

k+1 T
Z/O (k—j+2)T — 7)™ "Ly (r 4 (j — 1)T)dr = 0. (3.30)

D’aprés le lemme (3.4), la relation (3.30) est équivalente a :

k+1 T k+1
Z/ (k—j+2)T —7)" g™ (r)dr =Y I; = 0. (3.31)
j=1"0 j=1

De I'équation (3.31) et I'hypothése (3.28) on conclut que I, = 0.

Finalement, la relation (3.27) est vraie ¥n € N*.

On pose m — a — 1 = —f3, donc la relation (3.27) devient :

/ T(nT — 1) g™ (r)dr =0, (3.32)

pour tout n € N* et 5 € [0,1[; (d’aprés les lemmes (3.5) et (3.6)).
Et comme 'intégrale fOT(nT — 7)™ (7)dr est constante (zéro), pour tout 3 €

[0,1]. Alors
dk T
L[ 0 =y ar = (3.33)

pour tout k € N; n € N* et 5 €]0,1[, d’aprés (3.33) :

[ B _(m) T d siamr—r) (m)
e R R R T
0 0

— /0 (—=1)*(In(nT — 7))k (nT — 1) Pg™ (1)dr

donc -
/0 (In(nT — 7))k (nT — 7)" g™ (r)dr = 0. (3.34)
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On remarque que

[e.o]

(7’LT . T)(r-l—ﬂ) (T—l—ﬁ In(nT—T) Z
k=0

’I’

- 1n nT — 7)), (3.35)

ou0<7<nTetreR De (3.34) et (3.35), on déduit que :

/T(nT — T)Tg(m) (1)dT =0, (3.36)

pour tout r € R et n € N*.

De la relation (3.36), on peut démontrer facilement que

/T(T - to)pg(m)(T)dT =0, (3.37)

pour tout ¢y € [0,7] et p € N.
On prend r = p € N* et n = 1, on obtient

p

(T =7) = (T —to) = (1= 10))" = Y (1Y ()T — t0)" (v — to)’.

j=0

Et par récurrence on obtient la relation (3.37).

D’autre part on a :
T
g™ (o) = / 5(1 — to) g™ ()dr, (3.38)
0
ou ty €]0, T et J est la fonction de Dirac, en plus § peut s’écrire sous la forme :

—(r—t)?

. e
5(T—t0):b£r£1+ by/m

(3.39)
'équation (3.39) est équivalente a :

[e.9]

5(r— 1) = i (1T 0T (3.40)

\/71' b—0+ =0 b2k+1E
Substituant (3.40) dans (3.38) en tenant coute de (3.37), on déduit que :

9™ (to) = 0, (3.41)

pour chaque o €]0, T'[. Comme g est une fonction différentiable périodique ’égalité

(3.41) est vraie, pour tout ¢, > 0, alors la fonction g peut s’écrire sous la forme
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suivante :
m—1
g(t) =Y at”, (3.42)
k=0
ol ¢g, 1, ..., Cp1 sont des constantes, donc g(¢) est un polynéme de degré m — 1

qui n’est pas périodique c’est une contradiction avec I'hypothése du théoreme. [

Le théoréme suivant donne la réponse au question de la périodicité de la dérivée

au sens de Riemann-Liouville d’'une fonction périodique.

Théoréme 3.7.

Supposons que g(t) est (m—1) fois continument différentiable et que g™ (t) bornée.
Supposons en plus que g est une fonction périodique non constante de période T'.
Alors, la fonction ¢D{g(t); ot 0 < a ¢ N*; ne peut pas étre une fonction périodique

de période T'.

Démonstration.

Si g(t) est (m — 1) fois continument différentiable et g™ intégrable alors :

tk—a

oD7g(t) = §D7g(t) + )g(k)(0+)- (3.43)

IF'k—a+1

B
Il

0

D’ou

- S'il existe au moins une valeurs g*)(0%); (k =0, 1,...m — 1) non nulle, alors

0D¢g(0) elle sera infinie.

Mais, d’autre part on a :

$DRT) = s | (=g e,
donc
50T < |y [ (= 7],
M g m—a—1 _ M m—ao
= Tm—a) /0 (T —7) (1)dT = Tm—a) a)T ) (3.44)

N M = (m) ,
oll tgfgj%lg (7) |

De (3.43) et (3.44) on déduit que ¢Dy*g(T) ne peut pas étre infinie.
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Donc ¢Dgg(0) # oDgg(T); c’est-a-dire que ¢Dy*g(t) ne peut pas étre une fonction
périodique de période T'.

- Si toute les valeurs ¢t (0%); (k=0,1,. — 1) sont nulles,

alors d’aprés la relation (3.43) ¢Dfg(t) = §Dfg(t), et comme §D¢g(t) n’est pas
une fonction périodique (d’aprés le théoréme 3.3) alors oDy g(t) aussi ¢’est pas une

fonction périodique de période T.

Finalement, la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’une fonction

périodique de période T ne peut pas étre une fonction périodique de période T'. [

Exemple 3.1.

Considérons la fonction f(t) = sin(t).

On a
t2p+1

sm :Z 2p—|— )

p=0

Donc

0 t2p+1
Dy f(t) = oDfsin(t) = oDy Y (—1)P——
oDF f(1) oD} sin(t) 0 t;( )(2]?-1—1)!
ODat2p+1

B Z(_l)p(th—l— 1)!

t2p+1fa

=2V mavy)

- CYZl“Qp—oz—l—Z)

== tliaEQQ,a(—tZ) .

Numériquement on montre que tl_aEg,g,a(—tQ) n’est pas est une fonction pério-
dique pour 0 < o < 1, mais si & = 1 cette fonction est périodique (t'~*Fy5_o(—t?) =
cost), la figure (3.1) représente le graphe de la dérivée d’ordre fractionnaire au sens

de Riemann-Liouville de la fonction sinus.



Chapitre 3. Solutions périodiques des systemes fractionnaires 49

0 5 10 15

FIGURE 3.1: La dérivée fractionnaire au sens de R-L de la fonction sinus

3.2 Equations d’ordre fractionnaire et solutions pé-

riodiques

3.2.1 Non existence des solutions périodiques

D’aprés les théorémes (3.3) et (3.7), on a les corollaires suivants :

Corollaire 3.8.

L’équation différentielle d’ordre fractionnaire de la forme :

oDFF() +0(f(t), fO),.... ™M) =0 (3.45)

ot 0 < a ¢ N*; n’admet pas des solutions non constantes et périodiques.

Démonstration.
On suppose que f est la solution de I’équation différentielle (3.45).

Si f est une fonction non constante et T-périodique, alors

GOF) FOW, ., FOW) = 9 +T), FO(t+ T, O+ T)); Ve > 0.
(3.46)

De l'équation (3.45) et (3.46) on déduit que :
oD f(t) = oD f(t+T); ¥t > 0.

Mais d’aprés les théorémes (3.3) et (3.7), la fonction D®f ne peut pas étre une

fonction non constante et périodique. O



Chapitre 3. Solutions périodiques des systemes fractionnaires 50

Corollaire 3.9.

Le systéeme autonome d’ordre fractionnaire de la forme :
oD%x; = fi(zy,20...,2,); 1=1,2,...,n. (3.47)

ot 0 < «; < 1; n’admet aucune solution non constante et périodique.

La preuve de ce corollaire est similaire & la preuve du corollaire précédent.

3.2.2 Existence des solutions périodiques

Dans cette sous section nous présentons le théoréeme qui confirme 'existence des
solution périodiques d’un systéme différentiel d’ordre fractionnaire dans un cas

particulier.

Théoréme 3.10.

Le systeme différentiel autonome d’ordre fractionnaire

{ :Dfw = fl@) (3.48)

z(a) =z,

n’admet aucune solution périodique, sauf si la borne inferieure de la dérivation est

+o0.

Démonstration.
On suppose que 'équation (3.48) admet une solution périodique de période T

notée par ¢(t, z,), alors

1 ! a—1
olt.3,) = 2 + s / (t— 1) F(b(7, 2a))dr, (3.49)
et 1 t+T
Ot +T,24) = To+ m /a (t+T— T)a_lf(¢(T, x,))dT. (3.50)

Par 'hypothése ¢(t, z,) = ¢(t + T, x,). Donc

/ (t — 1) F(B(r,a))dr = / (4T — 1) (b a))dr  (351)
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En effectuant le changement des variables 7* = 7 — T, I’équation (3.50) peut

s’écrire sous la forme
1 t
ot+T,2,) =0+ —/ (t — ) f(d(r* + T, 2,))dr. (3.52)
F(Oé) a—T
Et comme le systéme (3.48) est autonome et admet une solution périodique alors

f@(r" + T, x4)) = f(O(T7, 2a)), (3.53)

En substituant I’équation (3.53) en (3.52) on obtient

Ot + T, 24) = 0 + ﬁ / =) T O ) (3.54)

On soustrait ’équation (3.54) de (3.49) on obtient :

qﬁ(t,xa)—gb(t—l—T,xa):/at(t—r)a L (6(r ) /aTt—Ta (6 (r,2a) )
= [t st aas - [ - et
- [ = ot

Donc

/iT(t — 1) (T, 24))dT = 0

Et comme f(¢(7,x,)) # 0, donc on conclut que les limites de l'intégrale sont égaux
(iea=a—T). Mais T # 0, alors a = +00.
Finalement les solutions des systémes différentiels d’ordre fractionnaire de borne

inférieure infinie (+00) peuvent étre périodiques. O



Chapitre 4
Applications

Dans ce chapitre nous allons étudier deux systémes d’ordre fractionnaire le premier

est un systéme linéaire [15] et le deuxiéme est non linéaire.

Les résultats de I’étude théorique de ces deux systémes sont confirmés par I’étude
numérique qui est présentée dans les figures suivantes qui sont obtenus en appli-

quant Ialgorithme d’Adams-Basheforth-Moulton généralisée(PECE).

4.1 Un systéme linéaire

On considére le systéme linéaire d’ordre fractionnaire suivant :

cDix(t) = Az(t). (4.1)
otz =(2)eR: k>0;et A= (

- Sia=1et (z1(0),22(0) # (0,0))

0 k
Le systeéme (4.1) devient : dzgt) = Az(t) ot A = ( o > .

La solution générale de ce systéme est donné par :

_ At 0) — cos(kt)  sin(kt) .
=(t) = 0)= < —sin(kt) cos(kt) ) ©):

52
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2 4 T—xt
3 X2
—X3
> 0 2
1
_2 " 1 " i
0 20 4 60 8 100 > 0
t
2 -1
-2
x 0
3
_2 " i H N _4 1 i i
0 20 4 60 80 100 -4 -2 0 2 4

@) ! (b) X

FIGURE 4.1: a)L’évolution temporelle de x, y. b) Trajectoire du systéme (4.1)
avec k=+/2 .

£(t) = ( c1 cos(kt) + cosin(kt) )

—cq sin(kt) + ¢, cos(kt)

Donc les solutions de systéme (4.1) dans ce cas sont périodique de période 2%, ce

résultat est présenté dans la figure (4.1).
-Si0<a<l1:

Pour etudier la stabilité du systéme (4.1) on applique le théoréme de Matignon

(Annex-c).
Les valeurs propres de A sont les racines du polynome

det(A = A) = K((cos(%7) = A 4 sin* ()

= A2 —2)\k cos(%) +k=0.

Donc

am - QT
2

A = kcos(%F) — kisin(4F) = ke™"2 et Ay = kcos(%F) + kisin(9) = ke = .

1 L 1 N
Les vecteurs propres sont : v; = (l) associe & A1 et vy = (_Z) associe a Ag.



Chapitre 4. Applications 54

0 10 20 30 40 50 > 0

FIGURE 4.2: a)L’évolution temporelle de x, y. b) Trajectoire du systéme (4.1)
avec o = 0.8, k=2 .

Donc la solution générale est donnée par :

On a | arg(\;) |=| arg(\2) |= 5

De plus la multiplicité algébrique et la multiplicité géométrique de A\; et Ay égale

a 1, donc le systéme (4.1) est stable.

La figure (4.2) du systéme (4.1) pour a = 0.8, k=+/2 avec deux conditions initiales
différentes ((z1(1,1) et £9(0.819, —1.789)) montre que les deux trajectoires ne sont
pas périodiques, mais convergent vers des cycles qui ne sont pas des solutions du

systéme (4.1).

4.2 Le systéme prédateurs proies

Aprés la premiére Guerre mondiale, la quantité de poissons prédateurs dans I’adria-
tique était beaucoup plus élevée que pendant les années précédentes. En effet, les
hostilités entre I'Italie et I’Autriche avaient provoqué une grande diminution de la
péche. Pour essayer de comprendre et expliquer pourquoi ce fait avait favorisé les
prédateurs plutdt que les proies, le mathématicien Voltera avait proposé les équa-

tions qui sont le sujet de cette section. Il suppose que le taux de croissance des
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populations des proies en absence des prédateurs, était donné par une constante
a et qu’il décroissait linéairement en fonction de la densité y des prédateurs. Ceci

donne )

x—:a—by; (a,b>0).
T

De plus il avait supposé qu’en absence de proies, le taux de croissance des popula-
tions des prédateurs était négatif (ce qui conduit a la disparition de la population)

et qu’il croit linéairement en fonction de la densité x des proies, ceci implique :

/

v = —c+dz; (¢,d > 0).
Y

On peut donc écrire le systéme différentiel suivant :

y =y(—c+dx)

{ ¥ =x(a — by)

Dans notre mémoire nous allons étudier le systéme précédent dans le cas

de la dérivation fractionnaire car elle est plus réaliste et posséde 'effet mémoire

que, donc le systéme devient :

{ D% = x(a — by) (4.2)
D%y = y(—c+ dz)
o0 <a<letabcd>0et(zy)ecR2.
Etude théorique
Les points d’équilibres de (4.2) sont Z; = (0,0) et Ty = (5, §).
e Pour 7; = (0,0) : La matrice Jacobienne associée est

Df(#) = ( ! )

0 —c

et ses valeurs propres sont : A\ = a et Ay = —c.
- Si @ = 1 : le point d’équilibre Z; est un selle instable car \y = a > 0 et

)\2:—C<0.
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- Si0 < a < 1:le point d’équilibre Z; est instable (car | arg(A;) |= 0 < <F; et
| arg(\g) |= 7 > 7).

e Pour 7 = (£, #) : La matrice Jacobienne associée est

0 =%
Df(fig) - < o d ) .
da g

et ses valeurs propres sont : A\ = —iy/ac et \y = iy/ac

- Si a =1: Le point d’équilibre Z5 est un centre stable (d’aprés la figure(4.3)).

- Si0 < a<1: Le point d’équilibre Z5 est asymptotiquement stable
(car | arg(A1) |=[ arg(Xe) |= 5 > F).

Etude numérique :

Dans cette partie on prend les valeurs de paramétres a =b=c=1 et d = 2 donc

les deux points d’équilibres du systéme (4.2) sont ; = (0,0) et &5 = (3, 1).

-La figure (4.3) pour a = 1, obtenue a partir de quelques conditions initiales
différentes, les deux conditions initiales x; et x5 dans le voisinage de Z; mais x3 et
x4 dans le voisinage de T, on remarque que les trajectoires sont des cycles , donc
le point d’équilibre z; est un point selle par contre 5 est un centre stable.

Mais dans le cas ou 0 < a < 1, la figure (4.4) pour @ = 0.8 avec trois conditions
initiales différentes x; dans le voisinage de Z; et x5 et x3 dans le voisinage de
T9, on remarque que les trois trajectoires sont convergent vers le point d’équilibre
T9, donc on déduit que le point d’équilibre z; est instable, mais Ty est un point

d’équilibre asymptotiquement stable.
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FIGURE 4.3: a)L’évolution temporelle de x, y. b) Trajectoire du systéme (4.2)
pour a = 1.

FIGURE 4.4: a) L’évolution temporelle de x, y. b) Trajectoire du systéme (4.2)
avec a = (.8.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons présent les résultats des travaux qui donnent la
réponse de la question de l'existence ou non existence des solutions périodiques
d’une équation différentielle d’ordre fractionnaire.

Nous avons trouver que dans le cas ou la borne inférieur a de la dérivation frac-
tionnaire est un constant fini, alors la dérivée d’une fonction périodique n’est pas
une fonction périodique de la méme période par conséquence les systémes auto-
nome d’ordre fractionnaire n’admettent pas des solutions périodiques par contre
si la borne inférieur a est infini (e = £o00) alors les systéme d’ordre fractionnaire

peuvent avoir des solutions périodiques.

Finalement le mémoire est terminé par des applications numériques qui confirment

les résultats théoriques.
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Annexe

Dans cette annexe nous allons donner quelques outils qui sont utilisé dans ce tra-
vail.

a) Différentiation d’une intégrale dépendant d’un paramétre

* La régle standard de la différentiation d’une intégrale dépendant d’un para-
meétre dans le cas unidimensionnel pour les fonctions continiiment différen-

tiable o : [a,b] — R; B :[a,b] — Ret f:[a,b) x R— Ron a:

d B(z)

£ (@, B(a))— 22)

A=) H d

flaaay= [

a(z)

dx a(z)
b) Bloc de Jordan
Définition 4.1. (Bloc de Jordan)

On appelle bloc de Jordan de dimension n et valeur propre A, la matrice J,, 5 de

type n x n définie par les propriétés suivantes :

a) Les coefficients sur la diagonale sont tous égaux a A.
b) Les coefficients d’indices (7,7 + 1) sont tous égaux a 1, pour i = 1--- ,n— 1.
c) Tous les autres coefficients sont nuls, et en particulier J, ) est triangulaire

supérieure.

Définition 4.2. (Matrice de Jordan)

Une matrice de Jardan est une matrice carré partagée en sous-matrices telle que :

a) Les blocs diagonaux sont des blocs de Jordan.

b) Les blocs extérieurs a la diagonale sont des matrices nulles.
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c) Stabilité des systémes linéaires d’ordre fractionnaire
Pour etudier la stabilité des systémes d’ordre fractionnaire nous utilisé le théoréeme

suivant introduit par Matignon [5].

Théoréme 4.3. (La stabilité des systéemes linéaires d’ordre fractionnaire)

On considere le systeme différentiel d’ordre fractionnaire
D%x(t) = Ax(t); (4.3)
ou A est une matrice n X n constante, 0 < o < 1.

a) La solution z(t) = 0 du systéme (4.3) est asymptotiquement stable si et
seulement si toutes les valeurs propres A\;; (i = 1,---,n) de A satisfirent
| arg(A;) |>

b) La solution z(t) = 0 du systéme (4.3) est stable si et seulement si toutes les
valeurs propres \;; (i = 1,--- ,n) de A satisfirent | arg(\;) |> % avec égalité
si les valeurs correspondant ont une multiplicité géométrique qui coincide

avec la multiplicité algébrique.
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Dans ce memoire, nous avons presente quelgues résullals
theoriques d existence ou non existence des solutions
_peériodiques des eéquations differentielles d ordre
Jractionnatre, ces résultats theorigues ont éte confirmeés par
des résullals numeriques obtenus en appliquant la méthode
dAdams-Bashforth-Moulton PFCE

Mols cles les équations différentielles dordre fractionnaire, les
Solutions périodiques.

rnes

In this work, we have presented the existence or non
existence resulls of periodic solutions for fractional order
differential equations. The numerical resulls obtained using
the Adams-Bashforthi-Moulton method (PFCE) confirms the

_Justness of the analytical study.

Key words: fractional order differential equations - periodic
solutions.
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