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Introduction

La théorie des équations différentielles fractionnaires a émergé comme un domaine
intéressant à explorer ces dernières années. Notons que cette théorie à de nom-
breuses applications, dans la description de nombreux évènements dans le monde
réel. Par exemple les équations différentielles fractionnaires sont souvent appliqués
dans l’ingénierie, la physique[18], la chimie, la biologie,...etc.
Dans la littérature, on attribue souvent le nom de la dérivation fractionnaire à la
généralisation de la dérivation à un ordre quelconque, entier, réel ou complexe.
[12]
La question des dérivées fractionnaires est été abordée en 1695 par Leibniz dans
une lettre adressé à l’Hôpital, mais lorsque celui-ci lui demande quelle pourrait être
la dérivées d’ordre un demi de la fonction x(t)?, Leibniz répond que cela mène à
un paradoxe dont, un jour on tirera des conséquences utiles.

De nombreux mathématiciens ont été penchés sur cette question, en particulier
Euler (1730), Fourier (1822), Abel (1823), Liouville (1832), Riemann (1847) [7, 10].
L’idée du calcul fractionnaire consiste a généraliser les opérateurs d’intégration et
de différentiation en utilisant un seul opérateur fondamental aDα

t où a et t sont
les bornes de l’opérateur, et on a :

aD
α
t =


dα

dtα
; α > 0

1; α = 0
t∫
a

(dτ)−α;α < 0

;

où α ∈ R est l’ordre de l’opération.
Dans ce travail nous présentons quelques notions fondamentales sur les équations
différentielles d’ordre fractionnaire puis on fera des études sur l’existence ou non
existence des solutions périodiques de ces équations.
Ce mémoire comprend quatre chapitres :

4



Introduction 5

Dans le premier chapitre : Nous donnerons les notions de base de la dérivation
d’ordre fractionnaire.

Dans le deuxième chapitre : On présentera l’étude des équations différentielles
d’ordre fractionnaire analytiquement et numériquement.

Dans le troisième chapitre : Nous discutons le problème d’existence ou non
existence des solutions périodiques.

Le quatrième chapitre : Est consacré à l’application des notions présentées dans
les trois chapitres sur deux systèmes différentiels d’ordre fractionnaire..



Chapitre 1

Les dérivées fractionnaires

En mathématiques, le calcul fractionnaire est une branche de l’analyse qui étudier
la possibilité qu’un opérateur différentiel puisse être élevé à un ordre non entier.
Par ce procédé On peut définir des dérivées et des intégrations fractionnaires. Qui
rentrent dans le cadre plus générale des opérateurs pseudo-différentiels.
Les dérivées fractionnaires sont utilisées par exemple dans certains domaines de
la physique faisant intervenir des phénomènes de diffusion comme l’électroma-
gnétisme, l’acoustique ou la thermique, en définissant des opérateurs pseudo-
différentiels diffusifs, avec des conditions au bord à géométrie fractale.

1.1 Préliminaires

Dans cette section nous présentons quelques outils de base qui ils sont bien détaillés
dans [4, 8, 11].

1.1.1 La fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma qui
prolonge la factoriel aux valeurs non entières.

Définition 1.1.

La fonction Gamma d’Euler est définie par l’intégrale suivante :

Γ(z) =

∫ ∞
0

e−ttz−1dt; <(z) > 0

6



Chapitre 1. Les dérivées fractionnaires 7

Quelques propriétés de la fonction Gamma

– Propriété fondamentale :

Intégrons par parties la formule d’Euler :

Γ(z) =

∫ ∞
0

e−ttz−1dt,

=
1

z
tze−t|∞0 +

∫ ∞
0

e−t
tz

z
dt,

=
1

z

∫ ∞
0

e−ttzdt,

=
1

z
Γ(z + 1).

Donc
Γ(z + 1) = zΓ(z) (1.1)

C’est la relation de récurrence de la fonction Γ.
Cette formule permet de calculer Γ(z) pour z > 0 quelconque si on connait Γ(z)

pour z variant dans un intervalle de longueur 1, (par exemple z ∈ [1, 2]).
Mais cette relation de récurrence permet aussi de définir Γ(z) pour les valeurs
négatives de z.

– Prolongement de Γ(z) pour z négatives :

Supposons −1 < z < 0 donc 0 < z + 1 < 1.

Dans ce cas Γ(z + 1) est bien définie par la formule d’Euler, mais pas Γ(z).

Il convient alors de définir Γ(z) par la relation

Γ(z) =
Γ(z + 1)

z
.

Et tendon le procédé de proche en proche.
Ainsi pour −(n− 1) < z < −n (n entier positif ou nul), on aura

Γ(z) =
Γ(z + n+ 1)

z(z + 1) · · · (z + n)
; 0 < z + n+ 1 < 1

La fonction Gamma généralise la factorielle car Γ(n+ 1) = n! ∀n ∈ N∗.

Γ(z) est indéfinie pour toutes les valeurs entières négatives.

• La figure (1.1) représente le graphe de la fonction Gamma d’Euler
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Figure 1.1: La fonction Gamma d’Eleur pour z = α

Définition 1.2. (La fonction Bêta)
La fonction Bêta d’Euler est définie par l’intégrale suivante :

β(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt; (<(x) > 0; <(y) > 0).

La relation entre la fonction Bêta d’Euler et la fonction Gamma est donnée par :

β(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)

1.1.2 La fonction de Mittag-Leffler

La fonction de Mittag-Leffler est une fonction importante pour le calcul fraction-
naire. Son rôle est analogue à celui joué par la fonction exponentielle dans le cas
du calcul différentiel classique.

* La fonction de Mittag-Leffler à un paramètre est définie par :

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
; α > 0

* La fonction de Mittag-Leffler avec deux paramètres α et β, est définie par :

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
; α > 0, β > 0.
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Figure 1.2: La fonction de Mittag-leffler pour z = x, α > 0 et β = 1.

Remarque 1.3. :

La fonction exponentielle usuelle correspond à la valeur α = 1

E1(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1)
=
∞∑
k=0

zk

k!
= exp(z)

• La figure (1.2) représente le graphe de la fonction de Mittag-Leffler.

1.1.3 La transformée de Laplace

Soit, La transformée de Laplace F (s) d’une fonction f(t) est définie par

F (s) = L{f(t), s} =

∫ ∞
0

e−stf(t)dt. (1.2)

La fonction originale f(t) peut être obtenue par la transformée inverse de Laplace
de F (s).

f(t) = L−1(F (s)) =

∫ c+i∞

c−i∞
e−stF (s)ds; c = <(s) > c0 (1.3)

où c0 est l’indice de convergence de l’intégrale (1.3).
Pour l’existence de l’intégrale (1.2) la fonction f(t) doit être d’ordre exponentiel
c0, ce qui veut dire qu’il existe deux constantes positives M et T telles que :

e−c0t | f(t) |≤M pour tout t > T
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Le produit de convolution des deux fonctions f et g est donné par :

f(t) ∗ g(t) =

∫ t

0

f(t− τ)g(τ)dτ, (1.4)

=

∫ t

0

f(τ)g(t− τ)dτ,

et sa transformée de Laplace est donnée par :

L{f(t) ∗ g(t), s} = F (s)G(s), (1.5)

sous l’hypothèse que les fonctions F (s) et G(s) existent.

La transformée de Laplace de la dérivée d’ordre entier n de f(t) est donnée par :

L{f (n)(t), s} = snF (s)−
n−1∑
k=0

skf (n−k−1)(0) (1.6)

= snF (s)−
n−1∑
k=0

sn−k−1f (k)(0).

1.2 L’intégration et la dérivation d’ordre fraction-

naire

Il ya plusieurs approches pour la dérivation fractionnaire, nous allons souligner
deux approches qui sont fréquemment utilisées dans les applications.

1.2.1 la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Dans cette section nous présentons la définition de l’intégrale et de la dérivée
d’ordre arbitraire au sens de Riemann-Liouville, et quelques propriétés [2].

Soit f : [a, b] 7−→R une fonction continue, b peut être fini ou infini.

Définition 1.4.

On appelle dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre p∈ R de la
fonction f, la fonction aD

p
t f donner par :

aD
p
t f(t) =

1

Γ(−p+ n+ 1)
(
d

dt
)n+1

∫ t

a

(t− τ)n−pf(τ)dτ (1.7)
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où n ≤ p < n+ 1 et t > a.

1.2.1.1 Intégrale d′ordre arbitraire

Pour étendre la notion d’n-uple intégration aux valeurs non-entières n, on peut
démarrer de la formule de Cauchy :

f (−n)(t) =
1

Γ(n)

∫ t

a

(t− τ)n−1f(τ)dτ, (1.8)

et remplacer l’entier n par un réel p > 0

aD
−p
t f(t) =

1

Γ(p)

∫ t

a

(t− τ)p−1f(τ)dτ. (1.9)

Dans (1.8) l’entier n doit être supérieur ou égale à 1 ; la condition correspondante
pour p est plus faible, pour l’existence de l’intégrale de Riemann-Liouville (1.9) on
doit avoir p > 0.

Exemple 1.1. :
Considérons la fonction f(t) = tq.

0n a

0D
−p
t f(t) =

1

Γ(p)

∫ t

0

(t− τ)p−1f(τ)dτ

=
1

Γ(p)

∫ t

0

(t− τ)p−1τ qdτ.

On utilisant le changement de variable τ = xt donc t− τ = (1− x)t. On obtient

1

Γ(p)

∫ t

0

(t− τ)p−1τ qdτ =
1

Γ(p)

∫ 1

0

(1− x)p−1tp−1xqtq+1dx

=
tp+q

Γ(p)

∫ 1

0

(1− x)p−1xqdx

=
tp+q

Γ(p)
β(p, q + 1)

= tp+q
Γ(q + 1)

Γ(p+ q + 1)

Si f(t) = K alors 0D
−p
t f(t) = K

Γ(p+1)
tp.
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Proposition 1.5. : Soient f ∈ C0([a, b]), p > 0. Alors on a

lim
p−→0

(aD
−p
t f(t)) = f(t). (1.10)

Proposition 1.6. : Soient f ∈ C0([a, b]), p > 0 et q > 0. Alors

aD
−p
t (aD

−q
t f(t)) = aD

−(p+q)
t f(t) = aD

−q
t (aD

−p
t f(t)). (1.11)

Démonstration. 1. On a f est continue sur [a, b] donc par définition :

∀ ε > 0; ∃ δ > 0 tel que ∀t ∈ [a, b];∀τ ∈ [a, b];

|τ − t| < δ ⇒ |f(τ)− f(t)| < ε.

aD
−p
t f(t) =

1

Γ(p)

∫ t

a

(t− τ)p−1(f(τ)− f(t))dτ +
f(t)

Γ(p)

∫ t

a

(t− τ)p−1dτ,

=
1

Γ(p)

∫ t−δ

a

(t− τ)p−1(f(τ)− f(t))dτ,

+
1

Γ(p)

∫ t

t−δ
(t− τ)p−1(f(τ)− f(t))dτ +

f(t)(t− a)p

Γ(p+ 1)
,

On prend

I1 =
1

Γ(p)

∫ t−δ

a

(t−τ)p−1(f(τ)−f(t))dτ et I2 =
1

Γ(p)

∫ t

t−δ
(t−τ)p−1(f(τ)−f(t))dτ.

Donc

|I1| ≤
1

Γ(p)

∫ t−δ

a

(t− τ)p−1 | f(τ)− f(t) | dτ,

≤ M

Γ(p)

∫ t−δ

a

(t− τ)p−1dτ =
M

Γ(p+ 1)
(−δp + (t− a)p),

où M = 2 sup
x∈[a,t]

| f(x) | .

Alors, pour tout δ > 0 fixé
lim
δ→0
| I1 |= 0 (1.12)

| I2 |<
ε

Γ(p)

∫ t

t−δ
(t− τ)p−1dτ =

ε

Γ(p+ 1)
δp,

et en tenant compte du fait que ε −→ 0 lorsque δ −→ 0, nous obtenons pour
tout p ≥ 0

lim
δ→0
| I2 |= 0 (1.13)
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Prenons maintenant un ε > 0 arbitraire et choisissons δ tel que :

|I2| < ε. (1.14)

En considérant

|a D−pt f(t) − f(t) |≤| I1 + I2 + f(t)(
(t− a)p

Γ(p+ 1)
− 1) |,

≤| I1 | + | I2 | + | f(t) || (t− a)p

Γ(p+ 1)
− 1 |,

et en tenant compte des limites ( 1.13) et(1.12) et l’estimation (1.14), nous
obtenons

lim
p→0

sup |a D−pt f(t) − f(t) |≤ ε,

où ε peut être, choisi assez petit que l’on désire. Ainsi

lim
p→0

sup | aD
−p
t f(t)− f(t) |= 0,

et (1.10) a lieu si f(t) est continue pour t ≥ a.

2. Par définition on a :

aD
−p
t (aD

−q
t f(t)) =

1

Γ(q)

∫ t

a

(t− τ)q−1(aD
−p
τ f(τ))dτ,

=
1

Γ(p)Γ(q)

∫ t

a

(t− τ)q−1dτ

(∫ τ

a

(τ − x)p−1f(x)dx

)
,

=
1

Γ(p)Γ(q)

∫ t

a

f(x)dx

∫ t

x

(t− τ)q−1(τ − x)p−1dτ,

=
1

Γ(p+ q)

∫ t

a

(t− x)p+q−1f(x)dx,

= aD
−p−q
t f(t).

Pour calculer l’intégrale de x à t, nous avons utilisé le changement de variable
τ = x+ y(t− x), ce qui nous permet de l’exprimer en termes de la fonction
Bêta.
Evidement, on peut interchanger p et q, nous avons alors

aD
−p
t (aD

−q
t f(t)) = aD

−(p+q)
t f(t) = aD

−q
t (aD

−p
t f(t))
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1.2.1.2 La dérivée d’ordre arbitraire

Soit n− 1 ≤ p < n ; et f une fonction intégrable sur [a, b], la dérivée fractionnaire
au sens de Riemann-Liouville d’ordre p > 0 de la fonction f est :

aD
p
t f(t) =

1

Γ(n− p)
dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)n−p−1f(τ)dτ, (1.15)

=
dn

dtn
(aD

−(n−p)
t f(t)).

Si p = n− 1, alors nous avons une dérivée conventionnelle d’ordre n− 1 :

aD
n−1
t f(t) =

dn

dtn
(aD

−1
t f(t)) = f (n−1)(t).

• Quelques propriétés des dérivées fractionnaires au sens de Riemann-

Liouville :

1. aD
p
t (aD

−p
t f(t)) = f(t).

Cette propriété et peut être la plus importante, de la dérivée au sens de
Riemann-Liouville pour p > 0 ; t > a.

2. aD
−p
t (aD

p
t f(t)) = f(t)−

∑n
j=1

[
aD

p−j
t f(t)

]
t=a

(t−a)p−j

Γ(p−j+1)
; p > 0; t > a.

3. En générale on a :
pour p > q > 0 :

aD
p
t (aD

−q
t f(t)) = aD

p−q
t f(t),

et

aD
−q
t (aD

p
t f(t)) = aD

p−q
t f(t)−

n∑
j=1

[
aD

p−j
t f(t)

]
t=a

(t− a)p−j

Γ(1 + q − j)
.

La différentiation et l’intégration fractionnaires au sens de Riemann-Liouville
ne commutent pas en général.

4. Soit n ∈ N∗, On a :

dn

dtn
(aD

p
t f(t)) = aD

n+p
t f(t)

mais

aD
p
t

(
dn

dtn
f(t)

)
= aD

p+n
t f(t)−

n−1∑
j=0

f (j)(a)(t− a)j−p−n

Γ(j + 1− p− n)
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Donc l’opérateur de dérivation fractionnaire aD
p
t de Riemann-Liouville com-

mute avec dn

dtn
seulement si f (j)(a) = 0; (j = 0, 1, · · · , n− 1).

5. Soit (m− 1 6 p < m) et (n− 1 6 q < n), on a

aD
p
t (aD

q
t f(t))) = (aD

p+q
t f(t))−

n∑
j=1

[
aD

q−j
t f(t))

]
t=a

(t− a)−p−j

Γ(1− p− j)
, (1.16)

et

aD
q
t (aD

p
t f(t))) = (aD

p+q
t f(t))−

m∑
j=1

[
aD

p−j
t f(t))

]
t=a

(t− a)−q−j

Γ(1− q − j)
. (1.17)

En tenant conte des relations (1.16) et (1.17) en déduit que dans le cas
générale les opérateurs aD

p
t et aD

q
t de dérivation fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville ne commutent que si p = q ou f (j)(a) = 0 (j = 1, 2, · · · , r−
1) où r = max(n,m).

Exemple 1.2. :

1. Considérons la fonction f(t) = (t− a)q.

aD
p
t f(t) =

dn

dtn

(
aD
−(n−p)
t f(t)

)
; (n− 1) 6 p < n

On a :

aD
−(n−p)
t f(t) =

1

Γ(n− p)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1f(τ)dτ

=
1

Γ(n− p)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1(τ − a)qdτ

Pour calculer cette intégrale nous avons utilisé le changement de variable
τ = a+ x(t− a) donc t− τ = (t− a)(1− x).
Alors

1

Γ(n− p)

∫ t

a

(t− τ)n−p−1(τ − a)qdτ =
1

Γ(n− p)

∫ 1

0

(t− a)n−p−1(1− x)n−p−1xq(t− a)q+1dx,

=
(t− a)n−p+q

Γ(n− p)

∫ 1

0

(1− x)n−p−1xqdx,

=
Γ(q + 1)

Γ(n+ q − p+ 1)
(t− a)n−p+q,

donc

aD
p
t f(t) =

dn

dtn

(
(t− a)n−p+q

Γ(q + 1)

Γ(n+ q − p+ 1)

)
=

Γ(q + 1)

Γ(q − p+ 1)
(t− a)q−p.
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Si f(t) = K (constant). Alors

aD
p
t f(t) =

dn

dtn

(
aD
−(n−p)
t K

)
,

=
dn

dtn
(

K

Γ(n− p+ 1)
(t− a)n−p),

=
K

Γ(1− p)
(t− a)−p.

1.2.1.3 La transformée de Laplace de la dérivée au sens de Riemann-

Liouville

L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville peut notamment s’écrire comme le
produit de convolution de la fonction g(t) = tp−1 et f(t).

On a

0D
−p
t f(t) =

1

Γ(p)

∫ t

0

(t− τ)p−1f(τ)dτ, (1.18)

=
1

Γ(p)
(g(t) ∗ f(t)),

et comme la transformée de Laplace de la fonction g(t) = tp−1 est donnée par

G(s) = L{tp−1, s} = Γ(p)s−p,

alors en utilisant la formule (1.5), on obtient la transformée de Laplace de l’inté-
gration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

L{0D
−p
t f(t), s} = s−pF (s), (1.19)

Pour obtenir la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de
Riemann-Liouville de la fonction f(t) posons

0D
p
t f(t) = g(n)(t)

g(t) = 0D
−(n−p)
t f(t) =

1

Γ(n− p)

∫ t

0

(t− τ)n−p−1f(τ)dτ ; n− 1 ≤ p < n.
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L’utilisation de la formule (1.6) donne :

L{0D
p
t f(t), s} = snG(s)−

n−1∑
k=0

skg(n−k−1)(0), (1.20)

où
G(s) = s−(n−p)F (s). (1.21)

A partir de la définition de la dérivation fractionnaire de Riemann-Liouville il vient

g(n−k−1)(t) =
dn−k−1

dtn−k−1 0D
−(n−p)
t f(t) = 0D

p−n−1
t f(t) (1.22)

En substituant (1.21) et (1.22) dans (1.20). Nous obtenons l’expression finale de
la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

L{0D
p
t f(t), s} = spF (s)−

n−1∑
k=0

sk[0D
p−k−1
t f(t)]t=0; n− 1 ≤ p < n (1.23)

1.2.2 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Dans cette section nous présentons la définition et quelques propriétés des dérivées
fractionnaires au sens de Caputo.

Définition 1.7.

Soit f ∈ Cn([a, b]), p > 0 la dérivée fractionnaire de la fonction f au sens de
Caputo est défini par :

c
aD

p
t f(t) =

1

Γ(n− p)

∫ t

a

f (n)(τ)dτ

(t− τ)p−n+1
= aD

−(n−p)
t (

dn

dtn
f(t)) (1.24)

où n− 1 < p < n et t > a.

Remarque 1.8. :
La relation entre la dérivée au sens de Caputo et la dérivée au sens de Riemann-
Liouville est donnée par [4] :

c
aD

p
t f(t) = aD

p
t f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

Γ(k − p+ 1)
(t− a)k−p. (1.25)

Lemme 1.9. : Soit p > 0. On a
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a) Si f ∈ C[a, b] alors
c
aD

p
t (aD

−p
t f(t)) = f(t)

b) Si f ∈ Cn[a, b] alors

aD
−p
t (caD

p
t f(t)) = f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k,

En particulier, si 0 < p ≤ 1 et f(t) ∈ C[a, b] alors

aD
−p
t (caD

p
t f(t)) = f(t)− f(a).

Propriétés : Soit f ∈ Cn+1 [a, b]

1. La dérivée de au sens de Caputo d’une fonction constante est nulle par contre
la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une fonction constante n’est
pas nulle.

2. lim
p−→n

(caD
p
t f(t)) = f (n)(t) ; n ∈ N∗ et 0 ≤ n− 1 < p < n

3. Soit m ∈ N∗ et n− 1 < p < n ; on a

c
aD

p
t (
c
aD

m
t f(t)) = c

aD
p+m
t f(t)

mais
c
aD

p
t (
c
aD

m
t f(t)) = c

aD
m
t (caD

p
t f(t)) = c

aD
m+p
t f(t)

seulement si f (k)(a) = 0 pour k = n, n+ 1, . . . ,m.

Démonstration. :

1. Si f(t) = K (constant) alors f (k)(t) = 0 pour k = 1, . . . , n

donc
c
aD

p
tK =

1

Γ(n− p)

∫ t

a

f (k)(a)

(t− τ)p−n+1
dτ = 0.
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Par contre on a

aD
p
tK =

Kt−p

Γ(1− p)
.

2.

lim
p−→n

(caD
p
t f(t)) = lim

p−→n
(
f (n)(a)(t− a)n−p

Γ(n− p+ 1)
+

1

Γ(n− p+ 1)

∫ t

a

(t− τ)n−pf (n+1)(τ)dτ)

= f (n)(a) +

∫ t

a

f (n+1)(τ)dτ

= f (n)(t); n = 1, 2, . . .

3.

a) Montrons que :
c
aD

p
t (
c
aD

m
t f(t)) =c

a D
m+p
t f(t).

On a

c
aD

p
t (
c
aD

m
t f(t)) = aD

−(n−p)
t aD

n
t (caD

m
t f(t))

= aD
−(n−p)
t aD

n+m
t f(t)

= aD
n+m−(p+m)
t aD

n+m
t f(t)

= c
aD

p+m
t f(t).

b) Montrons que :
c
aD

m
t (caD

p
t f(t)) = c

aD
m+p
t f(t),
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seulement si f (k)(a) = 0 pour k = n, n+ 1, . . . ,m. On a

Dm(caD
p
t f(t)) = Dm(Dpf(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

Γ(k − p+ 1)
(t− a)k−p),

= Dm(Dpf(t))−Dm(
n−1∑
k=0

f (k)(a)

Γ(k − p+ 1)
(t− a)k−p),

= Dp+mf(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

Γ(k − p+ 1)
Dm(t− a)k−p,

= Dp+mf(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

Γ(k − (p+m) + 1)
(t− a)k−(p+m),

= Dp+mf(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

Γ(k − (p+m) + 1)
(t− a)k−(p+m),

−
m+n−1∑
k=n

f (k)(a)

Γ(k − (p+m) + 1)
(t− a)k−(p+m),

+
m+n−1∑
k=n

f (k)(a)

Γ(k − (p+m) + 1)
(t− a)k−(p+m),

= Dp+mf(t)−
m+n−1∑
k=0

f (k)(a)

Γ(k − (p+m) + 1)
(t− a)k−(p+m),

+
m+n−1∑
k=n

f (k)(a)

Γ(k − (p+m) + 1)
,

= cDp+mf(t) +
m+n−1∑
k=n

f (k)(a)

Γ(k − (p+m) + 1)
(t− a)k−(p+m).

Donc
c
aD

m
t (caD

p
t f(t)) =c

a D
m+p
t f(t)

seulement si f (k)(a) = 0 pour k = n, n+ 1, . . . ,m.

Remarque 1.10. : Soit f ∈ Cn(I). On a

c
−∞Df(t) =

1

Γ(n− p)

∫ t

−∞

f (n)(τ)

(t− τ)p−n+1
dτ = −∞D

p
t f(t); ∀t ∈ I = R. (1.26)

La formule (1.26) montre que pour l’étude des processus équilibrés, la définition
de Riemann-Liouville et celle de Caputo doivent donner les mêmes résultats [2].
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Exemple 1.3.

Considérons la fonction f(t) = (t− a)β tel que β > n et n = [p] + 1.

On a
c
aD

p
t f(t) = aD

p
t f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

Γ(k − p+ 1)
(t− a)k−p.

Et
f (k)(a) = 0; ∀k = 0, 1, . . . , n− 1.

Donc

c
aD

p
t (t− a)β = aD

p
t (t− a)β

=
Γ(β + 1)

Γ(β − p+ 1)
(t− a)β−p.

Et si β = 0, 1, . . . , n− 1 alors

c
aD

p
t (t− a)β = 0.

1.2.2.1 La transformée de Laplace de la dérivée au sens de Caputo

Grâce à la relation (1.24), on arrive la transformée de Laplace de la dérivée frac-
tionnaire au sens de Caputo.

L{c0D
p
t f(t), s} = spF (s)−

n−1∑
k=0

sp−k−1f (k)(0); n− 1 < p ≤ n. (1.27)

1.2.3 Propriétés des dérivées fractionnaires

Nous nous intéressons dans cette section aux propriétés d’intégration et de diffé-
rentiation fractionnaire, qui sont souvent utilisées dans les applications [2].

1.2.3.1 Linéarité

Similairement à la différentiation d’ordre entier, la différentiation fractionnaire est
une opération linéaire :

Dp(λf(t) + βg(t)) = λDpf(t) + βDpg(t),
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où Dp désigne n’importe quelle mutation de la différentiation fractionnaire consi-
dérée dans ce mémoire.
La linéarité de différentiation fractionnaire vient directement de la définition cor-
respondante. par exemple pour la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre
p; (k − 1 ≤ p < k) définie par (1.15), on a :

Dp(λf(t) + βg(t)) =
1

Γ(k − p)
dk

dtk

∫ t

a

(t− τ)k−p−1(λf(τ) + βg(τ))dτ,

=
λ

Γ(k − p)
dk

dtk

∫ t

a

(t− τ)k−p−1f(τ)dτ,

+
β

Γ(k − p)
dk

dtk

∫ t

a

(t− τ)k−p−1g(τ)dτ,

= λDpf(t) + βDpg(t).

1.2.3.2 La règle de Leibniz pour les dérivées fractionnaires

La règle de Leibniz pour la dérivée fractionnaire est la suivante :
Si f(t) est continue dans [a, t] et ϕ(t) admet (n+ 1) dérivées continues dans [a, t],

alors la dérivée fractionnaire du produit ϕ(t)f(t) est donnée par :

aD
p
t (ϕ(t)f(t)) =

n∑
k=0

(pk)ϕ
(k)(t)aD

p−k
t f(t)−Rp

n(t);

où (pk) =p(p−1)(p−2)···(p−k+1)
k!

, n ≥ p+ 1 et

Rp
n(t) =

1

n!Γ(−p)

∫ t

a

(t− τ)−p−1f(τ)dτ

∫ t

τ

ϕ(n+1)(ξ)(τ − ξ)ndξ,

avec
lim
n→∞

Rp
n(t) = 0,

si f et ϕ avec toutes ses dérivées sont continues dans [a, t], alors la règle de Leibniz
pour la dérivation fractionnaire est donnée par :

aD
p
t (ϕ(t)f(t)) =

∞∑
k=0

(pk)ϕ
(k)(t)aD

p−k
t f(t).
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Equations différentielles d’ordre

fractionnaire

Tout équation de la forme :

Dαy(t) = f(t, y(t)); α ∈ R+ (2.1)

est une équation différentielle fractionnaire d’ordre α.

On dit que l’équation (2.1) est linéaire si

f(t, y(t)) = g(t)y(t) + h(t), (2.2)

tel que g, h deux fonctions continues.
De plus si h(t) = 0 alors (2.1) est une équation différentielle fractionnaire linéaire
homogène.

2.1 Théorème d’existence et unicité

Dans cette section nous allons étudier l’existence et l’unicité de la solution d’une
équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire [1].

Soient α un réel positif et n = dαe (où dαe = min{z ∈ Z : z ≥ α}).
Considérons le problème de Cauchy suivant :{

Dαy(t) = f(t, y(t)),

Dky(0) = y(k)(0); k = 0, 1, . . . , n− 1.
(2.3)

23
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Théorème 2.1. (existence et unicité)
Soient y(0)

0 , . . . , y
(n−1)
0 ∈ R, h∗ > 0 et f : G −→ R (tel que G = [0, h∗]×R) est une

fonction continue Lipshitzienne par rapport à y (i.e. il existe un constant L > 0

independent de t, y1 et y2 tel que | f(t, y1)− f(t, y2 |≤ L | y1− y2 |), alors il existe
une unique solution y du problème (2.3) tel que y ∈ C[0, h∗].

En particulier ce théorème est applicable pour les équations linéaires (2.2), où
h, g ∈ C[0, h∗] car nous choisissons L =‖ f ‖∞ .

Lemme 2.2.

La fonction y ∈ C[0, h] est une solution du problème (2.3) si et seulement si y est
solution de l’équation intégrale non linéaire de Volterra.

y(t) =
n−1∑
k=0

tk

k!
y

(k)
0 +

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ, y(τ))dτ (2.4)

Démonstration.
Premièrement supposons que y est solution de (2.4), on peut écrire cette équation
sous la forme réduit :

y(t) =
n−1∑
k=0

tk

k!
y

(k)
0 +D−α0 f(t, y(t)).

En appliquant l’opérateur de différentiation Dα
0 sur les deux cotés de cette relation

on aura immédiatement que y est solution de l’équation différentielle (2.3).
Appliquons maintenant l’opérateur Dk

0 ; 0 ≤ k ≤ n − 1 sur l’équation de Volterra
(2.4), on obtient

Dk
0y(t) =

n−1∑
Dk

0

j=0

tj

j!
y

(j)
0 +Dk

0D
−k
0 D

−(α−k)
0 f(t, y(t)).

Dk
0t
j = 0 pour j < k alors si t = 0 on a :

Dk
0y(0) = Dk

0

tk

k!
y

(k)
0

∣∣∣∣
t=0

+ D
−(α−k)
0 f(t, y(t))

∣∣∣
t=0

.

et comme α − k ≥ 1 ; l’intégrale est nul D−(α−k)
0 f(t, y(t))

∣∣∣
t=0

= 0; par suite

Dk
0y(0) = y

(k)
0 .
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d’autre part on définit z(t) = f(t, y(t)) alors z ∈ C[0, h] on récrit l’équation de la
forme :

z(t) = f(t, y(t)) = cDαy(t) = Dα
0 (y−Tn−1[y; 0])(t) = Dn

0 D
−(n−α)
0 (y−Tn−1[y; 0])(t)

tel que Tn−1[y; 0] =
n−1∑
k=0

tk

k!
y

(k)
0 est le polynôme de Taylor de degré n − 1 pour la

fonction f autour de 0.
En appliquant l’opérateur D−n0 sur les deux membres de cette relation elle devient :

D−n0 z(t) = D
−(n−α)
0 (y − Tn−1[y; 0])(t) + q(t).

Avec q un polynôme de degré ne dépassant pas n− 1.
Comme z est continue, la fonction D−n0 z a un zéro d’ordre au moins n à l’origine.
En outre la différence y − Tn−1[y; 0] a la même propriété par construction.
Et donc la fonction D−(n−α)

0 (y − Tn−1[y; 0]) doit avoir un zéro d’ordre n aussi.
Par suite le polynôme q a la même propriété mais comme il est de degré ne dépas-
sant pas n− 1 il en résulte que q = 0, par conséquent

D−n0 z(t) = D
−(n−α)
0 (y − Tn−1[y; 0])(t).

En appliquant l’opérateur de dérivation de Riemann-Liouville Dn−α
0 sur les deux

membres de cette équation on obtient

y(t)− Tn−1[y; 0](t) = D−α0 z(t).

En substituant z(t) et y − Tn−1[y; 0](t) on retrouve l’équation de Volterra :

y(t) =
n−1∑
k=0

tk

k!
y

(k)
0 +

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ, y(τ))dτ.
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2.2 Résolution analytique des équations différen-

tielles d’ordre fractionnaires

En générale, les méthodes analytiques sont utilisées pour résoudre les équations
différentielles fractionnaires linéaires par contre pour résoudre une équation dif-
férentielle fractionnaire non linéaire on utilise généralement des méthodes numé-
riques. Dans cette section nous présentons la résolution analytique dans le cas
unidimensionnelle [1] et multidimensionnelle [9].

2.2.0.3 Cas unidimensionnelle

Théorème 2.3.

Soit λ ∈ R ; la solution générale du problème :{
Dαy(t) = λy(t) + q(t)

y(k)(0) = y
(k)
0 (k = 0, 1, · · · , n− 1)

(2.5)

où q ∈ C[0, h], est sous la forme :

y(t) =
n−1∑
k=0

y
(k)
0 uk(t) + ỹ(t). (2.6)

Avec

ỹ(t) =

{
D−αq(t) si λ = 0
1
λ

∫ t
0
q(t− τ)u

′
0(τ)dτ si λ 6= 0

;

où
uk(t) = D−keα(t) tel que eα(t) = Eα(λtα); k = 0, 1, . . . , n− 1.

Démonstration.
Si λ = 0 : Donc le problème (2.5) devient sous la forme{

Dαy(t) = q(t)

y(k)(0) = y
(k)
0 (k = 0, 1, · · · , n− 1)

.

On a eα(t) = Eα(0) = 1, alors uk(t) = tk

k!
quelque soit k.

Donc d’après la relation (1.25)

cDαy(t) = Dαy(t)−
n−1∑
k=0

y(k)(0)

Γ(k − α + 1)
tk−α = q(t).
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Donc

Dαy(t) =
n−1∑
k=0

y(k)(0)

Γ(k − α + 1)
tk−α + q(t).

On applique l’intégrale de Riemann-Liouville d’ordre α sur les deux cotés

D−αDαy(t) =
n−1∑
k=0

y(k)(0)D−αtk−α

Γ(k − α + 1)
+D−αq(t)

=
n−1∑
k=0

y(k)(0)tk

k!
+D−αq(t).

Donc

y(t) =
n−1∑
k=0

y
(k)
0 uk(t) + ỹ(t); où ỹ(t) = D−αq(t)

Si λ 6= 0 : la preuve se faite en deux étapes (a) et (b) :

a) La fonction uk satisfait l’équation différentielle homogène, c’est à dire : cDαuk =

λuk, ∀k = 1, · · · , n − 1 et vérifie les conditions initiales u(k)
k (0) = δij (delta

de Kronecker) pour j, k = 0, . . . , n− 1.

b) La fonction ỹ est une solution de l’équation différentielle non homogène
avec les conditions initiales homogènes.
On commence par (a), nous savons que

eα(t) = Eα(λtα) =
∞∑
j=0

λjtαj

Γ(αj + 1)
.

Donc

uk(t) = D−keα(t) =
∞∑
j=0

λjtαj+k

Γ(αj + 1 + k)
.
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Montrons maintenant que uk est une solution de l’équation différentielle
non homogène.

cDαu(t) = cDα

∞∑
j=0

λjtαj+k

Γ(αj + 1 + k)
,

=
∞∑
j=0

λj

Γ(αj + 1 + k)
cDαtαj+k,

=
∞∑
j=1

λj

Γ(α(j − 1) + 1 + k)
tα(j−1)+k,

= λ
∞∑
j=0

λj

Γ(αj + 1 + k)
tαj+k,

= λuk(t).

Donc uk est une solution de l’équation homogène.
Et u(k)

k (0) = DkD−keα(0) = eα(0) = 1.

Pour j < k on a :

u
(j)
k (0) = DjD−keα(0) = D−(k−j)eα(0) = 0

Car eα est une fonction continue.
Pour j > k :

On a
u

(j)
k (0) = DjD−keα(0) = Dj−keα(0) = 0.

On a

ỹ(t) =
1

λ

∫ t

0

q(t− τ)u
′

0(τ)dτ,

=
1

λ

∫ t

0

q(t− τ)e
′

α(τ)dτ,

=
1

λ

∫ t

0

q(τ)e
′

α(t− τ)dτ.

Cet intégrale existe quelque soit t, car (q est une fonction continue et e′α
intégrable), et est une fonction continue (par rapport à t) et ỹ(0) = 0.

De plus, pour α > 1 (i.e. n ≥ 2) d’après la règle standard (Annex-a) de
la différentiation d’une intégrale qui dépend d’un paramètre on a :

Dỹ(t) =
1

λ

∫ t

0

q(τ)e
′′

α(t− τ)dτ +
1

λ
q(t)e

′

α(0)︸ ︷︷ ︸
q
0
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De la même manière comme ci dessus (la continuité de q et la singularité
faible de e′′α) on voit que ỹ′(0) = 0.

De la même manière

Dkỹ(t) =
1

λ

∫ t

0

q(τ)e(k+1)
α (t− τ)dτ pour k = 0, . . . , n− 1.

Donc Dkỹ(0) = 0.

Alors ỹ satisfait toutes les conditions initiales homogènes, et il reste a
montrer que ỹ résoudre l’équation différentielle non homogène. Pour ce
la on écrit

eα(u) =
d

du
eα(u) =

∞∑
j=1

λjuαj−1

Γ(αj)
.

Donc

ỹ(t) =
1

λ

∫ t

0

q(τ)e
′

α(t− τ)dτ = ỹ(t) =
1

λ

∫ t

0

q(τ)
∞∑
j=1

λj(t− τ)αj−1

Γ(αj)
dτ,

=
∞∑
j=1

λj−1 1

Γ(αj)

∫ t

0

q(τ)(t− τ)αj−1dτ =
∞∑
j=1

λj−1D−αjq(t),

d’où

cDαỹ(t) =
∞∑
j=1

λj−1 cDαD−αjq(t) =
∞∑
j=1

λj−1D−α(j−1)q(t),

=
∞∑
j=0

λjD−αjq(t) = q(t) +
∞∑
j=1

λjD−αjq(t),

= q(t) + λỹ(t).

Exemple 2.1. :

On considère le problème : {
Dαy(t) = −y(t) + 1,

y(0) = 0; y′(0) = 0.
(P)

On a : λ = −1 et q(t) = 1.
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y(t) =
1∑

k=0

y
(k)
0 uk(t) + ỹ(t) tel que

ỹ(t) =
1

λ

∫ t

0

q(t− τ)u
′

0(τ)dτ,

= −
∫ t

0

u
′

0(τ)dτ,

= −[Eα(−τα) |t0,

= −Eα(−τα) + 1,

et
1∑

k=0

y
(k)
0 uk(t) = y(0)Eα(−tα) + y′(0)

∫ t

0

Eα(−τα)dτ = 0.

Donc la solution générale de (P) est :

y(t) = 1− Eα(−tα).

2.2.0.4 Cas multidimensionnelle

On considère l’équation différentielle fractionnaire :

Dαy(t) = Ay(t) + q(t), (2.7)

avec 0 < α < 1; A ∈Mn(R) y(t) ∈ Rn et q : [0, h] −→ Rn.

Pour résoudre le problème (2.7) on commence avec le problème homogène corres-
pondant (i.e q(t) = 0; ∀t ∈ [0, h] ).

Donc
Dαy(t) = Ay(t). (2.8)

• Si A admet des valeurs propres simples

Soient λ1, λ2, . . . , λn les valeurs propres de A, et v1, v2, . . . , vn les vecteurs propres
associes. Alors la solution de (2.8) est de la forme

y(t) =
n∑
k=1

ckvkEα(λkt
α), (2.9)



Chapitre 2. Equations différentielles d’ordre fractionnaire 31

où ci ∈ R, ∀i = 1, . . . , n.

Exemple 2.2. : On considère le système suivant :

Dαy(t) = Ay(t),

tel que y(t) ∈ R2 et A =

(
1 2

3 0

)
.

Les vecteurs propres de A sont : v1 = (1,−3/2)T associés à λ1 = −2 et v2 = (1, 1)T

associe à λ2 = 3.

La solution générale de ce système est

y(t) = c1

(
1

−3/2

)
Eα(−2tα) + c2

(
1

1

)
Eα(3tα).

Si y(0) =

(
2

1

)
alors c1 = 2/5 et c2 = 8/5.

Donc

y(t) =
2

5

(
1

−3/2

)
Eα(−2tα) +

8

5

(
1

1

)
Eα(3tα).

• Si A admet des valeurs propres multiple, par exemple λ de degré de multiplicité
k donc on a deux cas :

* Si le nombre de vecteurs propres linéairement indépendants associé à λ est égale
à k, dans ce cas la solution de (2.8) est de la forme (2.9).

* Si le nombre de vecteurs propres linéairement indépendants associé à λ est
égale à m (où m < k) et dans ce cas les autres (k −m) solutions qui sont
linéairement indépendantes sont données par :

y(i) =
i∑

j=m

u(j)t(i−j)αE(i−j)
α (λtα); pour i = m, . . . , k,

tel que les vecteurs propres u(i) sont les solutions du système linéaire non homogène
(Annex-b) :

(A− λI)u(i+1) = u(i).

Exemple 2.3.

On considère le système Dαy(t) = Ay(t) tel que A =


1 1 1

2 1 −1

0 −1 1

 .
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Les vecteurs propres de A sont : v1 = (−3, 4, 2)T associés à λ1 = −1 et v2 =

(0, 1,−1)T associe à λ2 = −2.

Donc la solution générale est

y(t) = c1


−3

4

2

Eα(−tα)+c2


0

1

−1

Eα(2tα)+c3




0

1

−1

 tαE
′

α(2tα) +


1

0

1

Eα(2tα)

 .
Remarque 2.4.
Soient (y1(t), y2(t), . . . , yn(t))T la solution du problème homogène (2.8), alors la
solution du problème non homogène (2.7) avec la condition initiale y(0) = y0 est
(YI(t), Y2(t), . . . , Yn(t))T tel que [2]

Yi(t) = yi(t) +

∫ t

0

yi(τ − t)qi(τ)dτ ; ∀i = 1, . . . , n.

2.3 Résolution numérique des équations différen-

tielles d’ordre fractionnaires

La résolution analytique des équations différentielle non linéaire d’ordre fraction-
naire est impossible dans le cas général, alors on a recouru à des méthodes numé-
riques.
Il existe deux classes de méthodes numériques pour la résolution d’une équation dif-
férentielle d’ordre fractionnaire : les méthodes fréquentiel, et les méthodes temporel
par exemple la méthode de Diethelm, la méthode d’Adams-Basheforth-Moulton
et la méthode de décomposition d’Adomian (ADM) [6].
Dans notre travail nous allons utiliser la méthode d’Adams-Basheforth-Moulton
(PECE) [1].

La méthode d’Adams-Basheforth-Moulton généralisée

La méthode d’Adams-Basheforth-Moulton est une méthode numérique introduite
par Diethelm et Freed, basée sur l’équation de Volterra (2.4).
On suppose que yj est l’approximation de y(tj) pour j = 1, . . . , k dans l’intervalle
[0, T ].
Pour obtenir yk+1 on remplace l’intégrale dans l’équation de Volterra (2.4), en
utilisant la formule de produit de quadrature des trapèzes où les nœuds tj pour
j = 0, . . . , k + 1 s’en prennent respectivement à la fonction (tk+1 − .)α−1.
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Premièrement on obtient l’approximation :∫ tk+1

0

(tk+1 − τ)α−1g(τ)dτ w
∫ tk+1

0

(tk+1 − τ)α−1g̃k+1(τ)dτ

=
k+1∑
j=0

aj,k+1g(tj)

où g̃k+1 est une interpolation linéaire de g (avec g(t) = f(t, y(t))),

aj,k+1 =

∫ tk+1

0

(tk+1 − τ)α−1Φj,k+1(τ)dτ (2.10)

et Φj,k+1(τ) =


τ−tj−1

tj−tj−1
si tj−1 < τ ≤ tj

tj+1−τ
tj+1−tj si tj < τ < tj+1

0 sinon

.

Et comme tj = jh pour j = 0, 1, . . . , N , alors

aj,k+1 =


hα

α(α+1)
(kα+1 − (k − α)(k + 1)α) si j = 0

hα

α(α+1)
(k − j + 2)α+1 + (k − j)α+1 − 2(k − j + 1)α+1) si 1 ≤ j ≤ k

hα

α(α+1)
si j = k + 1

.

Donc, on obtient la formule de correction (la méthode d’Adams-Moulton fraction-
naire à un pas).

yk+1 =
m−1∑
j=0

tjk+1

j!
y

(j)
0 +

1

Γ(α)
(
k∑
j=0

aj,k+1f(tj, yj) + ak+1,k+1f(tk+1, y
p
k+1), (2.11)

où, ypk+1 le terme de prédiction.
Pour déterminer ypk+1 on utilise la méthode d’Adams-Bashforth à un pas (de la
même manière pour la formule de correction), mais on remplace l’intégrale par la
règle de produit des rectangles.

∫ tk+1

0

(tk+1 − τ)α−1g(τ)dτ w
k+1∑
j=0

bj,k+1g(tj).

Où
bj,k+1 =

hα

α
(k + 1− j)α − (k − j)α. (2.12)
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Alors,

ypk+1 =
m−1∑
j=0

tjk+1

j!
y

(j)
0 +

1

Γ(α)

k∑
j=0

bj,k+1f(tj, yj). (2.13)

Finalement, les expressions (2.11) et (2.13) avec aj,k+1 et bj,k+1 qui sont calculées à
partir de (2.10) et (2.12) respectivement forment la méthode d’Adams-Bashforth-
Moulton fractionnaire.

Exemple 2.4.

On considère le système de Lorenz d’ordre fractionnaire :
Dαx = a(y − x),

Dβy = x(b− z − y),

Dγz = xy − cz,
.

où 0 < α, β, γ ≤ 1 et a, b, c > 0.

L’application de la méthode d’Adams-Bashforth-Moulton sur le système précédent,
donne le système suivant :



xk+1 = x0 + hα

Γ(α+2)
(a(ypk+1 − x

p
k+1)) + 1

Γ(α)

k∑
j=0

a1,j,k+1(a(yj − xj))

yk+1 = y0 + hβ

Γ(β+2)
(xpk+1(b− zpk+1 − y

p
k+1) + 1

Γ(β)

k∑
j=0

a2,j,k+1(xj(b− zj − yj))

zk+1 = z0 + hγ

Γ(γ+2)
(xpk+1y

p
k+1 − cz

p
k+1) + 1

Γ(γ)

k∑
j=0

a3,j,k+1(xjyj − czj)

Où 

xpk+1 = x0 + 1
Γ(α)

k∑
j=0

b1,j,k+1(a(yj − xj))

ypk+1 = y0 + 1
Γ(β)

k∑
j=0

b2,j,k+1(xj(b− zj − yj))

zpk+1 = z0 + 1
Γ(γ)

k∑
j=0

b3,j,k+1(xjyj − czj)

;


b1,j,k+1 = hα

α
((k + 1− j)α − (k − j)α)

b2,j,k+1 = hβ

β
((k + 1− j)β − (k − j)β)

b3,j,k+1 = hγ
γ ((k + 1− j)γ − (k − j)γ )

;
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

a1,j,k+1 =

{
hα

α(α+1)
(kα+1 − (k − α)(k + 1)α) si j = 0

hα

α(α+1)
((k − j + 2)α+1 + (k − j)α+1 − 2(k − j + 1)α+1) si 1 ≤ j ≤ k

a2,j,k+1 =

{
hβ

β(β+1)
(kβ+1 − (k − β)(k + 1)β) si j = 0

hβ

β(β+1)
((k − j + 2)β+1 + (k − j)β+1 − 2(k − j + 1)β+1) si 1 ≤ j ≤ k

a3,j,k+1 =

{
hγ

γ(γ+1)
(kγ+1 − (k − γ)(k + 1)γ) si j = 0

hγ

γ(γ+1)
((k − j + 2)γ+1 + (k − j)γ+1 − 2(k − j + 1)γ+1) si 1 ≤ j ≤ k



Chapitre 3

Solutions périodiques des systèmes

fractionnaires

L’étude d’existences des solutions périodiques est parmi les sujets les plus impor-
tants dans le domaine des systèmes dynamiques. Dans ce chapitre nous présentons
quelques théorèmes qui justifient l’existence ou non existence des solutions pério-
diques pour les systèmes fractionnaires [3, 13, 16].

- Une fonction g est dite périodique sur l’intervalle [0,+∞[ s’il existe une
constante T > 0 tel que :

g(t) = g(t+ T ); ∀t ≥ 0 (3.1)

Lemme 3.1.

Soit n ∈ N et T > 0; si g : [0,+∞[→ R est une fonction non constante T -
périodique de classe Cn ([0,+∞[) , alors ∀n ∈ N, k ≤ n, la dérivée d’ordre k,
( d

k

dtk
g) est aussi une fonction non constante T -périodique.

3.1 Dérivation fractionnaire d’une fonction pério-

dique

D’après le lemme précédent la dérivée d’ordre entier d’une fonction périodique est
une fonction périodique maintenant est ce que cette assertion reste vrais pour la
dérivation fractionnaire ? les sous sections suivantes donnent la repense à cette
question.

36
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3.1.1 Influence de la mémoire sur les solutions

Théorème 3.2. Soit g est une fonction satisfaisant la condition de Lipschitz, alors
les solutions du système d’ordre fractionnaire suivant dépendent de la mémoire.{

c
aD

α
t x = g(x)

x(a) = xa
; (3.2)

C’est à dire la solution de l’équation (3.2) qui est notée par φ(t, xa), et la solution
de {

c
bD

α
t y = g(y)

y(b) = yb , φ(b, xa)
; b > a (3.3)

qui est notée par ψ(t, yb), ne coïncident pas pour t ≥ b.

Démonstration.
On suppose que la solution ne dépend pas de la mémoire, d’après le théorème
d’existence et unicité l’équation (3.2) admet une unique solution continue. Par
intégration la solution de l’équation (3.2) est égale :

φ(t, xa) = xa +
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1g(φ(τ, xa))dτ. (3.4)

Donc on obtient :

yb = φ(b, xa) = xa +
1

Γ(α)

∫ b

a

(b− τ)α−1g(φ(τ, xa))dτ. (3.5)

De la même façon la solution de l’équation (3.3) s’obtient par :

ψ(t, yb) = yb +
1

Γ(α)

∫ t

b

(t− τ)α−1g(ψ(τ, yb))dτ. (3.6)

En substituant l’équation (3.5) dans (3.6) on obtient :

ψ(t, yb) = xa +
1

Γ(α)

∫ b

a

(b− τ)α−1g(φ(τ, xa))dτ +
1

Γ(α)

∫ t

b

(t− τ)α−1g(ψ(τ, yb))dτ

(3.7)
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par l’hypothèse on a φ(t, xa) = ψ(t, yb) pour t ≥ b en tenant coute des deux
équations (3.4) et (3.7) on obtient :∫ t

a

(t− τ)α−1g(φ(τ, xa))dτ =

∫ b

a

(t− τ)α−1g(φ(τ, xa))dτ +

∫ t

b

(t− τ)α−1g(φ(τ, xa))dτ

=

∫ b

a

(b− τ)α−1g(φ(τ, xa))dτ +

∫ t

b

(t− τ)α−1g(ψ(τ, yb))dτ

=

∫ b

a

(b− τ)α−1g(φ(τ, xa))dτ +

∫ t

b

(t− τ)α−1g(φ(τ, xa))dτ.

(3.8)

Alors ∫ b

a

(t− τ)α−1g(φ(τ, xa))dτ =

∫ b

a

(b− τ)α−1g(φ(τ, xa))dτ (3.9)

pour t ≥ b; c’est une contradiction.
Donc la supposition est fausse et la solution d’un système d’ordre fractionnaire
dépend de la mémoire.

3.1.2 Dérivation fractionnaire d’une fonction périodique

Les deux théorèmes présentés dans cette partie donnent la réponse à la question
posée précédemment, concernant la périodicité de la dérivée fractionnaire d’une
fonction périodique.

Théorème 3.3.

On suppose que g est une fonction non constante périodique de période T . Si g est
m fois différentiable alors la fonction c

0D
α
t g(t); où 0 < α /∈ N∗ et m = dαe; ne peut

pas être périodique de période T .

Pour démontrer ce théorème, on a besoin des lemmes suivants [14].

Considérons le système différentiel d’ordre fractionnaire suivant :{
Dαixi = fi(x1, x2 . . . , xn),

xi(0) = xi0 pour i = 1, . . . , n.
(3.10)

Lemme 3.4.

Si x̃(t) = (x̃1(t), x̃2(t) . . . , x̃n(t)) est une solution T -périodique de (3.10) alors∫ T

0

(pT − τ)αi−1g̃i(τ)dτ = 0; i = 1, 2, . . . , n. (3.11)



Chapitre 3. Solutions périodiques des systèmes fractionnaires 39

pour tout p ∈ N∗.

Démonstration.
Pour démontrer ce lemme on utilise la démonstration par récurrence.
On suppose que la solution du système (3.10) est x̃(t) = (x̃1(t), x̃2(t), . . . , x̃n(t)),

tel que x̃ est une fonction continue et T -périodique.
On pose gi(t) = fi(x1(t), x2(t) . . . , xn(t)).

D’après le lemme (2.2) on a :

x̃i(t) = x̃i0 +
1

Γ(αi)

∫ t

0

(t− τ)αi−1gi(τ)dτ ; i = 1, 2, . . . , n. (3.12)

Et comme x̃ est une fonction T -périodique donc x̃i(0) = x̃i(T ). Donc

x̃i(0) = x̃i0 +
1

Γ(αi)

∫ T

0

(T − τ)αi−1g̃i(τ)dτ ; i = 1, 2, . . . , n.

Alors ∫ T

0

(T − τ)αi−1g̃i(τ)dτ = 0; i = 1, 2, . . . , n, (3.13)

où g̃i(t) = fi(x̃1(t), x̃2(t) . . . , x̃n(t).

Donc (3.11) est vrais pour p = 1.

On suppose que la relation (3.11) est vrai pour p = 1, . . . , k et on montre qu’elle
est vrai pour p = k + 1.

Ip =

∫ T

0

(pT − τ)αi−1g̃i(τ)dτ = 0; ∀p = 1, · · · , k.

Si p = k + 1 :
x̃i(0) = x̃i(nT ) ∀n ∈ N∗, substituant dans (3.12) on prenant n = k+1 on obtient :

x̃i(0) = x̃i((k + 1)T ) = x̃i0 +
1

Γ(αi)

∫ (k+1)T

0

((k + 1)T − τ)αi−1g̃i(τ)dτ.

Alors ∫ (k+1)T

0

((k + 1)T − τ)αi−1g̃i(τ)dτ = 0; i = 1, 2, . . . , n.

Donc∫ (k+1)T

0

((k + 1)T − τ)αi−1g̃i(τ)dτ =
k+1∑
j=1

∫ jT

(j−1)T

((k + 1)T − τ)αi−1g̃i(τ)dτ = 0.
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Par le changement des variables τ ∗ = τ − (j − 1)T, on obtient :

k+1∑
j=1

∫ T

0

((k − j + 2)T − τ ∗)αi−1g̃i(τ
∗ + (j − 1)T )dτ ∗ = 0. (3.14)

Et comme x̃ est une fonction T -périodique alors g̃ est aussi T -périodique donc
l’équation (3.14) devient

k+1∑
j=1

∫ T

0

((k − j + 2)T − τ)αi−1g̃i(τ)dτ =
k+1∑
j=1

Iij = 0.

D’après la supposition Iij = 0; ∀j = 1, 2, . . . , k il vien que Ii,k+1 = 0 c’est à dire :∫ T

0

((k + 1)T − τ)αi−1g̃i(τ)dτ = 0; ∀p = 1, · · · , n.

Lemme 3.5.

Si l’équation (3.11) est vrai pour tout p ∈ N∗, alors on peut déduire la relation
suivante : ∫ T

0

g̃i(τ)dτ = 0; i = 1, 2, . . . , n. (3.15)

Démonstration.
On suppose que∫ T

0

g̃i(τ)dτ 6= 0, et
∫ T

0

g̃i(τ)dτ = S+
i − S−i , i = 1, 2, . . . , n.

Avec S+
i > 0, S−i > 0.

S’il existe une fonction hi(t) positive dans [0, T ] et si mi = min{hi(t); 0 ≤ t ≤ T}
et Mi = max{hi(t); 0 ≤ t ≤ T} alors∫ T

0

mig̃i(τ)dτ ≤
∫ T

0

hi(τ)g̃i(τ)dτ ≤
∫ T

0

Mig̃i(τ)dτ.
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Donc ∫ T

0

hi(τ)g̃i(τ)dτ ≤Mi

∫ T

0

g̃i(τ)dτ,

= Mi(S
+
i − S−i ),

≤MiS
+
i −miS

−
i ,

et ∫ T

0

hi(τ)g̃i(τ)dτ ≥ mi

∫ T

0

g̃i(τ)dτ,

= mi(S
+
i − S−i ),

≥ miS
+
i −MiS

−
i ,

Donc
miS

+
i −MiS

−
i ≤

∫ T

0

hi(τ)g̃i(τ)dτ ≤MiS
+
i −miS

−
i .

Si on prend hi(t) = (pT − t)αi−1 alors mi = hi(0) = (pT )αi−1;

et Mi = hi(T ) = (pT − T )αi−1.

Donc

(pT )αi−1S+
i −(pT−T )αi−1S−i ≤

∫ T

0

(pT−t)αi−1g̃i(τ)dτ ≤ (pT−T )αi−1S+
i −(pT )αi−1S−i .

(3.16)
D’après la supposition que

∫ T
0
g̃i(τ)dτ 6= 0 ; on a :

1. Si
∫ T

0
g̃i(τ)dτ > 0 alors S+

i > S−i donc

S−i
S+
i

< 1. (3.17)

et on a
lim
p→∞

(pT )αi−1

(pT − t)αi−1
= 1. (3.18)

De (3.17) et (3.18) il existe p ∈ N∗ très grand tel que

(pT )αi−1

(pT − t)αi−1
>
S−i
S+
i

,

donc
(pT )αi−1S+

i − (pT − t)αi−1S−i > 0
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D’après la relation (3.16) on a :∫ T

0

(pT − t)αi−1g̃i(τ)dτ > 0.

Qui est en contradiction avec le lemme (3.4), alors l’intégrale
∫ T

0
(pT −

t)αi−1g̃i(τ)dτ ne peut pas être positive.

2. Si
∫ T

0
g̃i(τ)dτ < 0 alors S+

i < S−i donc

S+
i

S−i
< 1. (3.19)

De (3.18) et (3.19) on a :
(pT )αi−1

(pT − t)αi−1
>
S+
i

S−i
,

donc
(pT − t)αi−1S+

i − (pT )αi−1S−i < 0.

D’après la relation (3.16) on a :∫ T

0

(pT − t)αi−1g̃i(τ)dτ < 0.

Qui est en contradiction avec le lemme (3.4).

Alors l’intégrale
∫ T

0
(pT − t)αi−1g̃i(τ)dτ ne peut pas être négative.

Donc la relation (3.15) est vraie si la relation (3.11) est vraie.

Lemme 3.6.

Si l’équation (3.11) est vraie pour tout p ∈ N∗, alors on peut déduire la relation
suivante : ∫ T

0

(pT − τ)βi−1g̃i(τ)dτ = 0; i = 1, 2, . . . , n.

où βi est un réel quelconque dans l’intervalle ]0, 1[.

Démonstration.
Supposons que∫ T

0

(pT − τ)βi−1g̃i(τ)dτ = S̄+
i − S̄−i ; i = 1, 2, . . . , n.

On prend

hi(t) =
(pT − t)αi−1

(pT − t)βi−1
= (pT − t)αi−βi ,
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où 0 < αi < βi < 1 alors mi = hi(0) = (pT )αi−βi ;

et Mi = hi(T ) = (pT − T )αi−βi ; i = 1, 2, . . . , n. Donc∫ T

0

hi(τ)(pT − τ)βi−1g̃i(τ)dτ ≤MiS̄
+
i −miS̄

−
i

≤ (pT − T )αi−βiS̄+
i − (pT )αi−βiS̄−i . (3.20)

Et ∫ T

0

hi(τ)(pT − τ)βi−1g̃i(τ)dτ ≥ miS̄
+
i −MiS̄

−
i

≥ (pT )αi−βiS̄+
i − (pT − T )αi−βiS̄−i . (3.21)

On suppose que
∫ T

0
(pT − τ)βi−1g̃i(τ)dτ 6= 0 ; on a :

1. Si
∫ T

0
(pT − τ)βi−1g̃i(τ)dτ > 0 alors S̄+

i > S̄−i donc

S̄−i
S̄+
i

< 1. (3.22)

et on a
lim
p→∞

(pT )αi−βi

(pT − T )αi−βi
= 1. (3.23)

De (3.22) et (3.23) il existe p ∈ N∗ très grand tel que

(pT )αi−βi

(pT − T )αi−βi
>
S̄−i
S̄+
i

,

de (3.21) on a :∫ T

0

(pT − τ)αi−βi(pT − τ)βi−1g̃i(τ)dτ =

∫ T

0

(pT − τ)αi−1g̃i(τ)dτ > 0.

Mais d’après le lemme (3.4), l’intégrale
∫ T

0
(pT − t)αi−1g̃i(τ)dτ ne peut pas

être positive.

2. Si
∫ T

0
(pT − τ)βi−1g̃i(τ)dτ < 0 alors S̄+

i < S̄−i donc

S̄+
i

S̄−i
< 1. (3.24)

De (3.23) et (3.24) il existe p ∈ N∗ très grand tel que

(pT )αi−βi

(pT − T )αi−βi
>
S̄+
i

S̄−i
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d’après la relation (3.20) on a :∫ T

0

hi(τ)(pT − τ)βi−1g̃i(τ)dτ =

∫ T

0

(pT − τ)αi−1g̃i(τ)dτ < 0.

Mais d’après le lemme (3.4), l’intégrale
∫ T

0
(pT − t)αi−1g̃i(τ)dτ ne peut pas

être négative.
De la même manière on donne la démonstration dans le cas 0 < βi < αi < 1.

Démonstration. (de théorème 3.3)
On suppose que c

0D
α
t g(t) est une fonction périodique de période T,

c’est-à-dire :
c
0D

α
t g(0) = c

0D
α
t g(nT ); ∀n ∈ N∗ (3.25)

on a
c
0D

α
t g(t) =

1

Γ(m− α)

∫ t

0

(t− τ)m−α−1g(m)(τ)dτ, t < T

on pose M = max
t∈[0,T ]

| g(m)(t) |, où M est un constant positive.

Alors

|c0 Dα
t g(t) |≤ M

Γ(m− α)

∫ t

0

(t− τ)m−α−1dτ =
M

Γ(m− α + 1)
tm−α.

Donc c
0D

α
t g(0) = 0,

D’après (1.24) et (3.25), on conclut que :∫ nT

0

(nT − τ)m−α−1g(m)(τ)dτ = 0. (3.26)

On montre que si la relation (3.26) est vraie ∀n ∈ N∗; alors :

In =

∫ T

0

(nT − τ)m−α−1g(m)(τ)dτ = 0. (3.27)

On montre la relation (3.27) par récurrence.

D’après la relation (3.26) l’équation (3.27) est vraie pour n = 1.

On suppose que l’équation (3.27) est vraie pour n = 1, 2, . . . , k, c’est-à-dire :

I1 = I2 = . . . = Ik = 0 (3.28)
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et on montre que (3.27) est vraie pour n = k + 1 (i.e. Ik+1 = 0).

Pour n = k + 1 et d’après la relation (3.26) on a :

∫ (k+1)T

0

((k + 1)T − τ)m−α−1g(m)(τ)dτ =
k+1∑
j=1

∫ jT

(j−1)T

((k + 1)T − τ)m−α−1g(m)(τ)dτ

= 0. (3.29)

On fait le changement de variable τ ∗ = τ−(j−1)T ; la relation (3.29) peut s’écrire
de la forme :

k+1∑
j=1

∫ T

0

((k − j + 2)T − τ)m−α−1g(m)(τ + (j − 1)T )dτ = 0. (3.30)

D’après le lemme (3.4), la relation (3.30) est équivalente à :

k+1∑
j=1

∫ T

0

((k − j + 2)T − τ)m−α−1g(m)(τ)dτ =
k+1∑
j=1

Ij = 0. (3.31)

De l’équation (3.31) et l’hypothèse (3.28) on conclut que Ik+1 = 0.

Finalement, la relation (3.27) est vraie ∀n ∈ N∗.

On pose m− α− 1 = −β, donc la relation (3.27) devient :∫ T

0

(nT − τ)−βg(m)(τ)dτ = 0, (3.32)

pour tout n ∈ N∗ et β ∈ [0, 1[; (d’après les lemmes (3.5) et (3.6)).
Et comme l’intégrale

∫ T
0

(nT − τ)−βg(m)(τ)dτ est constante (zéro), pour tout β ∈
[0, 1[. Alors

dk

dβk
(

∫ T

0

(nT − τ)−βg(m)(τ)dτ = 0 (3.33)

pour tout k ∈ N; n ∈ N∗ et β ∈]0, 1[, d’après (3.33) :

dk

dβk
(

∫ T

0

(nT − τ)−βg(m)(τ)dτ =

∫ T

0

dk

dβk
(e−β ln(nT−τ)g(m)(τ)dτ

=

∫ T

0

(−1)k(ln(nT − τ))k(nT − τ)−βg(m)(τ)dτ

= 0.

donc ∫ T

0

(ln(nT − τ))k(nT − τ)−βg(m)(τ)dτ = 0. (3.34)
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On remarque que

(nT − τ)(r+β) = e(r+β) ln(nT−τ) =
∞∑
k=0

(r+β)k

k!
(ln(nT − τ))k, (3.35)

où 0 < τ < nT et r ∈ R. De (3.34) et (3.35), on déduit que :∫ T

0

(nT − τ)rg(m)(τ)dτ = 0, (3.36)

pour tout r ∈ R et n ∈ N∗.
De la relation (3.36), on peut démontrer facilement que∫ T

0

(τ − t0)pg(m)(τ)dτ = 0, (3.37)

pour tout t0 ∈ [0, T ] et p ∈ N.
On prend r = p ∈ N∗ et n = 1, on obtient

(T − τ)p = ((T − t0)− (τ − t0))p =

p∑
j=0

(−1)j(pj)(T − t0)p−j(τ − t0)j.

Et par récurrence on obtient la relation (3.37).
D’autre part on a :

g(m)(t0) =

∫ T

0

δ(τ − t0)g(m)(τ)dτ, (3.38)

où t0 ∈]0, T [ et δ est la fonction de Dirac, en plus δ peut s’écrire sous la forme :

δ(τ − t0) = lim
b→0+

e
−(τ−t0)

2

b2

b
√
π

, (3.39)

l’équation (3.39) est équivalente à :

δ(τ − t0) =
1√
π

lim
b→0+

∞∑
k=0

(−1)k
(τ − t0)2k

b2k+1k!
. (3.40)

Substituant (3.40) dans (3.38) en tenant coute de (3.37), on déduit que :

g(m)(t0) = 0, (3.41)

pour chaque t0 ∈]0, T [. Comme g est une fonction différentiable périodique l’égalité
(3.41) est vraie, pour tout t0 > 0, alors la fonction g peut s’écrire sous la forme
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suivante :

g(t) =
m−1∑
k=0

ckt
k, (3.42)

où c0, c1, . . . , cn−1 sont des constantes, donc g(t) est un polynôme de degré m− 1

qui n’est pas périodique c’est une contradiction avec l’hypothèse du théorème.

Le théorème suivant donne la réponse au question de la périodicité de la dérivée
au sens de Riemann-Liouville d’une fonction périodique.

Théorème 3.7.

Supposons que g(t) est (m−1) fois continument différentiable et que gm(t) bornée.
Supposons en plus que g est une fonction périodique non constante de période T .
Alors, la fonction 0D

α
t g(t); où 0 < α /∈ N∗; ne peut pas être une fonction périodique

de période T .

Démonstration.
Si g(t) est (m− 1) fois continument différentiable et g(m) intégrable alors :

0D
α
t g(t) = c

0D
α
t g(t) +

m−1∑
k=0

tk−α

Γ(k − α + 1)
g(k)(0+). (3.43)

D’où

- S’il existe au moins une valeurs g(k)(0+); (k = 0, 1, . . .m−1) non nulle, alors

0D
α
t g(0) elle sera infinie.

Mais, d’autre part on a :

c
0D

α
t g(T ) =

1

Γ(m− α)

∫ T

0

(T − τ)m−α−1g(m)(τ)dτ,

donc

|c0Dα
t g(T )| ≤

∣∣∣∣ 1

Γ(m− α)

∫ T

0

(T − τ)m−α−1g(m)(τ)dτ

∣∣∣∣ ,
≤ M

Γ(m− α)

∫ T

0

(T − τ)m−α−1(τ)dτ =
M

Γ(m− α)
Tm−α, (3.44)

où M = max
t∈[0,T ]

| g(m)(τ) | .

De (3.43) et (3.44) on déduit que 0D
α
t g(T ) ne peut pas être infinie.
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Donc 0D
α
t g(0) 6= 0D

α
t g(T ); c’est-à-dire que 0D

α
t g(t) ne peut pas être une fonction

périodique de période T .

- Si toute les valeurs g(k)(0+); (k = 0, 1, . . .m− 1) sont nulles,

alors d’après la relation (3.43) 0D
α
t g(t) = c

0D
α
t g(t), et comme c

0D
α
t g(t) n’est pas

une fonction périodique (d’après le théorème 3.3) alors 0D
α
t g(t) aussi c’est pas une

fonction périodique de période T .

Finalement, la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’une fonction
périodique de période T ne peut pas être une fonction périodique de période T .

Exemple 3.1.

Considérons la fonction f(t) = sin(t).

On a

sin(t) =
∞∑
p=0

(−1)p
t2p+1

(2p+ 1)!
.

Donc

0D
α
t f(t) = 0D

α
t sin(t) = 0D

α
t

∞∑
p=0

(−1)p
t2p+1

(2p+ 1)!

=
∞∑
p=0

(−1)p
0D

α
t t

2p+1

(2p+ 1)!

=
∞∑
p=0

(−1)p
t2p+1−α

Γ(2p− α + 2)

= t1−α
∞∑
p=0

(−t2)p

Γ(2p− α + 2)

= t1−αE2,2−α(−t2).

Numériquement on montre que t1−αE2,2−α(−t2) n’est pas est une fonction pério-
dique pour 0 < α < 1,mais si α = 1 cette fonction est périodique (t1−αE2,2−α(−t2) =

cos t), la figure (3.1) représente le graphe de la dérivée d’ordre fractionnaire au sens
de Riemann-Liouville de la fonction sinus.
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Fig. 1. Derivatives of Sine function.

Figure 3.1: La dérivée fractionnaire au sens de R-L de la fonction sinus

3.2 Equations d’ordre fractionnaire et solutions pé-

riodiques

3.2.1 Non existence des solutions périodiques

D’après les théorèmes (3.3) et (3.7), on a les corollaires suivants :

Corollaire 3.8.

L’équation différentielle d’ordre fractionnaire de la forme :

0D
α
t f(t) + ψ(f(t), f (1)(t), . . . , f (n)(t)) = 0 (3.45)

où 0 < α /∈ N∗; n’admet pas des solutions non constantes et périodiques.

Démonstration.
On suppose que f̃ est la solution de l’équation différentielle (3.45).
Si f̃ est une fonction non constante et T -périodique, alors

ψ(f̃(t), f̃ (1)(t), . . . , f̃ (n)(t)) = ψ(f̃(t+ T ), f̃ (1)(t+ T ), . . . , f̃ (n)(t+ T )); ∀t ≥ 0.

(3.46)

De l’équation (3.45) et (3.46) on déduit que :

0D
α
t f̃(t) = 0D

α
t f̃(t+ T ); ∀t ≥ 0.

Mais d’après les théorèmes (3.3) et (3.7), la fonction Dαf̃ ne peut pas être une
fonction non constante et périodique.
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Corollaire 3.9.

Le système autonome d’ordre fractionnaire de la forme :

0D
αixi = fi(x1, x2 . . . , xn); i = 1, 2, . . . , n. (3.47)

où 0 < αi < 1; n’admet aucune solution non constante et périodique.

La preuve de ce corollaire est similaire à la preuve du corollaire précédent.

3.2.2 Existence des solutions périodiques

Dans cette sous section nous présentons le théorème qui confirme l’existence des
solution périodiques d’un système différentiel d’ordre fractionnaire dans un cas
particulier.

Théorème 3.10.

Le système différentiel autonome d’ordre fractionnaire{
c
aD

α
t x = f(x)

x(a) = xa
, (3.48)

n’admet aucune solution périodique, sauf si la borne inferieure de la dérivation est
±∞.

Démonstration.
On suppose que l’équation (3.48) admet une solution périodique de période T
notée par φ(t, xa), alors

φ(t, xa) = xa +
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1f(φ(τ, xa))dτ, (3.49)

et
φ(t+ T, xa) = xa +

1

Γ(α)

∫ t+T

a

(t+ T − τ)α−1f(φ(τ, xa))dτ. (3.50)

Par l’hypothèse φ(t, xa) = φ(t+ T, xa). Donc∫ t

a

(t− τ)α−1f(φ(τ, xa))dτ =

∫ t+T

a

(t+ T − τ)α−1f(φ(τ, xa))dτ (3.51)
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En effectuant le changement des variables τ ∗ = τ − T , l’équation (3.50) peut
s’écrire sous la forme

φ(t+ T, xa) = xa +
1

Γ(α)

∫ t

a−T
(t− τ ∗)α−1f(φ(τ ∗ + T, xa))dτ

∗. (3.52)

Et comme le système (3.48) est autonome et admet une solution périodique alors

f(φ(τ ∗ + T, xa)) = f(φ(τ ∗, xa)), (3.53)

En substituant l’équation (3.53) en (3.52) on obtient

φ(t+ T, xa) = xa +
1

Γ(α)

∫ t

a−T
(t− τ ∗)α−1f(φ(τ ∗, xa))dτ

∗. (3.54)

On soustrait l’équation (3.54) de (3.49) on obtient :

φ(t, xa)− φ(t+ T, xa) =

∫ t

a

(t− τ)α−1f(φ(τ, xa))dτ −
∫ t

a−T
(t− τ)α−1f(φ(τ, xa))dτ

=

∫ t

a

(t− τ)α−1f(φ(τ, xa))dτ −
∫ a

a−T
(t− τ)α−1f(φ(τ, xa))dτ

−
∫ t

a

(t− τ)α−1f(φ(τ, xa))dτ

= 0

Donc ∫ a

a−T
(t− τ)α−1f(φ(τ, xa))dτ = 0

Et comme f(φ(τ, xa)) 6= 0, donc on conclut que les limites de l’intégrale sont égaux
(ie a = a− T ). Mais T 6= 0, alors a = ±∞.
Finalement les solutions des systèmes différentiels d’ordre fractionnaire de borne
inférieure infinie (±∞) peuvent être périodiques.
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Applications

Dans ce chapitre nous allons étudier deux systèmes d’ordre fractionnaire le premier
est un système linéaire [15] et le deuxième est non linéaire.

Les résultats de l’étude théorique de ces deux systèmes sont confirmés par l’étude
numérique qui est présentée dans les figures suivantes qui sont obtenus en appli-
quant l’algorithme d’Adams-Basheforth-Moulton généralisée(PECE).

4.1 Un système linéaire

On considère le système linéaire d’ordre fractionnaire suivant :

c
aD

α
t x(t) = Ax(t). (4.1)

où x =
(
x1
x2

)
∈ R2; k > 0; et A =

(
k cos(απ

2
) k sin(απ

2
)

−k sin(απ
2

) k cos(απ
2

)

)
.

- Si α = 1 et (x1(0), x2(0) 6= (0, 0))

Le système (4.1) devient : dx(t)
dt

= Ax(t) où A =

(
0 k

−k 0

)
.

La solution générale de ce système est donné par :

x(t) = eAtx(0) =

(
cos(kt) sin(kt)

− sin(kt) cos(kt)

)
x(0).
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Figure 4.1: a)L’évolution temporelle de x, y. b) Trajectoire du système (4.1)
avec k=

√
2 .

où x(0) =
(
x1(0)
x2(0)

)
=
(
c1
c2

)
.

Donc

x(t) =

(
c1 cos(kt) + c2 sin(kt)

−c1 sin(kt) + c2 cos(kt)

)

Donc les solutions de système (4.1) dans ce cas sont périodique de période 2π
k
, ce

résultat est présenté dans la figure (4.1).

- Si 0 < α < 1 :

Pour etudier la stabilité du système (4.1) on applique le théorème de Matignon
(Annex-c).

Les valeurs propres de A sont les racines du polynome

det(A− λI2) = k2((cos(
απ

2
)− λ)2 + sin2(

απ

2
))

= λ2 − 2λk cos(
απ

2
) + k = 0.

Donc

λ1 = k cos(απ
2

)− ki sin(απ
2

) = ke−i
απ
2 et λ2 = k cos(απ

2
) + ki sin(απ

2
) = kei

απ
2 .

Les vecteurs propres sont : v1 =
(

1
i

)
associe à λ1 et v2 =

(
1
−i

)
associe à λ2.
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Figure 4.2: a)L’évolution temporelle de x, y. b) Trajectoire du système (4.1)
avec α = 0.8, k=

√
2 .

Donc la solution générale est donnée par :

x(t) =

(
c1Eα((ke−i

απ
2 )tα) + c2Eα((kei

απ
2 )tα)

ic1Eα((ke−i
απ
2 )tα)− ic2Eα((kei

απ
2 )tα)

)
.

On a | arg(λ1) |=| arg(λ2) |= απ
2
.

De plus la multiplicité algébrique et la multiplicité géométrique de λ1 et λ2 égale
à 1, donc le système (4.1) est stable.

La figure (4.2) du système (4.1) pour α = 0.8, k=
√

2 avec deux conditions initiales
différentes ((x1(1, 1) et x2(0.819,−1.789)) montre que les deux trajectoires ne sont
pas périodiques, mais convergent vers des cycles qui ne sont pas des solutions du
système (4.1).

4.2 Le système prédateurs proies

Après la première Guerre mondiale, la quantité de poissons prédateurs dans l’adria-
tique était beaucoup plus élevée que pendant les années précédentes. En effet, les
hostilités entre l’Italie et l’Autriche avaient provoqué une grande diminution de la
pêche. Pour essayer de comprendre et expliquer pourquoi ce fait avait favorisé les
prédateurs plutôt que les proies, le mathématicien Voltera avait proposé les équa-
tions qui sont le sujet de cette section. Il suppose que le taux de croissance des
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populations des proies en absence des prédateurs, était donné par une constante
a et qu’il décroissait linéairement en fonction de la densité y des prédateurs. Ceci
donne

x′

x
= a− by; (a, b > 0).

De plus il avait supposé qu’en absence de proies, le taux de croissance des popula-
tions des prédateurs était négatif (ce qui conduit à la disparition de la population)
et qu’il croit linéairement en fonction de la densité x des proies, ceci implique :

y′

y
= −c+ dx; (c, d > 0).

On peut donc écrire le système différentiel suivant :{
x′ = x(a− by)

y′ = y(−c+ dx)

Dans notre mémoire nous allons étudier le système précédent dans le cas

de la dérivation fractionnaire car elle est plus réaliste et possède l’effet mémoire
que, donc le système devient :{

Dαx = x(a− by)

Dαy = y(−c+ dx)
(4.2)

où 0 < α ≤ 1 et a, b, c, d > 0 et (x, y) ∈ R2
+.

Etude théorique

Les points d’équilibres de (4.2) sont x̃1 = (0, 0) et x̃2 = ( c
d
, a
b
).

• Pour x̃1 = (0, 0) : La matrice Jacobienne associée est

Df(x̃1) =

(
a 0

0 −c

)

et ses valeurs propres sont : λ1 = a et λ2 = −c.

- Si α = 1 : le point d’équilibre x̃1 est un selle instable car λ1 = a > 0 et
λ2 = −c < 0.
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- Si 0 < α < 1 : le point d’équilibre x̃1 est instable (car | arg(λ1) |= 0 < απ
2

; et
| arg(λ2) |= π > απ

2
).

• Pour x̃2 = ( c
d
, a
b
) : La matrice Jacobienne associée est

Df(x̃2) =

(
0 − bc

d
da
b

0

)
.

et ses valeurs propres sont : λ1 = −i
√
ac et λ2 = i

√
ac

- Si α = 1 : Le point d’équilibre x̃2 est un centre stable (d’après la figure(4.3)).

- Si 0 < α < 1 : Le point d’équilibre x̃2 est asymptotiquement stable
(car | arg(λ1) |=| arg(λ2) |= π

2
> απ

2
).

Etude numérique :

Dans cette partie on prend les valeurs de paramètres a = b = c = 1 et d = 2 donc
les deux points d’équilibres du système (4.2) sont x̃1 = (0, 0) et x̃2 = (1

2
, 1).

-La figure (4.3) pour α = 1, obtenue a partir de quelques conditions initiales
différentes, les deux conditions initiales x1 et x2 dans le voisinage de x̃1 mais x3 et
x4 dans le voisinage de x̃2, on remarque que les trajectoires sont des cycles , donc
le point d’équilibre x̃1 est un point selle par contre x̃2 est un centre stable.
Mais dans le cas ou 0 < α < 1, la figure (4.4) pour α = 0.8 avec trois conditions
initiales différentes x1 dans le voisinage de x̃1 et x2 et x3 dans le voisinage de
x̃2, on remarque que les trois trajectoires sont convergent vers le point d’équilibre
x̃2, donc on déduit que le point d’équilibre x̃1 est instable, mais x̃2 est un point
d’équilibre asymptotiquement stable.
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Figure 4.3: a)L’évolution temporelle de x, y. b) Trajectoire du système (4.2)
pour α = 1.
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Figure 4.4: a) L’évolution temporelle de x, y. b) Trajectoire du système (4.2)
avec α = 0.8.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons présent les résultats des travaux qui donnent la
réponse de la question de l’existence ou non existence des solutions périodiques
d’une équation différentielle d’ordre fractionnaire.
Nous avons trouver que dans le cas où la borne inférieur a de la dérivation frac-
tionnaire est un constant fini, alors la dérivée d’une fonction périodique n’est pas
une fonction périodique de la même période par conséquence les systèmes auto-
nome d’ordre fractionnaire n’admettent pas des solutions périodiques par contre
si la borne inférieur a est infini (a = ±∞) alors les système d’ordre fractionnaire
peuvent avoir des solutions périodiques.

Finalement le mémoire est terminé par des applications numériques qui confirment
les résultats théoriques.
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Annexe

Dans cette annexe nous allons donner quelques outils qui sont utilisé dans ce tra-
vail.
a) Différentiation d’une intégrale dépendant d’un paramètre

* La règle standard de la différentiation d’une intégrale dépendant d’un para-
mètre dans le cas unidimensionnel pour les fonctions continûment différen-
tiable α : [a, b] −→ R ; β : [a, b] −→ R et f : [a, b]× R −→ R on a :

d

dx

∫ β(x)

α(x)

f(x, y)dy =

∫ β(x)

α(x)

∂f(x, y)

∂x
dy+

dβ(x)

dx
f(x, β(x))− dα(x)

dx
f(x, α(x)).

b) Bloc de Jordan

Définition 4.1. (Bloc de Jordan)
On appelle bloc de Jordan de dimension n et valeur propre λ, la matrice Jn,λ de
type n× n définie par les propriétés suivantes :

a) Les coefficients sur la diagonale sont tous égaux à λ.

b) Les coefficients d’indices (i, i+ 1) sont tous égaux à 1, pour i = 1 · · · , n− 1.

c) Tous les autres coefficients sont nuls, et en particulier Jn,λ est triangulaire
supérieure.

Définition 4.2. (Matrice de Jordan)
Une matrice de Jardan est une matrice carré partagée en sous-matrices telle que :

a) Les blocs diagonaux sont des blocs de Jordan.

b) Les blocs extérieurs à la diagonale sont des matrices nulles.
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c) Stabilité des systèmes linéaires d’ordre fractionnaire

Pour etudier la stabilité des systèmes d’ordre fractionnaire nous utilisé le théorème
suivant introduit par Matignon [5].

Théorème 4.3. (La stabilité des systèmes linéaires d’ordre fractionnaire)
On considère le système différentiel d’ordre fractionnaire

Dαx(t) = Ax(t); (4.3)

où A est une matrice n× n constante, 0 < α < 1.

a) La solution x(t) = 0 du système (4.3) est asymptotiquement stable si et
seulement si toutes les valeurs propres λi; (i = 1, · · · , n) de A satisfirent
| arg(λi) |> απ

2
.

b) La solution x(t) = 0 du système (4.3) est stable si et seulement si toutes les
valeurs propres λi; (i = 1, · · · , n) de A satisfirent | arg(λi) |≥ απ

2
avec égalité

si les valeurs correspondant ont une multiplicité géométrique qui coïncide
avec la multiplicité algébrique.
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 ملخص
في هذه المذآرة تطرقنا إلى دراسة وجود حلول دورية أو 
عدم وجودها لمعادلات تفاضلية ذات رتبة ناطقة وذلك بعرض 
النظريات التي تثبت ذلك وللتأآيد على صحة هذه الدراسة 

الطريقة بتطبيق  عليهاة المتحصل نتائج العددياستعنا بال
.مولتن-باشفورث-أدمس"العددية ل   

الحلول  -المعادلات التفاضلية ذات رتبة ناطقة مفتاحية آلمات
   .الدورية

e°áâÅ° 
Dans ce mémoire, nous avons présenté quelques résultats 

théoriques d’existence ou non existence des solutions 
périodiques des équations différentielles d’ordre 

fractionnaire, ces résultats théoriques ont été confirmés par 
des résultats numériques obtenus en appliquant la méthode 

d’Adams-Bashforth-Moulton PECE. 

Mots clés  les équations différentielles d’ordre fractionnaire, les 
solutions périodiques. 

TuáàÜtvà 
In this work, we have presented the existence or non 

existence results of periodic solutions for fractional order 
differential equations. The numerical results obtained using 
the Adams-Bashforth-Moulton method (PECE) confirms the 

justness of the analytical study. 
Key words:  fractional order differential equations - periodic 

solutions.    
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