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Introduction Générale

Dans ce mémoire, nous allons déterminer une nouvelle valeur absolue p-adique sur le
corps Q et nous allons essayer de compléter Q par ca valeur absolue. Finalement, nous
donnerons une procédure générale pour les corps ultra-métriques.

On sait que le corps de nombres réels R est complété de Q pour la valeur absolue et qu’a
chaque nombre premier p, on peut associer une valeur absolue (que 1'on appelle valeur
absolue p-adique). Les questions que 1’on se pose sont :

*Est-ce qu’il y a d’autres valeurs absolues sur ?

*Si oui, quels sont les autres complets de pour ces valeurs absolues ?

Ce mémoire comporte deux chapitres. Il est structuré de la maniére suivante :

Le premier chapitre de ce mémoire tentera de rependre a la premiére question. Quand a
la seconde question, elle sera au sujet des valeurs absolues ultra-métriques et des corps
ultra-métrique. Comme cas particulier, nous parlerons de la valeur absolue p-adique et
Q

Dans le deuxiéme chapitre, on présente quelques résultats classiques sur I'analyse p-adique,
notamment les propriétés analytiques, topologiques et algébriques.du corps de nombres

p-adique.



Chapitre 1
Corps de nombres p-adiques

La présente partie consiste & donner un nouveau corps dit le corps de nombres p —
adiques, que I’on munit d’une norme ultra-métrique de telle sorte qu’on peut le considérer

comme une complétion de Q par rapport a cette norme.

1.1 Corps de nombres ultra-métriques

Définition 1.1.1 Soit k un corps munit d’une norme ||.||.

On dit que la norme ||.|| est ultra-métrique ( ou non-Archimédiénne) , si et seulement si
Ve, y €kl +yll < max {2, [[yll} (1.1)

Définition 1.1.2 Tout corps munit d’une norme non-archimédiénne s’appel corps ulta —

métrique.

Remarque 1.1.3 Si dj | est la distance induite par la norme ||.||, alors la relation pré-

cédente peut s’écrire sou la forme :

Va,y, z € k:dj(r,2) < max {d”.H(l’, y), dy(y, z)} (1.2)
Proposition 1.1.4 La norme ||.|| est ultramétrique si et seulement si
VneN:|n|| <1 (1.3)
Preuve. Supposons que ||.|| est ultramétrique et montrons par récurrence que

VneN:|n|| <1



Pour n =1, on a
I=1<1

Supposons maintenant que ||n|| < 1.
Alors

I+ 1] < max {{l2]] , [[1]]} = 1

Inversement : Supposons que
VneN:|n| <1

et montrons que ||.|| est ultramétrique.
ie :

Vo, y €k [lo+yl < max {[lz]],[ly[}

Siy =0, alors
|z +yll = [lz]] <max{|lz],0}

Si y # 0, il suffit de démontrer que

woye: |2 <mac {2 =1}
Y Y
C’est-a-dire
Ve € Q: ||z + 1| < max {||z[|, [|1]|}

On a
|2+ 1" = [[(z + 1)"|

n
ZC’S 2"
k=0

n
> ll2*]
k=0

<> _lcall-fl*|
k=0

IN

Si ||lz|| <1, alors
lz" <1,Vn €N

Si ||lz]| > 1, alors

max { ||z[|", 1} = [|lz[|"
D’ou

lz + 1" < ) max{||z]", 1}
k=0



= [lz + 1" < (n+1). max {|Jz]", 1}

On en déduit le résultat en prenant la racinen—iéme des deux membreset en passant a lal

imite quand n tend vers +oc m

Lemme 1.1.5 Si ||||est ultra-métrique et ||z|| # ||ly||, alors

[+ yl| = max {[z[], lyll} (1.4)

Preuve. On peut supposer ||z|| > ||y||. On a alors

lz+yll < max{[lzl, [y} = =]l = lI(z+y) -yl
< max {[lz+yll, [lyl[}
< le+yll, (car flyl < l=l)
D’ou
2 +yll = llzll = max {{l=[, [[y[|}
[ ]

1.2 Les nombres p-adiques

1.2.1 Valuations p—adiques

Définition 1.2.1 (Valuation p-adique) La valuation p-adique est une fonction de 7Z,
dans NU {400} vérifiant

V. (2) = { +O:ax{r€Z+ tel que p"/x}, sz’a:;«;(lzo (15)
La relation précédente, peut s’écrire sous la forme
z=p"»@ 2’ avec (p,2') =1 (1.6)
Remarque 1.2.2 S5iz = 3 € Q*, alors
Vo () =V (a) =V, (b) (1.7)

Preuve. En effet

%GQ*: (a,b) € Z**
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. Ja= a1.p"? @, (a1, p) =1
b= bl.pr(b), (blap) =1

N g B al.pvp(a)

b bp®
_ %‘pvp(a)—vf’(b) avec (CLl, bbp) =1
1

On en déduit que

[ |
Proposition 1.2.3 Soient z, y € Q, Alors la valuation V,, vérifie
DV (@) = Vp (2) + V3 (y) (1.8)

2)Vp (x +y) = min {V, (2),V, (y)} (1.9)

Preuve.
1) Soient

— o \Vp(z)
x=p"r® g
{ y— o P ;avec pfa’ et pty
C’est-a-dire

2y #kp(keZ)

Alors
Donc
Vo (zy) =V, (2) + V()
2) Soient
a c
r=p —ety =p°—, telsque r <s
b d
Alors

Vp(z+y) =V, (pr% +p5—>



Donc

Vy(z+y) = Vp(pT)H/p({WD
> r=min{V,(z),V,(y)}

Lemme 1.2.4 Soit p > 2 un nombre premier, alors pour tout n € N, nous avons

vy (p—n) S (1.10)

n! p—1

Preuve. Pour tout n € N, on a

D’autre part

v, (nl) = [%} + L%} b

< n+n+ _n
e —
Donc . 5
Up p_ >n— n —np_
n! p—1 p—1
]

1.2.2 Norme p-adique

Définition 1.2.5 (norme p-adique) Soit p un nombre premier.

La norme p-adique est une application de Q dans R, vérifiant

—Vp(z) ;
p~ W st #£ 0
]l = { (1.11)

0,s22=0
Proposition 1.2.6 |||, est une norme ultra-métrique sur Q.

Preuve. Il est facile de montrer que |||, est une norme sur Q.
Pour montrer que ||.||, est une norme ultra-métrique sur Q, il suffit de prouver I'inégalité

triangulaire forte (1.1).



Siz=0ouy=0,]! inégalité (1.1) est évidente.

Supposons maintenant que

x,y # 0, tels que x = %,yzg
Alors
Vy(x+y) =V, (ad+bc) —V, (b) — V, (d)
= min{vp (a) — Vp(b) V, (c) — v, (d)}
= min{V, (2),V, ()}
Donc

|z + y||p = p~ (=) < max {p—Vp(r)7 p—Vp(y)}

— max { l2ll,, 1], }

Alors |||, est ultra-métrique. m

Remarque 1.2.7 L’application ||.||,, est appellée norme p-adique (valeur absolue p-adique).

La distance sur Q induite par la norme p-adique ||.||, est notée par d, et définie par

dy (z,y) = [lz = yl|,

Exemple 1.2.8 Pour la distance usuelle, on a |10 — 3| = 7. Tandis que pour la norme

5 — adique on a

110 = 3l5 = 175

Or
7T=2+4+1.5

= V5(7) =0
= [7]; =5 =1

Remarque 1.2.9 La norme p-adique |||, prend les valeurs discrétes, et on a

1Q[l, = {0, p":n€Z} (1.12)

Désignons maintenant par || ||, la valeur absolue usuelle sur Q. Il est clair que || ||, est
une norme Archimédienne, et donc Z n’est pas bornée pour la distance usuelle dy |_ sur

R.



Si p est premier, tout entier n s’écrit sous la formen = p".m ot ptm et r est la valuation

p-adique de n. Donc
VneZ:|nl,<p" <1

Alors Z est bornée pour toute valeur absolue p-adique ||.[| .

Le théoréme suivant donne la relation entre les différentes normes p-adiques.

1.2.3 Formule de produit

Théoréme 1.2.10 Pour tout nombre rationnel non nul x, on a

[1 o], =1 (1.13)

p premier ou p=o0

Preuve. Soit z € Q*, alors
r=u-pi'-py-....-p ( factorisation canonique de z ),ou u = %1

Soit p un nombre premier quelconque.
Sip#p;, Vi=1, k. Alors

), =p~" =1
Si p = p;, on aura
]l = pi"
D’autre part
|2l = Izl = p1" - P5 -  py

Ce qui donne

I I, = Humu,,ﬁl e

p premier ou p=oo DPFDi

= 1- (p;“ Dy

p 1l

T2

. ~p,;r’€) PPy p =1



Exemple 1.2.11 Pour tout p ¢ {2,3,00}, on a

3 1
H_ sl 1
20, 2l 1
D’ou
3 3 3 3 3 3
B el = LBl e s
oo P premuer p 0 2 3 p premier D
p#{2,3,00}
= 32.1.1:1
2 3

Corollaire 1.2.12 Deux valeurs absolues p-adiques ||.| sont équivalentes si et

prr -llp,
seulement st p; = ps.

Preuve. Il suffit de considérer la suite (p}),, -

Il est évident que cette suite converge vers 0 pour ||.[|,, .
Car

n

||17?||p1 =p;" — 0;quand n — 400

Et si p1 # p2, on a
Ipill,, = py° = 1.

Donc (p7),cy ne converge pas vers 0 pour [.[|,, =

1.2.4 Les nombres p-adiques

On sait que le corps R est la complétion de Q par rapport la valeur absolue usuelle, et
dans ce cas les éléments de R sont les classes d’équivalences des suites de Cauchy de Q. La
méme procédure se fait pour une valeur absolue ultra-métrique |.|| . La complétion de Q
par rapport cette valeur absolue, donne un corps ultra-métrique appelé corps des nombres
p — adiques et se note par Q,. Ainsi les éléments de @, sont les classes d’équivalences des
suites de Cauchy dans Q, muni de la relation suivante :

(a,) R (b,) — nliinoo |a, — bn||p =0 (1.14)
Remarque 1.2.13 La valeur absolue ||.||, peut étre prolonger de Q sur tout Q, de la
facon suivante :
Soit v € Q, et (1), oy une suite de Cauchy dans Q de limite x pour la distance p-adique
dH-”p Py alors

lell, = Jim_ ., (1.15)

10



e :
Ve € Qp, 32, €Q:2= lim z,

n—-aoo

1.2.5 Développement p-adique de Hensel du corps de nombres
p-adiques

Dans cette partie, on va montrer que tous les élément de Q, admet une représentation

canonique unique. Pour cela, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 1.2.14 Siz € Q avec ||z, <1, alors
VneN,Ja€Z: |la—zf,<p™" (1.16)
Preuve. Soient p un nombre premier et x = { tel que :
(a,b) =

Nous avons
p”p(b)

<1
p”p(a) -

lzll, < 1=

Donc p ne divise pas b, car si p divise b = (a,b) # 1.
De plus
(p,b) =1= (p",b) =1,Vn e N

Bezout

— dmqy,mo € Z : mib+ mop" =1

Posons o = a.m, alors

a
Ha—pr = Haml——
= [|51], ot -,
< l(mab=1)[l,, = [Imep™|,

—n

p

IN

Remarque 1.2.15 Le lemme précédent peut s’écrire sous la forme uivante
Siz € Q avec ||z[|, <1, alors

Vn €N, Ja, €Z: ||z —aull, <p™ (1.17)

11



ot ay, € {0,1,...p" — 1}

Preuve. En effet. D’aprés le lemme précédent, si z € Q ou ||z|| , < 1, alors
Vn €N, Ja, €Z: [lay, —zf|, <p™"

oua, €{0,1,...p" —1} et k € Z.
Il suffit de prendre

a=kp" + a,
Donc
oo = zfl, = lla—Fkp"—2z|,
< max [|[kp"], la = =],
< p"
| |

Théoréme 1.2.16 Si la classe d’équivalence a € Q, vérifie la condition ||al|, <1, alors,

elle posséde une seule représentation (a,), qui vérifie les conditions suivantes

(an) € Z, 0 < a, <p", tout n € N
Uni1 = an(modp™™), tout n € N (1.18)
la —anll, <p™ , pour , toutn € N

Preuve. Existance.
Soit a € Q, tel que [af|, <1
Alors, d’apreés la remarque précédente, il existe \g = a1 € Z tel que

la = Xoll, <p™' <p"=1

ou < N =a; <p.
Poson x =a — \g

Toujours, d’aprés la remarque précédente, il existe ag € 7Z :

|l — all, <p™? <p!

o 0 < ay < P2

Ce qui assurer I'éxistance de Ay = < (o € Z), tel que

la = (Mo +pA)l, <p~*

12



ou 0 < \; < p., pour tout i =1, 2.

Qn

Par récurrence, on peut assurer I'existance de \,,_; = o (v, € Z) tel que

Ha — (Ao +pA1 + ... —|—p”_1)\n_1)||p <p " <p Y
ou 0 <\ <p., pour tout : = 1,n — 1.
Comme l’entier positif n est quelconque, alors on peut construire une suite d’entiers
(a,) € Z telle que

p = No+pA\1+ ... + "\,

ou 0 < \; < p., pour tout © = 1,n.

qui vérifie
(an) € Z,0 < a, <p* tout n € N
Uni1 = ap(modp™™), tout n € N
lla — aan <p™, pour ,tout n € N
Unicité.

Supposons qu’il existe deux suites de Cauchy (o)) et (ag) vérifiant les conditions de la

représentation précédente, telle que o, # ay

Soit

Bn=ao+ap+ .. +app",0u0<a,<p-—1
et

Bl =ay+aip+ ... apt,on0<a, <p-1
Alors
vP(ﬁn - Biz) = U [Z(a% - an)])n] - Up(a/d - ad)pd
n=0
= d, (car 1 <a)j—ag<p-—1

Par suite

18, = Ball, = p™°

D’autre part

18, = Bull, = 18— Ball, = 185 — a +a = B,
max {18~ all, la = Ball, } <p™

IN

qui est une contradiction. m

13



Remarque 1.2.17 Supposons maintenant que a € Q, tel que ||a||p > 1, alors

Im € Zy - [|al|, = p™ (1.19)
Et soit a’ = p™a , avec d' € Q.
Alors
la'l, = lp™all,
=", llall,
= prpt=1

— |, <1

D’aprés le théoréme précédent, on déduit que
L= S
n=0
—= pla= Zdnp"
n=0
= a= Zdnp”_m
n=0

= a= Zﬁkpk

k=—m

Remarque 1.2.18 La suite de Cauchy (a,), qui vérifie les conditions (18.1), s’appelle
représentation canonique de a..

C’est-a-dire
Va € Q, ou [al|, <1, J(a,) € Z, telle que a,, = ap+ c1p + ...... + a,p"

Et

n—-—auoo

a= lim a, = Zanp" = apQg.... (1.20)
n=0

o0
Les o représentent les chiffres p-adiques et ) a,p™ s’appelle la série (ou développement p — adique )

n=0
de Hensel de a.

Remarque 1.2.19 1) Si 8_,, # 0; alors [lal|, = p™ .

14



2) On note par [z] la partie entiére d’un nombre p-adique x € Q,, telle que
VeeQ,: [z] = Zﬁkpk = BoB1eemee
k=0

Et on note par (x) la partie fractionnaire de x, telle que

VeeQ,: (x) = Zﬂkpk = B_oB_4
k=<0
On obtient, alors
Ve e Q,:x=[z]+ () (1.21)

1.2.6 Développement de Hensel des nombres rationnels

Définition 1.2.20 Le développement p-adique de x = >, «,p" représente un nombre

n=—m

rationnel si et seulement si la suite (ov,),~, est périodique & partir d’un certain rang .

Exemple 1.2.21 Soit x = % € Q5. Alors

1
3= 2435+1.52+353+15*4+35°

C’est-a-dire

1
3= 231313131 = 231
Le développement 5 — adique de % est périodique. Ce qui signifie que % €cQ.

Définition 1.2.22 On dit que a est un entier p-adique si son développement p-adique ne

contient que des puissances positives de p . Autrement dit
a=ag+op+oaop®+ ... + a,p" +

Notation 1.2.23 On note par Z, l’ensemble des entiers p-adiques .

Ly = {a €Qp:a= Zanp"} (1.22)
n=0

Puisque dans le cas d’un entier p-adique a, V, (z) est positive . On a la caractérisation

sutvante
Zy={a€Qy:all, =p ™" <1}

15



C’est-a-dire : Z, représente le disque d’unité de rayon 1 et de centre O .

Remarque 1.2.24 1) Tout nombre p-adique a € Q,, est une limite d’une suite de cauchy
de nombres rationnels .

2) Le corps Q, est l’ensemble des fractions de Z,, . ie :
a *
Q={7: (@b €z,2;}

1.2.7 Unités p-adiques

Définition 1.2.25 (unité p-adique) Soit a = > a,p™ un entier p—adique.

n=0
On dit que a est une unité dans 7Z,, si et seulement si ag # 0

Soit U, l’ensemble des unités p—adiques, alors

Up - {Zoznp", Qo 7é 0}
n=0

= {a€Zy, ag# 0} =7,

Théoréme 1.2.26
U, = {a € Zp,tel que |lall, = 1} (1.23)

Preuve. Nous avons

a € U, = ag#0
& Vy(a)=0
& |, =p" =1

Proposition 1.2.27 Soit a € Q, tel que ||af[, = p™, alors a admet une représentation

unique définie par
a=p'u,ncZetucl, (1.24)

Preuve.
1) Existense :
Soit o € QQ,, alors

o =

;(a,b) € Zy 7,

S|

16



Par définition

a=uwup™;u €U,
b= up™; up € U,

— a:g:ﬂml_m2
b (%)
no s Uy
= a=up ouu=—etn=m;—me
Uz

Reste & montrer que u € U,
En effet ]
uy € Uy, = — €U,
Uz

Uy
=u=—¢€U,
Uz

2) Unicité :
Supposons que « admet deux représentations

a=up";u € Uy, meZ
a=up™ ;ug €Uy, m' €7

Alors

U1 _ m-m

Uz

Comme Z—; € Up; on en déduit que

D’oti I'unicité de la représentation. m

Lemme 1.2.28 Soient x € Q, et k € Z. Alors

{y € Q, tel que [ly —z||, < pk} =2+p "2, CQ,

17



Preuve. On a

x —I—p_kZp = {x +p*a, otlac Zp}
= {o+p tel que Jlull, <p*}

= {y € Q, tel que [ly —zf|, < pk}
Comme z € Q,, et p™*Z, C Q,, alors

T+ p_kZp CcQ,

18



Chapitre 2

Propriétés du corps de nombres

p-adiques

Dans cette partie, on étudie seulement les propriétés élémentaires des nombres p —

adiques.

2.1 propriétés analytiques

En général, les propriétés analytiques de Q, sont analogues a celles de R. Mais la dif-
férence est remarquable entre ses deux corps , notamment dans les critéres de convergence

des suites et des séries de puissances.

Théoréme 2.1.1 Soit (a,), oy une suite de Q,, alors (an), .y est une suite de Cauchy

convergente si et seulement si
lim |[[an41 —anll, =0 (2.1)
n—-aoQo

Preuve. Supposons a présent que lim ||la,1 — an||, = 0.
n—aoo
Alors
Ve = 0,3dN € N;Vn > N : [lapi1 — anll, <€

En tenant compte maintenant des inégalités
Ham—aan: lam — @m-1+ a@m-1 — @m-o+ amo— ..... — ay|

< mac{ lan = anoll famos = anoallys o lanss = anl, } <2

On déduit que (a,) est une suite de Cauchy . m

19



Remarque 2.1.2 En générale, la derniére propriété n’est pas vérifiée dans R .

C’est-a-dire

lm ||a,41 — aan =0
n——aoQo

n'implique pas que (an), oy est une suite de Cauchy.

[e.e]

Proposition 2.1.3 Si la série _ ||la;||, converge dans R, alors » a; converge dans Q,, .

=0 =0

[e.9]
Preuve. Puisque ) [|a;| converge, alors la suite des sommes partielles
i=0

<5n => Haz'llp>
1=0 neN

est de Cauchy.

1€ :

Ve 0, ANEN; Vm=n>N: > |ail, <e

i=n+1

n

J— o0
Soit (Sn = > |lal p> la suite des sommes partielles de la série > a;. Alors
=0 neN =

m

>

i=n+1

1w = Sall, =

p

m
> llaill, <e

1=n-+1

IN

Ce qui implique que <S_n = Zai) est une suite de Cauchy.
i=0

neN
[e.0]
Par suite ) a; converge dans Q, . =
i=0

Proposition 2.1.4 Soit (a,), .y une suite de Q,, .

Si lim a, = a dans Q,, alors
INEN, 2N fall, = lal,

Preuve. Supposons que (ay), oy est une suite de Q,, telle que

lim a, = a
n——=aQo
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(an),en €st convergente dans Q,, ; et donc elle est de Cauchy .
C’est-a-dire

Ve 0, IngeN; Vm=n>ng= am —an, <e

D’autre part

lamll, = llanll,| < llam = anll, <e

Alors <Han\| p> est une suite de Cauchy dans R, donc elle est convergente.
Posons !

n]ﬁnoo ||an||p = l = ||a||p

Si ||aHp #0 = ||a||p >0.
Alors, pour ¢ = é > (0, il vient

[
dny €N, Vn>n,: ‘Haan - l’ <3
Ce qui implique

l
laall, > 5

) : : !
De méme, puisque (ay),, oy est une suite de Cauchy dans Q,, alors, pour € = 3

[
dny, € N tel que Vm >=n > ny — Ham—aan< BY

Dongc, si n > ng = max {ni,nq2}, on a

Hame = ||am_an+an”p
- max{||am—an||p,||an||p}, (car ||| est ultra-métrique et a, — a,l|, # aall,
= |lanll,

Faisons m tends vers +o00, on aura
lanll, = llall, , ¥n > ns
[ |

Proposition 2.1.5 Soit > a, une série dans Q, ; alors

n=0
Zan converge dans Q, <= lim a, =0 (2.3)
n=0
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De plus

oo
D> _an
n=0

<m
o ngac{nannp}
p

Preuve.

n=0

(2.4)

o0 n
1) On sait que la série > a, converge si la suite des sommes partielles (Sn = Zai)
1=0 neN

est convergente .
Et comme
Sn - Snfl = ap

[e.e]

Alors, d’aprés le théoréme (?7), la série Y a, converge si et seulement si a,, tend vers 0,

n=0
quand n tend vers 400

00
2) Supposons que > a, converge . Puisque a, tend vers 0, alors
n=0

00 N
dN e N : Zan = Zan
n=0 p n=0 P
De plus
max {[lau ], 0 <n < N} = max{flau], }
D’ou
N
Zan < maX{Haan, 0<n< N} = rggg;{”an”p}
n=>0 p B
n

Théoréme 2.1.6 (Théoréme de permutation)

Soit b; j € Qp, 1,5 = 1,2, ...vérifie le critére de convergence suivant

Ve >0, Ing = no(e), tel que max( i, j ) >ng = |[|bil, <e

Alors, les deux séries Z (Z bi,j) et Z (Z bi,j) sont convergentes.
i j j i

De plus
(2] -3 ()
i j j i
Preuve. En effet. Nous avons

E bi; < max||b;;|[, < e, pour tout j > ng
- j
j

22
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De méme
E b;; < max|[b||, < e, pour tout i > ng
K3

%

D’aprés la proposition (2.1.15), les deux séries Z (Z bi,j> et Z (Z bi,j) sont
j i

i J
convergentes.

D’autre part

() £ -

(%) 2 ()

=1 = =1 7j=1 =1 j=N-+1 i=N+1 =
< max ||bi;]| < max ||biyl| <e
max( 4, j )>N P max(4, j )>no P

Ce qui implique que
Et comme

On déduit que

Théoréme 2.1.7 ( théoréme de Strassman [5] Soit

o0

F(x)= Zanx” € Q, [z] (2.7)
n=0
une série de puissances non nule.
Si lim a, =0, alors F (x) converge pour tout x de Z,.

n—---+00

De plus, s’il existe un entier positif N, tel que

i) lawll, = max {lla., }

i) llanll, < llaxll, , pour n > N

(2.8)

Alors F : Z, — Q,, admet au mazimum N zéros.
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Preuve. Par récurrence .
Si N = 0, notre hypothese signifie que [|aol|, > [|an|[,, Vn >0 .
On va montrer que dans ce cas F' (z) n’admet aucune racine dans Z,

Supposons le contraire. C’est-a-dire
F(x)=a+az+..+..=0
On en déduit que
laoll, = oz +axa® + .. 4+ ...

< max{Jla, }

>1

I,

< Jlaoll,

Qui est une contradiction.

Donc F' (x) n’admet aucune racine dans Z,

Supposons maintenant qu’il existe N > 0 et que les deux hypotheses du théoréme sont
satisfaites.

Cest-a-dire

laxll, = max { lau], }

et que
anll, < llaxll,, pour tout n > N

Montrons que F' () admet au maximum N zéros dans Z,
Soit a € Z,, tel que F (a) = 0, alors

Ve € Z,:F(v)=F(z)— F(a)

o0
Zan (" —a")
n=0
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Nous avons
1], < max {||aj+1+k||p} <llaxll, ; V5 = o,....

En particulier

||bN_1||p = ”aN+aN+1oz+aN+2a2+ et L.

= llanll, = max{ld;[,
Etsij>N—1,0na

I, < max {llajrnl, } < max {Jlail, }

< llanll, = v -ll,

Par ’hypothése de récurrence, on déduit que g(x) admet au maximum N — 1 zéros.

Par suite, g admet au maximum N zéros. m

2.2 Propriétés topologiques
On défini la topologie p — adique par la famille des boules

Vala) = {x € Q, tel que ||z —al|, < p™, pour tout a € Qp}
= {ze€Q, tel que v,(x —a) >n
p p

Proposition 2.2.1 Toute boule de l’espace ultra-métrique (@p, HHp> est a la fois ou-

verte et fermée.

Preuve. 1) Soit B(a,r) une boule ouverte de Q, de centre a et de rrayon 7.

Alors, par définition, il existe n € Z, tel que
pt<r <p't
Soit x € B(a,r), alors
lo —all, <r < p"*!

D’ou

z € B(a,p"™)

Ce qui implique que
B(a,r) C B(a,p"™")
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Supposons maintenant que z € B(a, p"), alors
|z —all, <p" <7

D’ou

x € B(a,r)

Donc
B(a,p") C Bla,r) C B(a,p"™")

Supposons encore que z € B(a,p"), alors

lz —all, < p"*
= v(r—a)>—-(n+1)
vp(r —a) > —n
= |z —all, <p"
D’ou
z € B(a,p")
Alors

B(a,p") € Bla,r) C B(a,p"*") C B(a,p")

Ce qui implique
B(a,r) = B(a,p"™") = B(a,p")

Donc, B(a,r) est a la fois ouverte et fermée.

2) Pour une boule fermée B(a, ), on prend
pr<r<pttt
et de méme on montre que
B(a,r) = B(a,p") = B(a,p""")
[

Proposition 2.2.2 Tous point d’une boulle en est le centre. C’est-a-dire

x € B(a,r) = B(a,r) = B(x,r)
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Preuve. En effet. Soit
y € Bla,r) = ||z —all, <r
Nous avons

lz =yll, < max ([la=yl,, la—=zl,)<r

= y € B(z,r)

D’ou
B(a,r) C B(x,r)
De méme
B(z,r) C B(a,r)
Par suite
B(a,r) = B(z,r)
[
Proposition 2.2.3 Si deuzx boules de [’espace ultra-métrique (Qp, |1 p) se rencontrent,

alors l'une d’elles est forcément contenue dans autre.

Preuve. Soient B(x1,71) et B(x2,r2) deux boules de Q,, tels que 7 < ro.
Et soit
x € B(x1,m1) N B(xg,72)

Alors, d’aprés la proposition précédente, on a
B(xz,r) = B(z1,71)

et
B(z,79) = B(xg,13)

Comme 71 < 79, on troiuve
B(xz,r) C B(z,19)

Par suite
B(:}:l,rl) C B(ZL‘Q,TQ)
[
Proposition 2.2.4 Tous les triangles de l’espace ultra-métrique (@p, ||||p> sont iso-
celes.
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Preuve. En effet. Soient x,y et z € Q,, tels que
lz = 2|l # lly = =,

Supposons par exemple que

lz = 2]l < lly = =lI,

Alors

[ = yll, <max (lz ==, ly—=zl,)=ly-=zl,

D’autre part

Iz = yll, <max (flz—zll,, [z—yll,) =lz-uyl,

2.3 Propriétés algébriques

Définition 2.3.1 On dit que le corps k est algébriquement clos, si chaque polynoéme
p(x) € klz], admet des racines dans k. Autrement dit chacun de ces polynomes se di-

vise en factteur linéaire dans k [x] .
Proposition 2.3.2 Le corps Q, n'est pas algébriqguement clos pour tout p premier
Preuve. On considére le polynome
p(x) =22 —p € Qp 2]

Supposons que p(z) admet des racines dans Q,

Alors
2
1%, = llzll,
= |lpl,=»""
Ce qui implique
;1
zll, = p>

Qui est contredit le fait que v,(z) € Z.

Donc p(x) n’a pas des racines dans Q,. m
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Proposition 2.3.3 Tout nombre p-adique non nul, est inversible dans Q,.

Preuve. Soit z € Q;.tel que z =p"u;n € Z et p € U,
Alors

MEUpﬁu:Zanp”;aoséO

n=0

= p=aop+ pzanp"‘l = o+ pzanﬂp"

n=1 n=0

— p=ag—pyouy=—Y ayup" €ZLp

n=0

Comme «g # 0; alors, on peut prendre ay = 1

Donc
po= l—py=>p'=0-py)~
= l4+py+p*2+ ..... c U,
D’ou
b = p™ultelqueneZetule U,
— azle Q,
[ |
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Conclusion 2.3.4 Le corps Q, muni de la topologie induite par l’extension de la valeur
absolue p-adique est donc de corps ultramétriques.

Toutes les propriétés qui se transmettent de Q, au corps k sont une raison suffisante
pour dire des corps k qu’ils sont des corps de nombres p-adiques. Contrairement a R, les
corps Q, admettent une infinité d’extensions finies (donc algébriques). Autrementp dit,
les extensions finies de Q, ne sont pas algébriquement closes.

1l est possible de montrer que la totalité des corps complets localement compact non-discrets
sont donnés (‘a isomorphisme prés) par les extensions finies des corps : Q2,Qs, .., Q100 =
R.
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