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Introduction : 

  La théorie des groupes  est extrêmement fructueuse pour l’ensemble des 
mathématiques, elle a des liens avec des concepts  très  divers comme par exemple, 

 en topologie algébrique, dans les groupes topologiques, et en géométrie différentielle 
dans les groupes de lie, et en courbes elliptiques  dans le   groupes de  Mordell-Weil . 

Dans cette mémoire on va traiter  un sujet très essentielle dans le domaine de la  

théorie des  groupes, les homomorphismes des groupes et les trois théorèmes de 

 l’isomorphisme. 

Dans le premier chapitre on va étudier les notions de base : 

les groupes ;[ définition ,  propriétés ,exemples . . .  . ] , les sous groupes ;[ les sous 
groupe normaux , les groupes quotients  … ].                   

Dans le deuxième chapitre on va étudier les homomorphismes de  groupes ; 
[monomorphismes,  épi morphismes, isomorphismes automorphismes, 
endomorphismes….]  

 Dans le troisième chapitre on va énoncer  les trois théorèmes d’isomorphismes.  

 

 

 

 



 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Chapitre i : groupes 



 
 

 

1 .Groupes : 

1.1Définition: Soit ܩ un ensemble non vide, muni  d’une loi de composition interne 
définie par:   

 ݕ. ݔ → ( ݕ,ݔ)

On dit que la loi «. » Définit sur  ܩ une structure de groupe, ou que G  un groupe relativement à 

 Cette loi, si les trois axiomes sont vérifiés : 

 1. La loi «. » est associative, 
 2. Il existe dans (ܩ,.) un élément neutre ݁ ;  

 3. Toute élément de (ܩ,.) a un élément  symétrique . 

  1.2 Remarques :  

         1. Un groupe a un unique élément neutre. 

          2. Dans un groupe, tout élément a un unique symétrique. 

  1.3 Exemples : 

G est un groupe de nombre : (ℤ , +) , ( ℚ, + ) , ( ℝ,+) , ( ℂ ,+) où ℚ,ℝ ,ℂ  désignant respectivement 
l’ensemble des nombres rationnelles, réels et complexes  

2. Sous groupes : soit G un groupe multiplicatif d’élément neutre e. 

2.1  Définition : une partie non vide H de G est un sous groupe de G si :  

                           (x,y) de H*H   alors x .y de H …………….(a) 

                            x de H alors  (x)-1 de H …………………...(b) 

2.2 Remarques : 

  1. Les conditions (a) et (b) impliquent que  e  appartenant a H . 

  2. Toute sous groupe H d’un groupe G est un groupe relativement à la loi de composition induite 
dans H par celle  de G. 

   3. Un groupe a au  moins deux sous groupes, G  et le sous groupe réduit à l’élément neutre que 
l’on notera  (e).  

2.3 Définition : On appelle sous groupe propres d’un groupe G tout sous groupes de G distinct de 
G. 

- Dans tous groupes (e) est un sous groupe propre. 

Notations : on écrira : 



 
 

- H ≤ G  pour exprimer que H est un sous groupe de G. 
- H< G si H est un sous groupe propre de G  
 

 2.4 Proposition : soit ܩ un groupe et {ܪ}∈ூune  famille de sous groupes de ܩ ; alors quel que 
soit l’ensemble non vide  ܫ , ⋂ ∈ூܪ  est un sous groupe de G.  

  Démonstration :  

1. On a : ∀݅   ܪ  ,ܫ   est un sous groupe de G  

Donc :∀ ݅ ∈ ீܱ  : On a ;ܫ ∈ ܪ   

Alors:  ܱீ  ∈  ⋂ ∈ூܪ  

D’ou ⋂ ∈ூܪ  ≠ Φ………. (1) 

2. Soient ݕ,ݔ ∈ ⋂ ∈ூܪ  donc : 
ई,उ ܫ  ݅  

 
ܪ      

             Alors : ∀ ݅ ∈ ܫ ∶ ଵିݕݔ ∈ ܪ ݅ ∀ ݎܽܿ)        ∈ ܫ ∶ ܪ   sous-groupe de ܩ) 

             D’où : ିݕݔଵ ∈ ⋂ ∈ூܪ ………. (2) 

             De(1)  et (2) ile on résulte :⋂ ∈ூܪ   un sous groupe de G  

Remarque : En générale, ⋃ ∈ூܪ  n’est pas  un sous groupe  de G  

En effet par exemple, que le groupe ( , +), 3 ℤ = {3ई, ई ∈   }  

Et 8  = {8ई, ई ∈  }   sont des  sous- groupes de (  , +), or 3+8 = 11  3 ℤ  8 , 

Donc 3 ℤ  8  n’est pas  un sous groupe de . 

2.5 Exemples  de  sous -groupes : 

1. Pour tout entier ݊ ∈   , ݊  = {݊ ई , ई   } est un sous-groupe de  . 

2. les groupes additifs   ,  ,ℝ  ,  sont tels que : 

ℚ < ℤ <  ℝ <  ℂ 

3. les groupes multiplicatifs  *, ℝ*, ℂ* vérifient : 

 *<  ℝ*< ℂ* 

3. Sous-groupes normaux : 

 3.1 Définition : 

Soit ܩ un groupe et ܪ un sous-groupe de ܩ  



 
 

ܪ est dit normal ou distingué, ou invariant et on not ܪ ⊴  : Si l’on a ܩ

ݔܪ                   =   ܩ Pour tout ई appartenant à ܪ ݔ

.si ܪ ⊴ ≠ ܪ ݐ݁ ܩ ⊳ ܪ on utilise la notation ,ܩ   .ܩ 

Remarque : 

1. il et clair que la condition  H ई = ई H est équivalente à la condition  

= ई ܪଵିݔ  ܪ

2. on dit qu’un élément  ܽ est le conjugué d’un élément ܾ  par l’élément  ई  si l’on a : 

ܽ =    ݔ ଵܾିݔ 

3. dans tout groupe ܩ, {݁} et ܩ sont des sous-groupes normaux. 

4. dans un groupe abélien, tout sous-groupe est normal.    

 3.2 Exemple :  

1) Si ܩ est un groupe, alors ܩ et {݁}  sont des sous-groupes distingués de ܩ.  

2) Si ܩ est un groupe commutatif, alors  tout sous-groupe de ܩ est un  sous-groupe distingué 
de ܩ.  

3) L’ensemble {ݔݖ : ܩ ߳ ݔ ∀ / ܩ ߳ ݖ =   ܩ est un sous-groupe distingué de ,(ܩ)ܼ noté ,{ ݖݔ 
appelé  centre de G.  

4. Groupe quotients : 

Soit ܩ  un groupe et ܪ un sous-groupe distingué de ܩ .Alors   ℛ = ℛௗ , pour tout ݔ élément  de 
ݔ  , ܩ = = ݔH = ܪݔ  = ௗ et on note ईݔ ݔ =   ௗ etݔ

= ܪ/ܩ  (ܪ/ܩ)  =  . ௗ(ܪ/ܩ ) 

La relation   ℛ (ℛ = ℛ  = ℛௗ ) est compatible  avec  la loi du groupe. i.e ,∀ ܽ ,ܾ,ܽ’,ܾ’ ߳ ݅ݏ : ܩ  

ቄܽ ℛܽ’ 
ܾℛܾ′  

Alors  ܾࣵ ℛ ܽ′ܾ′  .En effet, on a  ܽିଵ ܽ′ ∈ ′ܾ et ܾିଵ ܪ ∈ ainsi (ܾܽ)ିଵ ,ܪ    (ܽ′ ܾ′) =  

ܾିଵ ܽିଵܽ′ ܾ′ = (ܾିଵ (ܽିଵܽ′) b ) ܾିଵܾ′ ∈ ܪ car ܽିଵܽ′ ܪet ܪ ∋  ⊲  . ܩ 

Dans ce cas, la correspondance (ܪ/ܩ) × (ܪ/ܩ)   ⟶   (ܪ/ܩ)

( തݕ,ݔ )               ⟼ ݕ.ݔ  =  ݕݔ

est une application bien définie et constitue ainsi une loi de composition interne sur ܪ/ ܩ.  

4.1 Définition : soient ܩ un groupe  et ܪ un sous-groupe distingué  de ܩ. La relation binaire sur 
 : si et seulement si  ݕℛ ݔ définie par ܩ



 
 

∋ ݕଵିݔ  compatible avec la loi du groupe et appelée relation ܩ est une relation d’équivalence sur ܪ
de congruence moduloࡴ.  

L’ensemble quotient, noté ܪ/ܩ, muni de la loi ई,ݕ ∈ = ݕ.ई  ,ܪ /ܩ  ई ݕ , est un groupe appelé  
groupe quotient de ࡳ par ࢚ࢋ  ࡴ  la surjection  canonique                   

 G/H→ ܩ :ܵ                                                                            

                                                                                ई →  ݔ 

Est un homomorphisme de groupes (on écrit dans ce cas ई ≡   ( ݕpour désigner que ई ℛ (ܪ ݀݉)  ݕ

4.2 Exemple : on considère  ܩ = ℤ et H =  ݊ℤ avec ݊ ∈ ℕ , puisque ℤ est commutatif ; 

le sous –groupe ݊ ℤ est distingué dans ℤ .Duex entiers ई݁ݐ y  sont en relation modulo  ݊ℤ  si et 
seulement si ݔ − ݕ ∈ ݊ℤ ⇒ si et suelement si ݊ / ݔ − ou ∃ ݇ ߳ ܼ : ई)  ݕ  − ݕ  =  ݊݇ ) c’est a dire  

ई ≡ =  et ainsi la notation ℤ݊  (mod n) ݕ  =  ܪ/ܩ   ℤ/݊ℤ  ݂݁݅݅ݐݏݑ݆ ݐݏé݁ . 

 

  

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 



 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Chapitre ii : HomomorpHismes de 

groupes 



 
 

1. Homomorphismes de groupes : 

1.1 Définition : étant donné deux groupes (ܩ,.) et (ܩ’,∗), un homomorphisme de groupe de ܩ dans 
ܩ : ݂   est une application ’ܩ →  : telle que  ’ܩ

                    ∀ई,उ ߳ ܩ ∶  ݂ (ई.उ)  =  ݂ (ई)  ∗  ݂ (उ) 

.un homomorphisme de groupes est aussi appelé morphisme de groupes. 

.l’ensemble des homomorphismes d’un groupe ܩ  dans un groupe ܩ’ sera noté (’ܩ,ܩ) ݉ܪ. 

.Un homomorphisme d’un groupe G dans lui-même est appelé endomorphisme de groupes. 

.Un endomorphisme  bijective est appelé automorphisme. 

.Un homomorphisme injective est appelé monomorphisme.  

.un homomorphisme surjective  est appelé épimorphisme.  

. Un homomorphisme bijective est appelé isomorphisme. 

 

1.2 Proposition : Tout ݂ ∈  : vérifie les propriétés  suivantes (’ܩ,ܩ) ݉ܪ

1) ݂ (݁)  =  ݁ ′ 
(ଵିݔ) ݂ (2  = ,ଵି((ݔ)݂)    ܩ ߳ ݔ  ∀
(ݔ)݂ (3  =   ℤ ݏ݊ܽ݀ ݊ ݐ݁  ܩ ߳ ,∀  ई((ݔ)݂)
≥ ܪ (4 ⟹ ܩ   (ܪ) ݂    ≤   ’ܩ 
≥ ’ܪ (5 ܩ  ′  ⟹  ݂ିଵ(ܪ’)  ≤   ܩ 

 Preuve : 

1) On a: ∀ ܩ ߳ ݔ ∶ (ݔ)݂  = .ݔ)݂  ݁) = (݁) ݂(ݔ) ݂  … . … … (1) 

   Or,  ݂ (ई)  ∈ ܩ  ′   ⇒  ݂(ई)  =  ݂ (ई). ݁ ′ … … … . (2) 

(1) et (2) impliquent :   ݂ (݁) =   ݁ ′ 

2)    On a  : ∀ ܩ ߳ ݔ : ݂ (ିݔ ݔଵ) = (ଵିݔ)݂(ݔ) ݂ =  ݂ (݁) … … … (1) 

(݁) ݂    ݎܱ    =  ݁ ′ =  ଵ……….. (2)ି((ݔ)݂)(ݔ)݂ 

(1)  et (2)  impliquent ݂ (ିݔଵ) =  ଵି((ݔ)݂)

3) Pour ݊ = ݔ ,0 =  ݁ et (݂(ݔ)) =  ݁ ′,   c’est  (1)  

     ܵ݅  ݊ > ݔ, 0  = … ݔ ݔ  . (ݔ)݂      d’où   ,(fois ࣿ) ݔ. = (ݔ) ݂(ݔ) ݂  … … . .    (ݔ)  ݂
     (ࣿ  Fois) 
      Donc  ݂ (ݔ) =  ((ݔ)݂) 



 
 

     Si   ݊ <  0 , on pose ࣿ = − ݊′, ݊′ >  0 

ݔ                       = ′( ଵିݔ) ⇒ (ݔ) ݂  =  ݂ ൫(ିݔଵ)൯
′
 = ′(ଵି(ݔ)) ݂   = ′ି((ݔ)݂ )  

                              D’où  ݂ (ݔ) =    ((ݔ)݂) 

(ܪ) ݂(4   = ; (ݔ) ݂ }  . {ܪ ߳ ݔ  ; (ܪ) ݂ ݏ݊ܽ݀    ଶݕ,ଵݕ  ݐ݊݁݅ݏ  ݁ݑݍ ݏ݈݁ݐ ܪ ݏ݊ܽ݀ ݁ݐݏ݅ݔ݁ ݈݅ 

ଵݕ   = ଶݕ, (ଵݔ) ݂    =   (ଶݔ)݂

ଶିଵݕ. ଵݕ  = .(ଵݔ) ݂  ଵି((ଶݔ) ݂)   = ( ଶିଵݔ) ݂. (ଵݔ) ݂      = .ଵ ݔ) ݂    (ଶିଵݔ

 

Ou [(ईଵ ߳ ܪ,ईଶ ߳ ܪ, ≥  ܪ ݐ݁ (ܩ   ⟹  ईଵ.ई ଶିଵ  ∈   [ܪ

                                                         ⟹ ଵݕ  ଶିଵݕ   ∈   (ܪ) ݂  

         Donc  ݂ (ܪ)  ≤ ܩ  ′   

5) Soient  ݔଵ et ݔଶ dans ݂ିଵ(ܪ′) ; alors ݂ (ݔଵ)  ∈ (ଶݔ) ݂ ݐ݁′ܪ  ∈   ; ′ܪ 

On a : ܩ ≥ ′ܪ ′   ⟹ ݂ (ई1)  (݂ (ݔଶ) )ିଵ  = ݂ (ई1) ݂ ( 2ݔ
-1 )  = 2ݔ 1 ݔ)  ݂  

-1 )  

D’ où  ݔଵ ݔଶିଵ ∈ ݂ିଵ(ܪ’) et par suite ݂  ିଵ(ܪ′  )  ≤ ܩ ′   

Résultat : si ݂  ∈ ܩ,ܩ) ݉ܪ ′ ), alors : 

(ܩ) ݂ (1  ≤ ܩ  ′   ݂ ିଵ(݁ ′) = ,ܩ  ߳  ݔ} (ݔ) ݂   =  ݁ ′} est un sous groupe de ܩ.  

1.3 Définition : soit ݂ ܩ,ܩ) ݉ܪ ∋ ′  ). 

est appelé image de ݂ et noté Im (ܩ) ݂ (1 ݂. 

2) ݂ିଵ(݁ ′) est appelé noyau  de ݂  et noté ݇݁ݎ ݂ . 

1.4 Exemples :  

                  deux  groupes et  ݁′  l’élément neutre de G'.L’application′ܩ,ܩ (1
݂: G→G' 
ݔ → ݁′ 

Est un homomorphisme de groupes en effet : 

,ݔ ∀ ∋ ݕ (ݕ)݂.(ݔ)݂   : ܩ =  ݁′. ݁′ = ݁′ 

.ݔ)݂ (ݕ = .ݔ   ݎܽܿ  ′݁ ∋ ݕ  ܩ

2) soit ܩ un groupe, ܽ ∈   alors l’application ܩ

ܶܽ  ∶ ܩ → ܩ  

ݔ              →  ଵିܽݔܽ



 
 

Est un  endomorphisme deܩ. 

3) Soit ܩ un groupe   noté multiplicativement. L’application  
ℤ :ߔ →   ܩ
݊ → ܽ 

Est un homomorphisme de groupes  

2 .Twiste  d’homomorphismes : 

Soient ݂:ܩ → ܩ:݃   ݐ݁  ଵܩ  →  : ଶ  deux homomorphismes de groupesܩ 

2.1 Définition : 

On appelle produit de ݂ et ݃ l’application notée :  

                ݂ × ݃ ∶ ܩ   ⟶ ଵܩ   ଶܩ  ×

                                                           Ou     (݂ × (ݔ)(݃ = ∋ ݔ ∀, ((ݔ)݃,(ݔ)݂)  ܩ 

2.2 Proposition : 

Le produit de deux homomorphismes est un homomorphisme. 

Prouve : soient ܩ  ∋  ′ݔ,ݔ, alors : 

  (݂ × .ݔ)(݃ ( ′ݔ = .ݔ)݃,(  ′ݔ.ݔ)݂)  ((  ′ݔ

                                                                            =  (( ′ݔ)݃.(ݔ)݃,( ′ݔ)݂.(ݔ)݂)

                                                                            = .( (ݔ)݃,(ݔ)݂)  (( ′ݔ)݃,( ′ݔ)݂)

                                                                            = (݂ × .(ݔ)(݃ (݂ ×  ( ′ݔ)(݃

1.3 Evaluation du noyau et image du produit : 

2.3.1 Proposition :  

Si ݂:ܩ → ܩ:݃  ݐ݁ ଵܩ  →  : ଶdeux homomorphismes de groupes alorsܩ  

݂) ݎ݁݇ × ݃)   = ݂ ݎ݁݇ ∩       ݃ ݎ݁݇ 

Prouve : 

൜ ݂:ܩ → ଵܩ 
ܩ:݃ → ଶܩ  

     donc ݂ × ܩ: ݃ → ଵܩ  ×  ଶܩ 

 

Soit    ݔ ∈ ݂)ݎ݁݇ × ݃) ⇔ (݂ × (ݔ)(݃ = 1ீభ× ீమ  

  ⇔ ( (ݔ)݃,(ݔ)݂) = (1ீభ , 1 ீమ) 

        ⟺ (ݔ)݂ = 1ீభ (ݔ)݃    ݐ݁   = 1 ீమ  

  ⟺ ݔ ∈ ker݂ ݔ  ݐ݁ ∈ ker݃ 



 
 

 ⟺ ∋ ݔ ݂ݎ݁݇  ∩  ݃ ݎ݁݇

2. 3.2 Conséquences :  

1) si ݂ × ݃ est un monomorphisme alors݂ ou݃ sont des monomorphismes. 

2) si f ou ݃ sont des monomorphismes  ⟹ ݂ × ݃ est un monomorphisme. 

   Preuve :  

1) Si ݂ × ݃ monomorphisme   ⟹ ݂) ݎ݁݇ × ݃) =  {1ீబ} 

 ⟹ ݂ ݎ݁݇     ∩ = ݃ ݎ݁݇   {1ீబ} 

                                              ⟹     ݂ Ou g monomorphisme. 
2) Si ݂ ݑ ݃ monomorphisme  ⟹   ݇݁ ݎ ݂ = ൛1ீబൟܱܷ݇݁ ݎ ݃ = ൛1ீబൟ 

                                                                   ⟹   ݇݁ ݎ ݂ ∩ ݇݁ ݎ ݃ = {1ீబ   }                                                            
                                                                                         ⟹ ݂ ) ݎ݁݇ × ݃)  =   {1ீబ} 
                                                            ⟹ ݂ × ݃ Monomorphisme  

2.3.3 Proposition: si ݂ ∶ ܩ → ܩ : ݃ ଵ     etܩ →  : ଶ deux homomorphismes de groupes alorsܩ

݂) ݉ܫ                    × ݃)   ⊆ ݂ ݉ܫ   ×  ݃ ݉ܫ

  Preuve : soit (ݕ, ݕ ′)   ∈ ݂) ݉ܫ  × ݃ ) 

⟺ ݔ ∃ ∈ ݂) / 0ܩ × (ݔ)( ݃ = ,ݕ )  (′ݕ

                                                  ⟹ ݔ ∃ ∈ (  (ݔ)݃,(ݔ)݂)/ 0ܩ = , ݕ )  ( ′ݕ

ݔ ∃⟹                                                          ∈ (ݔ)݂  / 0ܩ = (ݔ)݃ ݐ݁ ݕ =    ′ݕ

                                                  ⟹ ݂) ݉ܫ × ݃ ) ⊑ ݂݉ܫ ×   ݃ ݉ܫ

2.3.4 Conséquence : si ݂ × ݃ epimorphisme ⟹ ݂ et ݃ epimorphisme  

1) Soient ݂:1ܩ → 2ܩ:݃ et  0ܩ →    et soit l’application notée 0ܩ

              ݂.݃ ∶ 1ܩ × 2ܩ →  0ܩ

,1ݔ)                            (2ݔ →  (2ݔ,1ݔ) (݃.݂)

Tel que  :  (݂.݃) (2ݔ,1ݔ) = 1ܩ ∋ (2ݔ,1ݔ) ∀ , (2ݔ)݃.(1ݔ)݂ ×  2ܩ

2.3.5 Proposition : si 0ܩ est un groupe abélien alors de produit 

D’homomorphismes est un homomorphisme. 

  Preuve : soit (1ݔ, 1ݔet ൫ (2ݔ
2ݔ,′

′ ൯ deux éléments de 1ܩ ×  2ܩ

Alors : (݂.݃)ൣ(2ݔ,1ݔ). ൫1ݔ
′ 2ݔ,

′ ൯൧ = (݂.݃)[൫1ݔ1ݔ
′ 2ݔ2ݔ,

′ ൯] 

                                                            = ݂൫1ݔ1ݔ
′ ൯.݃(2ݔ2ݔ

′ ) 



 
 

                                                             = 1ݔ൫݂. (1ݔ)݂ 
′ ൯.݃(2ݔ).݃൫2ݔ

′ ൯ 

      = .(2ݔ)݃. (1ݔ)݂  ݂൫1ݔ
′ ൯.݃൫2ݔ

′ ൯        (Car 0ܩ abélien) 

       = (݂. ,1ݔ)(݃ .(2ݔ (݂.݃)൫1ݔ
′ 2ݔ,

′ ൯ . 

Remarque : il existe des cas ou 0ܩ non abélien et (݂.݃) est un homomorphisme. 

1.3Evaluation de ࢘ࢋ ࢍ.ࢌ  : 

2.4.1 Proposition : soient ݂:ܩଵ → ଶܩ:݂ etܩ →  :  deux homomorphismes de groupes alorsܩ

ker ݂.݃ = ,1ݔ)} 1ܩ ߳ (2ݔ × (1ݔ)݂ /2ܩ =  ݃൫2ݔ
ି1൯} 

  Preuve : soit  (1ݔ, (ଶݔ  ∈ ker ݂.݃ alors (݂.݃)(2ݔ,1ݔ) = 1ீ0  

(2ݔ)݃. (1ݔ)݂ ⇔                            = 1ீ0  

                           ⇔ (1ݔ)݂  = ݃൫2ݔ
ି1൯   (Ou ݃ (2ݔ) = 1ݔ)݂

ି1) ) 

2.4.2 Conséquence : si ݂: 1ܩ → 2ܩ:݃ et 0ܩ →  : sont deux homomorphismes tel  que 0ܩ

(ݔ)݂ ≠ (ݕ,ݔ) ∀,(ݕ)݃  ∈  ൫1ܩ ∖ ൛1ீ1ൟ൯× ൫2ܩ ∖ ൛1ீ2ൟ൯ 

  Alors ݂.݃ est un monomorphisme. 

  Preuve : le seul élément de ker ݂.݃  est 1ீ1×ீ2  avec  

          1ீ1×ீ2 = ൫1ீ1 , 1ீ2൯ 

1.5 Evaluation de l’image : 

2.5.1 Proposition : soient ݂:1ܩ → 2ܩ:݃ et 0ܩ →         : deux homomorphismes de groupes alors 0ܩ

(݃.݂) ݉ܫ = .(݂) ݉ܫ  (݃) ݉ܫ

Preuve : soit ݕ ∈ (݃.݂) ݉ܫ ⇒ (2ݔ,1ݔ)∃ ∈ 1ܩ   ×  : tel que 2ܩ

(2ݔ,1ݔ)(݃.݂)                      =  ݕ 

                     ⇒ (2ݔ,1ݔ)∃ ∈ 1ܩ   ×  : tel que 2ܩ

(2ݔ)݃. (1ݔ)݂                      =  ݕ

              Or ൜݂
(1ݔ) ∈ ݂ ݉ܫ
(2ݔ)݃ ∈ ݕ   donc    ݃ ݉ܫ = (2ݔ)݃. (1ݔ)݂  ∈ .݂ ݉ܫ   ݃ ݉ܫ

Alors : ݉ܫ (݂.݃) ⊆ .݂ ݉ܫ  ݃ ݉ܫ

2.5.2 Inversement : 

Soit 0ݕ ∈ .݂ ݉ܫ ݃ ݉ܫ ⊂ ′ܤ et ݂ ݉ܫ߳ܤ ∃ donc 0ܩ ∈  ݃ ݉ܫ

avec 0ݕ = (1ߙ)݂ tel que 1ܩ  1߳ߙ∃ ainsi′ܤ.ܤ =  ܤ



 
 

(2ߙ)݂ tel que 2ܩ  2߳ߙ∃                                        =  ′ܤ

Soit (2ߙ,1ߙ) ߳ 1ܩ ×  : 2alorsܩ

(2ߙ,1ߙ)(݃.݂)  = (2ߙ)݂.(1ߙ)݂ = ′ܤ.ܤ =  0ݕ

⇒ (݃.݂) ݉ܫ = .݂ ݉ܫ  ݃ ݉ܫ

2) soient ݂:1ܩ → 2ܩ:݃ 1etܪ →  : deux homomorphismes de groupes 2ܪ

2.5.3 Définition : on appelle produit directe de ݂ et ݃ l’application notée 

                  ݂⨂݃ ∶ 1ܩ  × 2ܩ → 1ܪ  2ܪ×

  Ou               (݂⨂݃)(2ݔ,1ݔ) = ൫݂(1ݔ) ,݃(2ݔ)൯ 

2.5.4 Proposition : ݂⨂݃ est un homomorphisme. 

    Preuve : soient(2ݔ,1ݔ), ൫1ݔ
′ 2ݔ,

′ ൯ ∈  1ܩ ×  : alors 2ܩ

.(2ݔ,1ݔ)ൣ(݃⨂݂) ൫1ݔ
′ 2ݔ,

′ ൯൧ =  ݂⨂݃൫1ݔ.1ݔ
′ 2ݔ.2ݔ,

′ ൯ 

                                                                                             = ቀ݂(2ݔ,1ݔ),݃൫1ݔ
′ 2ݔ,

′ ൯ቁ 

                                                                                      = ቀ݂(1ݔ).݂൫1ݔ
′ ൯,݃(2ݔ).݃൫2ݔ

′ ൯ቁ 

                                                                                      = ൫݂(1ݔ),݃(2ݔ)൯. ቀ݂൫1ݔ
′ ൯,݃൫2ݔ

′ ൯ቁ 

                                                                                     = .(2ݔ,1ݔ)(݃⨂݂) (݂⨂݃)൫1ݔ
′ 2ݔ,

′ ൯ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Chapitre iii : théorèmes 

d’isomorphismes 



 
 

1.Premier théorème d’isomorphisme :  

Soient G et G’ deux groupes et ݂ : ܩ →  .un homomorphisme de groupe ’ܩ 

1.1 Proposition : ݎ݁ܭ ݂ est un sous-groupe normal de G. 

 Démonstration : on a   ݎ݁ܭ ݂  est un sous-groupe de G.  

Soient ݔ appartenantà ݎ݁ܭ ݂.  

Comme f est un homomorphisme, on a pour tout ݃ appartenant à ܩ, 

                      ݂(݃ ×  (1ି݃)݂ (ݔ)݂(݃)݂ =(1ି݃

                                     =  ݂(݃)1 ݂(݃ି1) 

                                     =  ݂(݃)݂(݃ି1 

                                     = ݂(݃)݂(݃)ି1 

                                        =1. 

D’où ݎ݁ܭ ݂ est normal dans G. 

Le théorème suivant est l’un des plus importants et des plus utilisés de la théorie des  groupes. 

1.2 Théorème   (Premier théorème d’isomorphisme) : 

 .݂݉ܫ est isomorphe à ݂ݎ݁ܭ /ܩ

  Démonstration : d’après la propriété universelle du groupe quotient, il existe un  

Homomorphisme ݂ de ݎ݁ܭ /ܩ ݂ dansܩ’. 

De plus, ݎ݁ܭ ݂ = ݂ ݎ݁ܭ   /   ݂ ݎ݁ܭ = ݂݉ܫ ݐ݁ {1}   =  .݂݉ܫ 

On en déduit que ݂ est injective et surjective de ݎ݁ܭ /ܩ ݂  vers ݂݉ܫ. 

D’où, ݂ est un isomorphisme entre ݎ݁ܭ /ܩ ݂ et ݂݉ܫ. 

3.Deuxième théorème d’isomorphisme : 

Soient ܩ  un groupe, ܪ  un sous-groupe de ܩ et ܰ un sous-groupe  normal de ܩ.  

2.1 Proposition : 

ܪ (1 ∩ ܰ est un sous-groupe normal de ܪ. 
 .ܩ est un sous-groupe de ܪܰ (2
3) ܰ est un sous-groupe normal de ܰܪ. 

  Démonstration : 

1) puisque ܪ et ܰ sont des sous-groupes de ܪ ,ܩ ∩ ܰ est un sous-groupe de ܩ,  



 
 

Comme ܪ ∩  ܰ est inclus dans  ܪ ,c’est  un sous-groupe . 

Soient ݊ appartenant à ܪ ∩  ܰ et ℎ appartenant à ܪ. 

Alors ,ℎ݊ℎି1appartient à ܪ car ܪ est un sous-groupe et hnh-1appartient à ܰ car ܰ est un sous-groupe 
normale de ܩ  

D’où ܪ ∩  ܰ est un sous- groupe normale de ܪ. 

 .ܪܰ est non vide puisque 1.1 appartient à  ܪܰ (2

Comme ܰ est normale dansܩ, pour tout g appartenant à ܰ, gn݃ି1 appartient à ܰ. 

D’où, par restriction à H, pour tout ℎ dans ܪ et ݊ dansܰ, ℎ݊ℎି1 appartient àܰ. On a ainsi ℎ݊ℎ’ℎ ‘ =
 ݊(ℎ݊′ℎ − 1)ℎℎ’ ∈  ܰℎ pour tous ݊,݊′ de ܰ et ℎ, ℎ’ de ܪ. 

Soient ݊ appartenant à ܰ et à ܪ.  

(݊ ℎ)ି1  = ℎି1 ݊ି1 = ℎି1 ݊ି1ℎℎ-1 = ݊’ℎ ou ݊’ = ℎ-1 ݊-1 ℎ appartient a ܰ. (݊ℎ)ି1  .ܪܰ ∋

D’où ܰܪ  est un sous- groupe de ܩ. 

3) ܰ = ܰ {1} est clairement un sous – groupe de ܰܪ puisque ܰ  et un sous groupe d e ܩ. 

Soient ݊ appartenant à ܰ et  ℎ ݊‘ à ܰܪ (ℎ ∋‘݊ et ,ܪ ∋ ܰ). 

ℎ݊‘݊(ℎ݊‘)ି1 = ℎ݊‘݊݊‘ି1ℎ appartient à ܰ car ܰ etst normale dansܩ. 

ܰ est un sous-groupe normal deܰܪ.  

 

2.2 Théorème (deuxième théorème d’isomorphisme) 

ܪ/ est isomorphe à H ܰ/ܪܰ ∩ ܰ . 

Démonstration : 

D’ après la proposition précédente, les groupes ܰܪ/ܰ et ܪ/ܪ ∩ ܰ existent. 

Soient ߨ la surjection canonique de ܩ dans ܩ/ܰ  (ܰ normal dansܩ) et ߮ la restriction de ߨ à ܪ. on a  
 .est un homomorphisme donc ߮ est un homomorphisme ߨ

L’image de ߮ est  (ܪ)ߨ  =  : ߮ Cherchons le noyau de .ܰ/ܪܰ 

=      ߮ ݎ݁ܭ                                         {ℎ  ∈ (ℎ)߮/ ܪ  = ܰ } 

                                                     =    {ℎ ∈ = ℎܰ / ܪ  ܰ}  

                                                                                          =  {ℎ ∈ ∋ ℎ / ܪ   ܰ} 

                                                                                          = ∩ ܪ  ܰ. 

D’où d’après le premier théorème d’isomorphisme,   ܪ/ܪ ∩ ܰ est isomorphe a ܰܪ/ܪ 

 



 
 

3. Troisième théorème d’isomorphisme : 

Soient ܪ,ܩ un sous-groupe normal de  ܩ et ܭ un sous-groupe normal de  ܩ 

Inclus dans ܪ. 

3.1 Proposition : ܭ/ܪ est un sous-groupe normal de  G / K. 

Théorème :( Troisième théorème d’isomorphisme) 

 .est isomorphe à G / H (ܭ/ܪ ) /(ܭ / ܩ)

Démonstration : d’près la Proposition précédente, le groupe (ܭ / ܩ)/ ( ܭ/ܪ) 

Existe. 

Soit ߮ la correspondance de G / K dans G / H définie par ߮(݃ܭ) =  .ܩ pour tout ݃ de ܪ݃

Montrons que ߮ est une application : soient ݃ ݁ݐ ݃’ appartenant à ܩ tels que݃ܭ =  .’ܭ݃ 

On a alors ݃-1 ݃′ appartenant àܭ. Mais ܭ est inclus dans ܪ donc ݃ି1 ݃′ appartenant à ܪ. 

D’où ݃ܪ = (ܭ݃)߮ et donc ܪ′݃ =  (ܭ′݃)߮ 

߮ Est une application. 

Montrons que ߮ un homomorphisme : soient ݃ ݁ݐ ݃’ appartenant àܩ. 

(ܭ′݃ܭ݃)߮                              =  (ܭ′݃݃)߮ 

                                                  =  ܪ′݃݃ 

                                                  =  ܪ′݃ܪ݃ 

                                                  =  (ܭ′݃)߮(ܭ݃)߮

Donc ߮ est un homomorphisme de groupes. 

߮ Est clairement surjectif. 

Cherchons le noyau de ߮ : 

߮ݎ݁݇                    = (ܭ݃)߮ /ܩ߳ ݃ܭ݃} =  {ܪ 

                               = ܪ݃ /ܩ߳ ݃ܭ݃} =   {ܪ 

                               =   {ܪ ߳ ݃ /ܩ߳ ݃ܭ݃}

                               = {ℎܭℎ߳ܪ} =ܭ/ܪ. 

D’où, d’après le premier théorème d’isomorphisme, (ܭ / ܩ)/ ( ܭ/ܪ) est isomorphe à  

 .ܪ / ܩ

 



 
 

 

Conclusion : 
Nous constatons que les homomorphismes de groupes ont des applications qui ont dépassés le 
domaine des mathématiques. 

Les notions  que nous avons décrites utilisent un important bagage mathématique : groupes, sous 
groupes, les sous groupe normaux, les groupes quotients, homomorphismes… 

Après avoir soutenu notre  licence, nous  comptons  poursuivre nos études  en vue d'un master.  La direction 
de la théorie des groupes nous intéressent. 
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Résumé : 

On prend dans cette mémoire trois unités principale sur l’isomorphisme, d’abord dans La première 
unité on sache la notion de base et on définit trois points fondamentale : les groupes, les sous-
groupes, les groupes normaux. 

Ensuite dans la 2ème unité on explique les homomorphismes de groupe et on prend des   divers  
homomorphismes, ensuite dans 3ème unité on présente trois théories principales. 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


