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Introduction :

La théorie des groupes est extrémement fructueuse pour I’ensemble des
mathématiques, elle a des liens avec des concepts tres divers comme par exemple,

en topologie algébrique, dans les groupes topologiques, et en géométrie différentielle
dans les groupes de lie, et en courbes elliptiques dans le groupes de Mordell-Weil .

Dans cette mémoire on va traiter un sujet tres essentielle dans le domaine de la

théorie des groupes, les homomorphismes des groupes et les trois théoremes de
I’isomorphisme.

Dans le premier chapitre on va etudier les notions de base :

les groupes ;[ définition, propriétés ,exemples. .. .], les sous groupes ;[ les sous
groupe normaux , les groupes quotients ... ].

Dans le deuxiéme chapitre on va étudier les homomorphismes de groupes ;
[monomorphismes, épi morphismes, isomorphismes automorphismes,
endomorphismes....]

Dans le troisiéme chapitre on va énoncer les trois théorémes d’isomorphismes.



Chapitre i : groupes




1 .Groupes :

1.1Définition: Soit G un ensemble non vide, muni d’une loi de composition interne
définie par:

(xy)—x.y
On dit que la loi «. » Définit sur G une structure de groupe, ou que G un groupe relativement a

Cette loi, si les trois axiomes sont Vérifiés :

1. La loi «. » est associative,
2. Il existe dans (G,.) un élément neutre e ;

3. Toute élément de (G,.) a un élément symétrique .
1.2 Remarques :
1. Un groupe a un unique élément neutre.
2. Dans un groupe, tout élément a un unique symétrique.
1.3 Exemples :

G est un groupe de nombre : (Z, +),(Q, +), (R,+), (C,+)ou Q,R ,C désignant respectivement
I’ensemble des nombres rationnelles, réels et complexes

2. SOUS groupes : soit G un groupe multiplicatif d’élément neutre e.
2.1 Définition : une partie non vide H de G est un sous groupe de G si :
(x,y) de H*H alorsx.ydeH ................ @)
xdeHalors () deH .......ovveeennnnn, (b)
2.2 Remarques :
1. Les conditions (a) et (b) impliquent que e appartenanta H .

2. Toute sous groupe H d’un groupe G est un groupe relativement a la loi de composition induite
dans H par celle de G.

3. Un groupe a au moins deux sous groupes, G et le sous groupe réduit a I’élément neutre que
I’on notera (e).

2.3 Définition : On appelle sous groupe propres d’un groupe G tout sous groupes de G distinct de
G.

- Dans tous groupes (€) est un sous groupe propre.

Notations : on écrira :



- H < G pour exprimer que H est un sous groupe de G.
- H< G si H est un sous groupe propre de G

2.4 Proposition : soit G un groupe et {H;};c;une famille de sous groupes de G ; alors quel que
soit I’ensemble non vide I, N;¢; H; est un sous groupe de G.

Démonstration :

1l.ona:viel, H ; est un sous groupe de G
Donc:vViel;Ona: O; € H;
A|OI‘S OG e niEIHi

D’OU nlel Hl ¢ @ .......... (1)

2. Soient X,y € Ne H; donc :
viclx,y € H;

Alors:Viel:xy ™ €H; (carVie€l: H;sous-groupe de G)

De(1) et (2) ile on résulte :N;c; H; un sous groupe de G
Remarque : En générale, U;¢; H; n’est pas un sous groupe de G
En effet par exemple, que le groupe (Z, +),3Z={3x,x € £}
Et8Z ={8x,x € Z} sontdes sous- groupesde (Z,+),or3+8 =11 £3Z U 8L,
Donc 3Z v 8 Z n’est pas un sous groupe dezZ.
2.5 Exemples de sous -groupes :
1. Pourtout entiern € M, n Z={nx,x € E } est un sous-groupe de T .
2. les groupes additifs Z,Q ,R ,C sont tels que :

Q<Z< R<C

3. les groupes multiplicatifs @, R’, C vérifient :
Q< R<C
3. Sous-groupes normaux :
3.1 Definition :

Soit G un groupe et H un sous-groupe de G



H est dit normal ou distingué, ou invariant etonnot H < G Sil'ona:

Hx = x H Pour tout x appartenant a G

SIiH S GetH # G,on utilise lanotation H < G.

Remarque :

1. il et clair que la condition H x = x H est équivalente a la condition
x 'Hx =H

2. on dit qu’un élément a est le conjugué d’un élément b par I’élément x sil’ona:
a=x"'bx

3. dans tout groupe G, {e} et G sont des sous-groupes normaux.

4. dans un groupe abélien, tout sous-groupe est normal.

3.2 Exemple :

1) Si G est un groupe, alors G et {e} sont des sous-groupes distingués de G.

2) Si G est un groupe commutatif, alors tout sous-groupe de G est un sous-groupe distingué
deG.

3) Lensemble{zeG/V xeG:zx = xz}, noté Z(G), est un sous-groupe distingué de G
appelé centre de G.

4. Groupe quotients :

Soit G un groupe et H un sous-groupe distingue de G .Alors R, = R, , pour tout x élément de
G, x;= xH =Hx=Xx,etonnote x =x, = x, et

G/H = (G/H) ;= (G/H), .
Larelation R (R =R, =R, ) est compatible avec la loidugroupe.ie,Va,b,a’,b’€G :si

(omp

Alors ab Ra'b’ .Eneffet,ona a™*a e Hetb™' b’ € H, ainsi (ab)™! (a'b) =
b~tala'b'=(b"'(@a'a)b)b b eHcara'a €EHetH < G.
Dans ce cas, la correspondance (G/H) x (G/H) — (G/H)
(x,y)— x.y=Xxy
est une application bien définie et constitue ainsi une loi de composition interne sur G /H.

4.1 Définition : soient G un groupe et H un sous-groupe distingué de G. La relation binaire sur
G définie par x Ry si et seulement si :



x~1y € H est une relation d’équivalence sur G compatible avec la loi du groupe et appelée relation
de congruence moduloH.

L’ensemble quotient, noté G/H, muni de la loi x,y € G/ H, x.y = x y, est un groupe appelé
groupe quotient de G par H et la surjection canonique

S:G -»G/H
xX—- X
Est un homomorphisme de groupes (on écrit dans ce cas x = y (mod H) pour désigner que x Ry )
4.2 Exemple : on considére G =ZetH = nZavec n € N, puisque Z est commutatif ;

le sous —groupe n Z est distingué dans Z .Duex entiers xet y sont en relation modulo nZ si et
seulementsix —y € nZ = sietsuelementsin/x— y (ou3keZ:x— y= nk)cestadire

x = y (modn) etainsi lanotationZn = G/H = Z/nZ est justifiée .
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Chapitre 1i : HomomorpHismes de
groupes

N




1. Homomorphismes de groupes :

1.1 Définition : étant donné deux groupes (G.,.) et (G ,*), un homomorphisme de groupe de G dans

G’ est une application f:G — G’ telle que :
Ve, yeG: f(xy) = f(x)* f(y)

.un homomorphisme de groupes est aussi appelé morphisme de groupes.

.I’ensemble des homomorphismes d’un groupe G dans un groupe G’ sera noté Hom (G, G’).

.Un homomorphisme d’un groupe G dans lui-méme est appelé endomorphisme de groupes.

.Un endomorphisme bijective est appelé automorphisme.
.Un homomorphisme injective est appelé monomorphisme.
.un homomorphisme surjective est appelé épimorphisme.

. Un homomorphisme bijective est appelé isomorphisme.

1.2 Proposition : Tout f € Hom (G,G’) Vvérifie les propriétés suivantes :

1) f(e) =e

2) f(x™) = (f(x))™, VxeG

3) f(x™ = (fG)"V x2€G etndans 7
4 H< G= f(H <G

5) H <G = fY(H) <G

Preuve :
DonavxeG: f(x)= f(x.e)= f(x)f(e)....... (1)
or, f(x) € G = f(x) = f(x)e .....(2
(1) et (2) impliquent: f (e) = e’
2) Ona :VxeG:f(xxD)=f@)fx)=f(e)...... D
Oor f(e)=¢e = fx)(f(x)) 1 t........... 2)
(1) et(2) impliquent f (x™*) = (f(x))™*
3)Pourn=10,x°= eet (f(x))°= e, c’est (1)

Sin>0,x"= xx ....x (nfois), dou f(x")= fx)f (x)
(n Fois)
Donc f (x™) = (f(x)"

e f ()



Si n<0,onposen=—n,n>0

=Gy s F ) = F ()T = £ = (Fe)T
Dou f (x™) = (f(x)"
4)f (H) = {f (x); x e H} .soient y,,y, dans f (H); il existe dans H tels que
i = f () oy =f(x2)
iyt = f ) (F )T = ) fG) = fxex™)

Oul[(x;eH,x,eH, etH < G) = x,.x," ! € H]
=y, € f(H)

Donc f (H) < G’
5) Soient x, et x, dans f~1(H") ; alors f (x;) € H'et f (x,) € H';
Ona:H'<sG =f(x) (FO))T=f () f (") = f (x1x?)
D’ ol x; x,”* € f~Y(H’) et par suite f “Y(H') <G’
Résultat :si f € Hom (G,G"), alors :

1) f(G) <G fYe) ={x € G,f (x) = e}estunsousgroupe de G.
1.3 Definition : soit f € Hom (G,G").
1) f (G) est appelé image de f et noté Im f.

2) f~1(e") est appelé noyau de f et noté ker f .

1.4 Exemples :
1) G, G'deux groupes et e’ I’élément neutre de G'.L’application
f1GoG'
x—e

Est un homomorphisme de groupes en effet :
Vx,y €G: f(x).f(y)=¢€'.e'=¢
f(x.y)=¢ car x.y €G
2) soit G un groupe, a € G alors I’application
Ta :G->G

x - axa !



Estun endomorphisme deG.

3) Soit G un groupe noté multiplicativement. L’application
D Z-G
n-a"
Est un homomorphisme de groupes

2 .Twiste d’homomorphismes :
Soient f: G, - G, et g:G, = G, deux homomorphismes de groupes :
2.1 Définition :
On appelle produit de f et g I’application notée :
fxg:Gy — G % G
Ou (fxg)x)=({(x)g).Vx € Gy
2.2 Proposition :
Le produit de deux homomorphismes est un homomorphisme.
Prouve : soient x,x’ € Gy, alors :
(f>xg)x.x") = (f(x.x" ) g(x.x"))
= (f(x).f(x") g(x). g(x"))
= (f(x),g(x)).(f(x"), g(x"))

=(f*x9)®).(f xg)(x")
1.3 Evaluation du noyau et image du produit :
2.3.1 Proposition :
Sif:G, - Gyet g.Gy, > G,deux homomorphismes de groupes alors :

ker (f x g) =ker fn ker g

Prouve :

{f:Go_’ Gy
g:Go = G

doncf x g :Gy, —» G, % G,

Soit x € ker(f xg) e (f X g)(x) =1g,xq,

e (f(x),9(x)) =(¢,.1¢,)
& f(x) =15 et gx)=1g,

< xekerfet xekerg



& x € kerfNnker g
2. 3.2 Conséquences :
1) si f x g est un monomorphisme alorsf oug sont des monomorphismes.
2) sifou g sont des monomorphismes = f % g est un monomorphisme.
Preuve :
1) Sif x g monomorphisme = ker (f x g) = {1¢,}
= ker fn ker g = {15}

= f Ou g monomorphisme.
2) Sif ou g monomorphisme = ker f = {1, }OUker g = {1;,}
= kerfnkerg={1; }

= ker (fxg) = {1}
= f x g Monomorphisme

2.3.3 Proposition: si f : G, » G, etg:G, - G, deux homomorphismes de groupes alors :
Im(fxg) € ImfxImg
Preuve : soit (y,y) € Im(f xg)
S 3Ax€G/(fxg)x)=(yy)
= 3Ax € G /(f(x).g(x) ) =(y.y")
=3Ix€G/ f(x)=yetg(x)=y’
=Im(fxg)SImfxImg
2.3.4 Conséquence : si f x g epimorphisme = f et g epimorphisme
1) Soient f: G, = G, et g: G, = G et soit I’application notée
fg: GGy = Go
(x1,%2) = (f. 9) (x1,%2)
Telque : (f.g) (x1,x0) = f(x1). g(x2) , V (x1,x5) € G X G,
2.3.5 Proposition : si G, est un groupe abélien alors de produit
D’homomorphismes est un homomorphisme.
Preuve : soit (x;, x,) et (x;, x,) deux éléments de G; % G,
Alors : (f. 9)[ (1, x2). (31, 25)] = (F. 9313, %2%)]

= f(x1x1). 9 (227)



= fQa) f(x1).9(x2). 9(x7)
= f(x) . 9(x). f(x1).9(x;)  (Car Gy abélien)
= (f.9) (1. x2). (f. 9) (1, %7) -
Remarque : il existe des cas ou Gy non abélien et (f. g) est un homomorphisme.
1.3Evaluation de ker f. g :
2.4.1 Proposition : soient f: G, — Goet f: G, = G, deux homomorphismes de groupes alors :
ker f. g = {(x1,x5) € Gy x Gof f(x1) = g(x31)}
Preuve : soit (x1,x,) € ker f. g alors (f. g)(x1,x2) = 1,
< f(x1) . g(x) = 1,
® flx)=g(x") (Oug ) =f@(i")
2.4.2 Conséquence : si f: G; — Gy et g: G, — Gy sont deux homomorphismes tel que :
f)# 90V (xy) € (6:\{16,}) x (62\ {1c,})
Alors f. g est un monomorphisme.
Preuve : le seul élément de ker f. g est 1;,x¢, avec
loix6, = (1611 162)
1.5 Evaluation de I’image :
2.5.1 Proposition : soient f: G; = Gg et g: G, — G, deux homomorphismes de groupes alors :
Im (f.g) = Im (f).Im (g9)
Preuve : soity € Im (f.g) = 3(x1,x,) € Gy % G, tel que :
(f g)(xp,x) = y
= 3(xy,x,) € Gy % G, tel que :
flx1) . glx) =y

fx))elmf

gty €Img 0N ¥ = fla).glxz) € Im f.Im g

Or{
Alors:Im (f.g) SIm f.Im g
2.5.2 Inversement :
Soityo, €Im f.Im gc Gydonc3a Belm fetB'elm g

avec y, = B.B'ainsi 3a e G, telque f(ay) = B



Jaye G, tel que f(ay) = B’
Soit (a1, ay) € G % Gyalors :
(f. 9)(ar, @) = f(a1). f(az) = B.B'= y;

=>Im(f.g)=Im f.Im g
2) soient f: G, — Hyet g: G, - H, deux homomorphismes de groupes :
2.5.3 Définition : on appelle produit directe de f et g I’application notée
f®g: Gy > G, > Hy X Hy
Ou (f®g)(x1,xp) = (f(xl) ag(xz))
2.5.4 Proposition : f®g est un homomorphisme.
Preuve : soient(xy, x,), (x1,x;) € G1 % G, alors :
(F@ (e 22). (x1,23)] = f@g(x1. 0, %.%5)
= (f(xl,xZ),g(xi,xé))

 CANCAFIENICH)

= (f(x2). 90)). (£ (x1). 9(x3))
= (f®g)(x1, x). (f®9)(xiaxé)



Chapitre iii : théoremes

d'isomorphismes




1.Premier théoreme d’isomorphisme :

Soient G et G’ deux groupes et f : G — G’ un homomorphisme de groupe.
1.1 Proposition : Ker f est un sous-groupe normal de G.
Démonstration : ona Ker f est un sous-groupe de G.

Soient x appartenanta Ker f.

Comme f est un homomorphisme, on a pour tout g appartenant a G,
flgxg™=fle)f(x) f(g™)

= f(@1f(g™)

= f(@)f (g™

=f@f(@™

=1.
D’ou Ker f est normal dans G.
Le théoreme suivant est I’un des plus importants et des plus utilisés de la théorie des groupes.
1.2 Théoreme (Premier théoreme d’isomorphisme) :
G/ Kerf est isomorphe a Imf.
Démonstration : d’aprés la propriété universelle du groupe quotient, il existe un

Homomorphisme f de G/ Ker f dansG’.
Deplus, Ker f = Ker f / Ker f = {1}et Imf = Imf.
On en déduit que f est injective et surjective de G/ Ker f vers Imf.
D’ou, f est un isomorphisme entre G/ Ker f et Imf.
3.Deuxieme theoreme d’isomorphisme :
Soient G un groupe, H un sous-groupe de G et N un sous-groupe normal de G.
2.1 Proposition :

1) H n N est un sous-groupe normal de H.
2) NH est un sous-groupe de G.
3) N est un sous-groupe normal de NH.

Démonstration :

1) puisque H et N sont des sous-groupes de G, H N N est un sous-groupe de G,



Comme H N N est inclus dans H ,c’est un sous-groupe .
Soient n appartenant 8 H N N et h appartenant a H.

Alors , hnh~'appartient & H car H est un sous-groupe et hnh™appartient & N car N est un sous-groupe
normale de G

D’ou0 H N N est un sous- groupe normale de H.
2) NH est non vide puisque 1.1 appartient a NH.
Comme N est normale dansG, pour tout g appartenant a N, gng ~* appartient a N.

D’ou, par restriction & H, pour tout h dans H et n dansN, hnh~" appartient aN. On a ainsi hnh’h * =
n(hn'h — 1)hh’ € Nh pourtousn,n'de N et h,h’ de H.

Soient n appartenanta N et a H.

(mh)=htnt=htnthh'=n’houn’=h* n' h appartient a N. (nh)~ € NH.
D’ou NH est un sous- groupe de G.

3) N = N {1} est clairement un sous — groupe de NH puisque N et un sous groupe deG.
Soient n appartenanta N et hn‘a HN (h € H, et n‘€ N).

hn‘n(hn*)~! = hn‘nn*"*h appartient & N car N etst normale dansG.

N est un sous-groupe normal deHN.

2.2 Théoreme (deuxiéme théoréme d’isomorphisme)

NH/N est isomorpheaH/H NN .

Démonstration :

D’ apres la proposition précédente, les groupes NH/N et H/H N N existent.

Soient 7 la surjection canonique de G dans G/N (N normal dansG) et ¢ la restriction de m a H. on a
7 est un homomorphisme donc ¢ est un homomorphisme.

L’image de ¢ est m(H) = NH/N. Cherchons le noyau de ¢ :
Kero = {h € H/p(h)=N}
= {he H/hN =N}
={he H/h € N}
=HnNN.

D’ou d’apres le premier théoreme d’isomorphisme, H/H N N est isomorphe a NH/H



3. Troisiéme théoreme d’isomorphisme :
Soient G, H un sous-groupe normal de G et K un sous-groupe normal de G
Inclus dans H.
3.1 Proposition : H/K est un sous-groupe normal de G /K.
Théoreme :( Troisiéme théoréme d’isomorphisme)
(G/ K)/ (H/K) estisomorphe a G / H.
Démonstration : d’prés la Proposition précédente, le groupe (G / K)/ ( H/K)
Existe.
Soit ¢ la correspondance de G / K dans G / H définie par ¢(gK) = gH pour tout g de G.
Montrons que ¢ est une application : soient g et g’ appartenant a G tels quegK = gkK’.
Onaalors g™ g’ appartenant aK. Mais K est inclus dans H donc g~ g’ appartenant & H.
D’oll gH = g 'H et donc ¢(gK) = ¢(g'K)
¢ Est une application.
Montrons que ¢ un homomorphisme : soient g et g’ appartenant aG.
(gKg'K) = p(gg'’K)

= ggH

= gHg'H

= ¢(gK)p(g'K)
Donc ¢ est un homomorphisme de groupes.
@ Est clairement surjectif.
Cherchons le noyau de ¢ :

kerp ={gKg eG/ ¢(g9K) = H}
={gKg eG/ gH = H}
={gKgeG/ ge H}
= {hKheH} =H/K.

D’ou, d’apres le premier théoreme d’isomorphisme, (G / K)/ ( H/K) est isomorphe a

G/H.



Conclusion :

Nous constatons que les homomorphismes de groupes ont des applications qui ont dépassés le
domaine des mathématiques.

Les notions que nous avons décrites utilisent un important bagage mathématique : groupes, sous
groupes, les sous groupe normaux, les groupes quotients, homomorphismes...

Aprés avoir soutenu notre licence, nous comptons poursuivre nos études en vue d'un master. La direction
de la théorie des groupes nous intéressent.
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Résumeé :

On prend dans cette mémoire trois unités principale sur I’isomorphisme, d’abord dans La premiére
unité on sache la notion de base et on définit trois points fondamentale : les groupes, les sous-
groupes, les groupes normaux.

Ensuite dans la 2°™ unité on explique les homomorphismes de groupe et on prend des  divers
homomorphismes, ensuite dans 3°™ unité on présente trois théories principales.



