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Introduction Générale

La stabilité des systémes des équations différentielles sont apparues pours poser des
problémes, alors et de savoir si les points sont temporellement stables, et permet de
définir ’état instantané du systéme, 1’étude des systémes sont basées sur I'utilisation de
la linéarisation statique ou dynamique. Elles peuvent conduire a des résultats plus ou
moins satisfaisant du point de vue pratique.

Cependant, ceux-ci ne s’adressent qu’a une classe relativement restreinte des sys-
témes physique ceux régis par des équations différentielles ordinaires possédent certaines
propriétés.

Les premieres travaux sur la stabilité restreint des équations différentielles ordi-
naires (E D O) que leur approximation linéaire du premiére ordre quelque années pour
H.poincaré et A.M Lyapunov justifient et étendent les propriétés locales induites du
modele linéaires, I'un des résultats principaux est la premiére méthode de" Lyapunov".

L’histoire des systémes dynamiques modernes est relativement ressente. Elle com-
mence avec" Henri Poincaré " (1854-1912) qui fut le premier a entreprendre ’étude
formelle d’un systéme dynamique. Il avait la conviction que le comportement global de
toute solution d’un systéme dynamique était plus important que le comportement local.

Les premiéres résultats sont apparus avec Lyapunov & la fin du 199" siécle et au
début de 209 siécle. Il donne alors une condition nécessaire et suffisante de stabilité.
Hahn et Lefschetz achéveront alors dans les années 1960 cette théorie.

L’objectif de ce travaille est dans un premiére temps de présenter le systéme dyna-
mique, ainsi que la théorie de stabilité des équations différentiels, le probléme qui nous
intéresse ici est celui d’étude la stabilité des systémes dynamiques.

Ce mémoire constitué de trois chapitres, on représente quelques notions fondamentales
sur le systeme dynamique dans le premier chapitre, puis on représente la théorie de la
stabilité des systémes soient linéaires ou non linéaires.

La fin c’est le troisiéme chapitre est consacré a spécifier les travaux de mathématicien

"Lyapunov" au sens des certaines théories de la stabilité.



Chapitre 1
Systéme Dynamique

Dans ce chapitre, nous définissons les systémes dynamiques qui seront étudiés dans

cet ouvrage.

1.1 Systéme dynamique

Définition 1.1 Soit un systéme d’équation différentielles de la forme (cas continue) :

dx

E:i:f(xﬂf,v), reUCR"'\wweV CRP (1.1)

Ou des applications (cas discret) :
Tpy1 = f(ag,v) ,xp, eUCR eV CRk=1,2,.. (1.2)

Les systémes (1.1),(1.2) s’appellent des systémes dynamiques. R" est l’espace des phases,

RPest l’espace des paramétres.

Exemple 1.2 [‘oscillateur de Duffing :

dx

B 1.3
d
d—?i::c—x?’—ay—i—fycoswt (1.4)

ot 0,7y et w sont des paramétres physiques réels. L’espace des phases est R? et [’espace

des parameétres est R3.



1.2 Champ de vecteurs

Définition 1.3 En mathématiques, un champ de vecteurs ou champ vectoriel est une
fonction qui associe un vecteur & chaque point d’un espace euclidien ou plus généralement
d’une variété différentielle. Pour la résolution des équations différentielles autonomes du
premiére ordre, on utilise le champ des directions (appelé en physique champ des vitesses)

qui représente les dérivée tangentes a la trajectoire de ces équations, ce qui de la tracer.

Remarque 1.4 Dans le systéme (1.1), le champ de vecteurs est la fonction f(x,t,v),
re U C R eV C RP. tel que R" est l’espace des phases et RP est [’espace des

parametres..

1.3 Systéme autonome- Systéme non autonome

Définition 1.5 Un systéme différentielle est dit autonome si f ne dépend pas explicite-

ment de t. Dans ce cas on [’écrira :

T = f(x,u). (1.5)

Dans le cas contraire on dira qu’il est non autonome. Tous les systémes sont non auto-
nomes. On peut également noter qu’un systéme autonome peut devenir non autonome si

la commande dépend explicitement du temps, c’est a dire si par exemple : u = g(x,t).

Exemple 1.6 Soit le systéme :
T=—15
systéme précédent est non autonome.

1.4 Systéme linéaires

Définition 1.7 Dans le cas continu, un systéme linéaire est un systéme décret par [’équa-
tion d’état

{dz(t) = A)x(t) + B(t)u(t),t > to (1.6)

I(to) = X2

Ou A(t) est une matrice n x n a valeurs dans R™ et u(t) € R™.

Théoréme 1.8 Si A(t) est continue pour tout t, alors I’équation homogéne z(t) = A(t)x(t)

admet une solution unique donnée par

z(t) = ¢(t, o) (to) (1.7)
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Théoréme 1.9 On considére le systéme linéaire (1.6). Si A(t) est continue, et B(t) et

u(t) sont presque partout continues pour tout t alors la solution de (1.6) est :

(1) = (t, o) alte) + /t ot $)B(s)ds . pour tout ¢ (1.8)

1.5 Systémes non linéaires

Définition 1.10 (Dans le cas continue). Un systéme dynamique peut étre représente par

I’équation
{510 = .50 (19)
x(tg) = o
Dans le cas discret un systéme dynamique s’écrit :
{x(k +1) = f(k,z(k)) (1.10)
z(ko) = xo

Définition 1.11 La fonction x(t) est une solution de ( 1.9)
si pour tout t € I, (t,x(t)) € D et x(t)vérifie(1.9). Si f est continue sur D,
alors il est claire que x est de classe C* sur I et vérifie :

z(t) = xo +/t f(s,z(s)ds (1.11)

1l existe différents résultats concernant l’existence et ['unicité de solution de [’équation
(1.11) Ci-dessous, on décrit le théoréme de "Picard-Lindoff " par son importance his-

torique et aussi parce que sa démonstration donne un moyen de construire la solution.

Théoréme 1.12 Soit f une fonction continue sur D et satisfaisant la condition
de Lipschitz :
If(tz) = fEll <K fle—yll t €l zy e BSi|f(t,z)] <m,
pour tout (t,x) € D.
Alors (1.9) admet une solution unique dans [to,to + c] ot ¢ = min(h, 2).
Preuve. Soit x(t) tel que ||z1(t) — xo|| < b. A partie de (1.11),
considérons la suite x(k) définie par :
Tpy1(t) = zo + fti f(s,xp(s))ds, k > 1
Par récurrence, on a ||xg(t) — zol| < b.
la suite (x1) converge uniformément. En effet :
lz3(t) = 2o (@)l < fy, 1f(5,22(5)) = f(s,1(q)l| ds

Comme f est lipchitzienne par rapport a x,on a :



2k (s) — 1 (s)|| < 2bEF2E-0" 2 o 1 4o + h]

—2)!
Soit s1 > s;

(s1—tg)F1

H$k+1(5) - $k(s)|| < Qka_l (&—1)!
Terme général d’une série numérique convergente.

D’ou la suite (xy) converge uniformément.
Soit x(s) = limg 00 xx(s). Alors on a
o(t) = z0 + [, f(s,2(s))ds.
Soit y1(s) et (yx(s)) la suite associée.
¢
lzk (@) = @ < [i, 1 (s,2(5)) = f (s, y-1(s)) [ ds.
Par le méme raisonnement que précédemment,
on a : limg_o0(xk(t) — yx(t)) = 0.
oryr — ¢ = (yp — xx) + (xx — x). Donc pour tout x1,limy_, o xx(s) = x(s).
Pour l'unicité, on suppose qu’il existe deux solutions du probléme, notées x et y.
Soit xi(s) tel que x(s) = limyg_,o xx(s) et (yx) tel que yr(s) = y(s) pour tout k.
On o : |lgelt) — 2(®)]| < () — 2 (D) + () — 2(8)]
Donc cet convergent vers la méme limite.

1.6 Flot et point fixes

Considérons le systéme autonome

2—? = f(z),z € R", f € C"(u),u CR". (1.12)
Définition 1.13 Soit x(xo,t), 29 € D, une solution de(1.12) avec conditions initiales
x(0) = xo. On appelle flot de (1.12), ou du champ de vecteurs f, Uapplication ¢, : D — R"
définie par : ¢,(x) = x(xo,t) telle que : ¢,(xo) posséde les propriétés suivantes :

(i) ¢,(xg) est de classe C".

(i) ¢o(0) = wo.

(i) 614 (0) = 04(64(50)).

Définition 1.14 On appelle point fize (ou point stationnaire ou point d’équilibre ou point
critique) de (1.12),

le point T de l’espace des phases obtenu en annulant le second membre de (1.12) :
f(@) =0. (1.13)

Par le changement de variables ( = x — T, on peut ramener le point T & [’origine.



1.7 Représentation paramétrique de la trajectoire

—

La trajectoire X () intégrale du systéme dynamique défini par :
X _ 5)()7)) tel :
= que :

— ; — — — — — 1t

X = {21,209, 00} € ECR" et $(X) = [fl(X),fg(X), ...,fn(X)] € ECR",

est décrite par le mouvement d’'un point courant M dont la position dépend d’un
parameétre variable : le temps.

Cette courbe peut également étre définie par sa représentation paramétrique relati-
vement a un repere :

I = F1<t>,l’2 = Fg(t), ey Ly = Fn(t)

Définition 1.15 une trajectoire associe donc & chaque instante de point dans l’espace
d’états ; l'ensemble de ces point constitue une courbe appelée orbite de x.. Le terme (tra-
jectoire) évoque le déplacement d’un espace tridimensionnel. Bien entendu, les variables
d’état peuvent représenter bien autre chose que des coordonnées spatiales, mais I’évolution
de notre systéme peut toujours étre décrite par une courbe au sein de son espace d’état
(également appelé espace des phases). Cette courbe faires t une représentation abstraite

de [’évolution du systéme.

1.8 Théoréme de "Poincaré Bendixson"

Dans un espace des phases a deux dimensions, il est souvent possible de démontrer
que les orbites d’un systéme non-linéaire spirales vers une courbe fermée ou cycle limite

méme si I'on ne sait pas résoudre ce systéme, ceci grace au théoréme suivant.

Théoréme 1.16 (Poincaré-Bendirson)

Supposons qu’une orbite x(xg,t) du systéme de deux variables :

fl_:tt = f(z), = (21, 22)" (1.14)
Reste dans un domaine compact D C R? pour tout t > 0, alors :

(i) ou bien z(xo,t) est une solution périodique de(1.14).

(ii) ou bien x(xo,t) tend vers une solution périodique de( 1.14).

(iii) ou bien x(xo,t) tend vers un point fize de (1.14).



Chapitre 2

Quel que théoréme de la stabilité

2.1 Définition de la stabilité

Définition 2.1 Un "systéme stable” qui a une propriété de revenir a son état d’équilibre
aprés une perturbation, est dit stable. Une solution est dit stable si les solutions associées a
des valeurs proches de la condition initiale restent proches de la solution et des équations
fondamentales des théories qualitative et elle & étudiée en détail par le mathématicien
"Lyapunov"(1857-1918).

2.2 Notion de stabilité

Principaux outils :

- Boule : B(p) = {z; ||z] < p}, ou ||z|| est la norme de z.
- Sphere : S(p) = {z; [lz]| = p}.

Définition 2.2 Le point d’équilibre x. = 0 est stable si : Vp > 0, il existe r > 0 tel que :
Si ||z (0)|| < r alors ||x(t)|| < p, VEt > 0.

St non le point d’équilibre est instable.

2.3 La stabilité des systémes

2.3.1 Stabilités des solutions

On considére le probléeme de Cauchy :

y(to) = 20



On suppose que la solution de ce probléme existe et unique dans l'intervalle [¢y, +00] .

Définition 2.3 soit y(t, z),la solution maximale de (2.1), tel que y(to,z) = z.
on dira que la solution y(t, zo)est stable s’il existe une boule B(zo,1)et
une constante ¢ > 0, tel que :
1) pour toute z € B(zy,7) : t — y(t, 2),est définie surlty,, ool.
2) pour tout z € B(zy,7)est t > to,on a :||y(t, z) — y(t, 20)|| < c. ||z — 2l
la solution y(t, zp)est dite asymptotiquement stable si elle est stable et
vérifie la condition 3).
3)3B(zp,7)tel que pour tous z € B(z,r)on dit : limy o ||y(t, 2) — y(t, z0)| = 0.

2.3.2 Stabilité asymptotique

Définition 2.4 le point d’équilibre x. = 0 est asymptotiquement stable si :
1-1l est stable
2- il existe r > 0 tel que si ||z(0)|| <7 alors limy_, ||z(t)|| — 0
- B(r) est un domaine de stabilité.
- Le domaine d’attraction est ’ensemble maximal des conditions initiales pour
les quelles la stabilité asymptotique est obtenue. B(r) est inclus dans le domaine
d’attraction (certaine fois il ya égalité).

On peut construire des exemples tels que les trajectoires sont les suivantes.

2.3.3 Stabilité exponentielle

Définition 2.5 Le point d’équilibre x. = 0 est exponentiellement stable s’il existe deux

scalaire strictement positifs k et o tels que :
vt >0, |lz(t)]| < k[lz(0)[ e (2.2)
Dans une boule B(r) autour de l’origine.
Exemple 2.6 Soit le systéme décrit par :
r = —(sin(z)?)z (2.2)

La solution est 2(t) = z(0)elo ~A+sin@™dt - Op ¢ |z(t)| < |2(0)|etet donc le taux de

décroissance est % .



Exemple 2.7 Soit le systéme :
r=—2%20)=1 (2.3)

La solution s’écrit .

=15

at

(2.4)

La solution décroit plus lentement que e=**, a > 0. On peut également remarquer que la
définition de la stabilité exponentielle permet d’obtenir une borne explicité sur la norme

du vecteur d’état o tout instant. En effet, en posant k = e*, On peut écrire :

G

[O)] —

Pourt > 1+ é, ||||§((é))|‘|‘ < 35%, et pourt > T + %, H;f((é))‘”' < 5%.

Ceci permet de retrouver la notion de constante de temps utilisée en linéaire.

(2.5)

2.3.4 Stabilité local-Stabilité globale (stabilité des systémes non
linaiéres)

Remarque 2.8 Dans chacune des définitions précédentes, la stabilité est définie de ma-
niére locale puisque reliée a la notion de voisinage. En utilisant les définitions précédentes,
il n’est pas possible a priori de prédire le comportement du systéme pour une condition

1miatiale prise loin du point d’équilibre.

Définition 2.9 Siun systéme est stable asymptotiquement (exponentiellement) pour
n’importe quelle condition initiale dans R™. On dira que le point d’équilibre x. = 0 est
asymptotiquement (exponentiellement) stable au sens large. On dira aussi qu’il est

globalement asymptotiquement (exponentiellement) stable.
Remarque 2.10 Les concepts de stabilité locale ou globale n’ont pas d’intérét en linéaire.

Théoréme 2.11 (Hartman-Grobman)
Soit f: R™ — R" est défféomorphisme avec un point d’équilibre x. "hyperbolique”.
Alors il existe un homéomorphisme H d’un voisinage de x. € U C R™.

Tel que H : U — R™. Mettant en correspondance les trajectoires du systéme
non linéaires y' = Df(x.)H(x),Vx € U.

Exemple 2.12

Soit le systéme
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2

2 —x2—
ze = f(x) tel que f(x) = (;227).
Ona f(x) =0 = x = (1,0)T sont les point d’équilibre de f, on a :

Df(z) = (™ %)

Est le jacobienne de f, donc

DI1,0) = (5 )

Alors (1,0) est un source (car \y = Ay = 2 > 0).

Df<_170) = (_02 02)
Donc (—1,0) est un point selle (car Ay < 0 < Ag).

2.3.5 Théoréme de la variété centrale

Théoréme 2.13 Soit x un point fixe de

dx_

i f(x),z e R", f e C"(D),D CR". (2.6)

La linéarisation de(2.6) autour de x s’écrit :

d¢
R 2.
dt 6 (2.7)
Ou(=x—7 et J la matrice jacobienne.
_ df
J=Df(T) = 2.8
f(x) ‘ dx; =7 ( )

on substitue ¢ = ue, u € R", dans(2.7)et on obtient les équation

aux vecteurs propres et aux valeurs propres :

(J—X)u=0, (2.9)

|J — M| =0. (2.10)

Définition 2.14 Soient uq,...,us les vecteurs propres de J correspondant aux valeurs
propres A dont la partie réelle est négative, vy, ..., v, les vecteurs propres de J correspondant
aux valeurs propres A dont la partie réelle est positive, wy, ..., w. les vecteurs propres de

J correspondant aux valeurs propres A dont la partie réelle est nulle, avec s +u+c=n
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et soient E* le sous-espace vectoriel engendré par {uy,...,us}, E" le sous-espace vectoriel
engendré par {vy, ..., v, } , B¢ le sous-espace vectoriel engendré par {w, ..., w.}, avec R" =
E°@ E* & E©.

Théoréme 2.15 Il existe des variétés de classe C", stable W*, instable W*" et centrale
We, tangentes respectivement a E°, E* et E¢ en T. Ces variétés sont invariantes par
rapport au flot ¢, de (2.6). W* et W™ sont uniques mais W€ ne l’est pas nécessairement.
On a ¢, (W?®) C W*, p,(W*) C W* ¢, (W) C W€ et.

thin ¢,(x) = x pour tout v € W?, (2.11)
thm o, (x) = T pour tout x € W*. (2.12)

Noter que x est la limite w (resp. la limite «) de trajectoire ¢,(x) appartenant a W* (résp.

appartenant a W ).

Exemple 2.16 Soit le systéme non-linéaire suivant :
dx

a — b
W= —y+a?,
L — 7z + 2%
Le seul point fixe du systéme est l’origine et la matrice :
0 0
U T P
1
Est déja diagonale ; par conséquent les sous-espaces E° et B sont
respectivement le plan x, y et l'azxe z.
Aprés avoir résolu la premiére équation ‘Zf = —ux, le systéme non linéaire

se réduit o deux équations différentielles linéaires qui peuvent étre résolues

facilement et on obtient :

(t) !

y(t) = yoe™ +fﬂo( e,

2(t) = zoe + E (et — ).

Ou (z9, Yo, 20) = (2(0),y(0), 2(0)) . Par conséquent. hmHJroo (0, Yo, 20) = (0,0,0)
st et seulement si xg + I—f =0

Dou : W = {(gsg,yo,zo) ER3 /2 = —g—g}

De méme, lim;_, o, ®4(x0, Yo, 20) = (0,0,0) si et seulement si xg = yo = 0,

Dot W" = {(z0,v0,20) € R¥/zo =10},

W? est tangente a E° et W* = E" = l’azxe des z.

H
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2.3.6 La stabilité des systémes linéaires

On considére dans ce paragraphe un systéme différentiel linéaire x = Aux,

x est un vecteur de R” et A est une matrice carrée n x n.

Soit w; = w; + iv; un vecteur propre correspondant a une valeur propre \;—a;;ib;
de A, (j =1,...,n).on suppose que les K premiéres valeurs propres de A sont réelles
et que 2(m — K) valeurs propres sont complexes conjuguées.

On suppose que de plus que les valeurs :

U, ovey Wi U1, V415 - -5 Uy, Uy .forment une base de R",n =2m — K .

On désigne par E*, E*, E™ les sous espaces stables, instables et neutres

définie respectivement par :

E? espace engendré par les vecteurs u;, v; tels que : a; < 0.

E' espace engendré par les vecteurs u;, v; tels que : a; > 0.

E" espace engendré par les vecteurs u;, v; tels que : a; = 0.

On a alors le théoréme :

Théoréme 2.17 L’espace R"se décompose en somme directe. R" = E° @& E' @ E",
de sous espaces invariants par le flot t — exp(tA) du systéme linéaire.
Ce théoréme se compléte avec le résultat suivant qui
caractérise les espaces stables et instables.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) les valeurs propres de A sont de partie réelle strictement négative ;
(b) il existe des constantes M, C' positives telles que pour tout xo € R™et pour tout
t € R:|exp(tA).xo| < M |xo| exp(—ct);
(¢) pour tout xg € R™, lim;_., exptA.zg = 0.

Preuve.

Le fait que (a) = (b) qui (c¢) évident. Pour voir que (c¢) = (a), il suffit de procéder
par I’absurde et de montrer que si une des valeurs propres A = a + ib & une partie réelle
a > 0,il existe un vecteur xy tel que lim; ., exp(tA).zg # 0.en effet tout vecteur réelle
xo non nul appartenant au sous espace engendré par les parties réelle et imaginaire du

vecteur propre associé a \ satisfait cette propriété. m

2.3.7 La stabilité asymptotique d’une solution générale, la sta-
bilité orbitale

On considére un systéme différentiel non autonome. On peut traduire la stabilité

asymptotique de la solution z(¢) de la fagon suivante :
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Proposition 2.18 La solution x(t) est asymptotiquement stable du systéme :

u=D,(f)(t,z(t))u+ R(t,z(t),u). (2.13)

Si on consideére le cas particulier des systémes autonomes (champ de vecteurs),
la définition générale de la stabilité pour une solution s’applique o une solution

périodique. En fait une solution périodique n’est

Proposition 2.19 jamais stable au sens rappelé ci-dessus. En effet si T(t) est une solu-

dzx

tion périodique, 5 est solution de

w= Df.(T))u. (2.14)

Et donc il existe une valeur propre de la linéarité du flot qui est égale a 1. C’est pourquoi

la notion importante de stabilité qui est la notion de stabilité orbitale.

Définition 2.20 Soit z(t) une solution avec donnée initiale x(0)
(en particulier x(t) peut étre une solution périodique) et soit C

l’orbite correspondante :

C = (x(t),t € R). (2.15)

On dit que x(t) est orbitalement stable si pour tout ¢, il existe § tel que
la solution z'(t) avec donnée initiale x'(0), telle que |x(0) — 2'(0)| < ¢,

existe pour toute valeur de t satisfait :

d(z'(t),C) < e. (2.16)

On dit que la solution est asymptotiquement orbitalement stable si de plus :

lim d(2'(t),C) = 0. (2.17)

t——+o00
En particulier une orbite périodique asymptotiquement orbitalement stable est

souvent appelée un cycle limite.
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Chapitre 3

Les travaux de "Lyapunov" dans les

théories de la stabilité

3.1 La fonction de Lyapunov (Fonction semi définie
positive)

Définition 3.1 Une fonction v : u — R est dite semi définie positive
(respectivement semi définie négative) s’il existe un voisinage V' de 0 tel que :
1. v(0) = 0.
2. pour tout y € V,u(y) =0 (respectivement v(y) <0 ).
Elle est dite définie positive (respectivement définie négative) s’il existe
un voisinage V' de 0 tel que :
1. v(0) = 0.
2. pour tout y € V\ {0} ,v(y) > 0 (respectivement v(y) < 0).

3.1.1 Quelque remarque a la fonction de Lyapunov

- On note souvent v pour Lo (y(t)).

- On peut utiliser une fonction de Lyapunov sans résoudre le systéme.
- Il n’ya aucun méthode pour trouver une fonction de Lyapunov, mais
en mécanique et pour les systémes électriques, on peut souvent utiliser

I’énergie totale comme fonction de Lyapunov.

3.1.2 Critére de Lyapunov

Soit L : v — R une fonction continue, définie sur un voisinage V' de a et
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admettant a pour minimum local strict. on suppose que pour tout
x #a,t— Lo@¢(x,t) est strictement décroissante (sur l'intervalle contenant 0 ou

elle est définie). Alors a est un point d’équilibre asymptotiquement stable.

3.2 Méthode de Lyapunov

3.2.1 Meéthode directe de Lyapunov

Pour s’affranchir de la connaissance des trajectoires, on utilise la méthode directe de
Lyapunov. L’idée est d’étudier les variations d’une fonction scalaire pour conclure quand

a la stabilité du systéme, cette méthode dit aussi "Fonction de Lyapunov".

3.2.2 Meéthode indirecte de Lyapunov

-La méthode indirecte de Lyapunov utilise la linéarisation du systéme et peut
dans certains cas, apporter une réponse au probleme de stabilité locale.
-le systéme : = = f(x) est linéarité autour de z, (en général z, = 0)
utilisant un développement en série.
T = % |z—0 = + R(x)
Ou R(z) contient les termes en x d’ordre supérieur a 2.
-Le systéme linéarité que ’on utilise est alors :

L df _
T =5 |p—0 v = Az.

Exemple 3.2 Soit le systéme décrit par :
xj = x% + X1 COS X9
Ty = 22+ (21 + 1)2 + 21 sin
En linéarisation autour de zéro, on obtient :
Ty ~0+x —1
Ty =Ty + 0+ 21 + 2122 = Ty + To

Et le systéme linéarité est donné par :

. 10
x = x
11

3.3 Stabilité au sens de Lyapunov
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3.3.1 Stabilité asymptotique

Définition 3.3 On considére le systéme :

r = f(z,t). (3.1)

Soit k un compact non vide de U, on dit que k est attractif pour le systéme (3.1), si pour
tout ty € I, il existe 6(ty) > 0, tel que :
x(t, to, xg) est définie pour tout t > tg
(o € By (k) = {

tlim d(x(t,to, ), k) =0

Définition 3.4 Soit k un compact non vide de U, on considére le systéme (3.1),

on dit que k est asymptotiquement stable pour le systéme (3.1) si :

1. k est stable pour le systéme (3.1).
2. k est attractif pour le systéeme (3.1).

Définition 3.5 Soit k un compact non vide de U, on considére le systéeme (3.1).

On dit que k est globalement asymptotiquement stable pour le systéme (3.1) si :
1. k est stable pour le systéme (3.1).

2. pour tout ty € I,et xg € U, x(t,tg, x0) est définie pour tout t > t

et tlirgod(x(t,to,xo), k)=0

On consideére le systéme :

T =15,t>0.

1l admet des solutions de la forme :

x(t, to, To) = To exp(fot 1_—+1st) = molf%

On voit ainsi que 0 est globalement asymptotiquement stable.

3.3.2 Stabilité uniforme

Proposition 3.6 Si 0 est un équilibre du systéme (3.1), alors 0 est uniformément
stable si est seulement s’il existe une constante C' > 0, et une fonction p de classe k telle
que :

Vit € I, Vg € B(0,¢), Vt > to, ||z(t, to, z0)|| < p (||xo]|)

Preuve. .

(<:)SOItt0€],\V/tZtO

[ (¢, to, zo) || < p (I|7ol])

Soit € > 0, et § = min {c, p~!(¢)}, alors pour x4 € B(0,4), on a :

17



[z (£, 20, Zo) | < p (lzoll) < p(8) < p(p~'(e)) =€, Vt > to.

Ce qui montre la stabilité uniforme.

(=) Soit ty € I, on suppose que pour tout € > 0, F0(e) < 0 tel que :

(xo € B(0,6(€))) = (z(t, to,z0) € B(0,¢€)),Vt > to.

On considére la borne supérieure 6(¢) de tous les §(¢) données ci-dessus,

alors pour tout t > to : (2o € B(0,0(¢))) = (2(t,to, o) € B(0, €))

Donc, si 67 > g(e), il existe au moins un point initial z, vérifiant zo € B(0, 1),
Sup (¢, to, Zo)|| > e

La fonction g(e) est définie positive. Elle n’est pas décroissante par définition,
et elle tend ver 0 quand ¢ — 0,

mais 0(€) n'est pas nécessairement continue.

On choisit alors une fonction ((r) de classe k telle que :

((r) < K3().

Avec 0 < k < 1. Cette fonction admet un inverse p qui est de classe k.
posons : ¢ = lim (7).

Soit zg € B(éic())iposons c e = p(||zol])

Alors xo € B(0,0(c)) et :

[z(L, to, zo)|| < €= p(||zol]), Yt = to. m

3.3.3 Stabilité asymptotique uniforme

Définition 3.7 Soit k un compact non vide de U, on dit que k est uniformément

asymptotiquement stable pour le systéme (3.1) si :

1. k est uniformément stable pour le systéeme (3.1).

2. 30 > 0;Ve < 0,3T(e) < 0;

(20 € Bs(k)) => (a(t,to,w0) € B(k)) . Yt >to+T(e)

Théoréme 3.8 Si0 est un équilibre de systéme (3.1) alors 0 est uniformément asymp-
totiquement stable si est seulement s’il existe une constante ¢ > 0, est une fonction
B :0,a] x Rt — R* de classe kl telle que : Yxy € B(0,¢),Vt, € I,|z(t,to,x0)| <

B(Hl’o” 7t — to),vt Z to.

Preuve. .( <) Soit ¢y € I, supposons qu'il existe une fonction B de classe kl
telle que : Yz € B(0,¢), |[|z(t, to, zo)|| < B(||zol ,t — to), VE > to.
Alors, ||z(t,to, z0)|| < B(||zo]],0)).

Et ceci implique que 0 est uniformément stable. De plus, pour zo € B(0,¢), on a :

||I'(t,t0,l’0)|| S B(C,t — tg),vt Z tg
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Ce qui montre que z(t) P 0 uniformément stable en .

— 00
— ) Supposons que 0 soit uniformément asymptotiquement stable.
En raison de la stabilité uniforme : 9¢ > 0, et une fonction p de classe k,

telle que si tg € 1.

Yo € [0,c],Vag € B(0,r), ||z(t, to, zo)|| < p(||zol|) < p(r), ¥Vt > to. (3.3)

De plus, si > 0,est donné, alors il existe T'= T'(n, r)tel que :

|x(t,to, o)|| < m,Vt > to+ T(n,?“)~

On considére la borne supérieure T'(n,r) de tous les T'(n, r)donné ci-dessus alors :
(¢, to, zo) || < m, ¥t > to +T(n,7)

Ainsi on a :

sup ||zt to, wo)|| > n
to<t<to+T(n,r)

La fonction f(n, ) et non négative, non croissante en 7, non décroissante en r,
et : T(n,r) =0,Vn > p(r)

Posons : W (n) = % ,;]T(s,r)ds +52 T(n,r)+ o

La fonction W,.(n) est positive, et a les propriétés suivantes :

-Pour tout r fixé, n — W (n) est continue, strictement décroissante

et tlL%lOWr(n) = 0.

-Pour tout 7 fixé, r — W,.(n) est strictement croissante.

Notons U, = W,1. Alors U, hérite des deux propriétés précédentes de W, et :
T(U,(s),r) < Wo(Up(s)) = s.

Par conséquent,

Vo € B(0,r), ||zt to, z0)|| < Un(t — to),Vt > to. (3.4)

En regroupant (3.3)et(3.4), on en déduit que :
Vs € B(0,c), [lx(t,to, 2o) | < /p(llwol)Ue(t — to), ¥t = 1o .
On pose : B(r,s) = v/p(r)U.(s) . m

3.3.4 Stabilité en temps fini

Définition 3.9 On s’intéresse ici, aux systémes de la forme :

T = f(x). (3.5)

Ou U est un ouvert de R, f:U — R et f continue sur U
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Théoréme 3.10 On considére le systéme :
Ve >0, 3T, < 400Vt > T, |x(t, to, z0)| < €. (3.6)

0 est un équilibre stable en temps fini si est seulement s’il existe v C U
tel que :
(1) f(0) =
(11) Pour tout y € v\ {0}, yf(y) <
(i11) Pour tout o € v\ {0} ; fa dy < +o00.
Preuve. (<) D’aprés (1), 0 est un point d’équilibre du systéme. Soit :
u(y) =%
Définie pour y € v. D’apreés (ii), v est une fonction stricte de Lyapunov associée a 0.
On considére alors une solution : x(t, tg, o), du systéme qui converge vers 0.
On sait que : Ve > 0, 3T, < +o0.Vt > T, |x(t, 19, x0)| < €.
On note :
To(zo) = inf {T'(x0) € R;x(t, to,x0)} =0,Yt > T. Et on a : Ty < +00.
De plus, on pose t, < +o0, le temps vérifiant x(t,, to, JJO) = « qui existe
pour a € v\ {0} suffisamment petit d’aprés (3.6), on a :
To(wo) = [y dt = [ dt + [T dt = t, + [0 dt.
D’apres (m) = est bien définie sur v\ {0}.

En effectuent le changement de variables it — x(t,ty, o) dans f ) il vient :
0 ﬂ _ To(zo) tto,xo To(ajo
fa fly) — Jta f(z(t,to,x0)) dt dt < +o0.

Comme t, < +00, on en deduzre que Ty(xg) < +oo.

=) On suppose que 0 est un point d’équilibre stable en temps fini.

On considére une solution x(t,ty, xo) qui converge vers 0 en temps fini,

et son § > 0 donnée par la stabilité en temps fini.

On a: f(0) =

Supposons qu’il existe yo € |—0,6[/ {0} tel que yof(yo) > 0.

Soit yof(yo) = 0, alors f(yo) =0, et x(t) = yo est une solution du

systéme (3.5) qui ne converge pas vers 0.

Soit yof(yo) > 0, alors, on peut supposer sans perte de généralité que yo > 0
et que f(yo) > 0. On sait alors que f(y) > 0 pour y dans un voisinage de yj.
Ainsi, si l'on considére la solution(t,to, o), elle est croissante dans un
voisinage de to. Du fait de continuité, cette solution ne pourra j’aimais "redescendre”
sons la droite t = yy.

Donc en particulier, elle ne pourra pas tendre vers 0. Soit a € |—6,9[/ {0},

on considére la solution x(t,t, o). Par hypothése, on sait que
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HT(Q) < 400, vt > T(a)a Ji(t,to, yO) = 0.

D’aprés ce qui précéde, % est définie sur]—5,0[/ {0} avec le changement

7
de variables t — x(t,to, ) il vient :
0 dy _ (T(a) 5, _
ot =y dt=T(a) =t < +oo. ]
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Conclusion Générale

Nous rappelons que cette étude n’est pas suffisante par rapport & I'immensité de
notre théme, la théorie de la stabilité et illustrer son application a diverses classes des
systemes dynamiques. Pour cela, nous essayons d’étudier certaines théories de la stabilité
des systémes des équations différentielles, et en particuliére les travaux de "Lyapunov"

introduite qui permet de déterminer les propriétés de stabilité d’un systéme.
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