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Introduction Générale

Deux fonctions importantes, la fonction gamma et la fonction béta, seront définies au
moyen d’intégrales impropres. Par exemple la fonction gamma apparait dans différents

contextes en mathématiques, par exemple en théorie des nombres, en probabilité, etc.

Dans ce mémoire, nous revenons aux intégrales simples, mais cette fois soit I'intervalle
d’intégration, soit la fonction & intégrer, soit les deux ne sont pas bornés. Toutes ces

situations seront illustrées.

Ce mémoire est composé de deux chapitres. Il est structuré de la maniére suivante :
Dans le premier chapitre, nous rappelons deux types d’intégrales impropres dépendant
d’un parametre.

Le deuxiéme chapitre vise & étudier les fonctions spéciales et quelques-unes de leurs pro-

priétés.



Chapitre 1

Intégrales dépendant d’un parameétre

1.1 Théoréme de convergence bornée

Dans cette partie, nous allons utiliser le théoréme de convergence bornée, dont nous

admettrons la démonstration :

Théoréme 1.1.1 Soit (f,), une suite de fonctions intégrables sur un intervalle |a,b],
telle que :

1) La suite (f)nconverge simplement sur [a,b] vers une fonction intégrable f.

2) 1l existe M € Rtel que Nn € N,Vt € [a,b],|fu.(t)] < M.

Alors : ,
/ F(Bdt = lim / " p e

n—-+o0o

Définition 1.1.2 Lorsqu’il existe M € R tel que la suite de fonctions (f,)nen, définies
sur [a,b], vérifie :
Vn € N,Vt € [a,0], | fa(D)] < M

on dit que la suite (fy)nen est uniformément bornée.

Théoréme 1.1.3 (Théoréme de convergence dominée) Soit (fy,)nen une suite de fonctions
intégrable sur un intervalle semi auvert [a,b[ telle que :

1) La suite (fn)nen converge simplement sur |a, b| vers une fonction localement intégrable
I

2) 1l existe une fonction 1, intégrable sur lintervalle semi auwvert |a,b] telle que

Vnel, Vte a, b, | fult) < (2).



Alors [ est intégrable sur lintervalle semi auwvert [a,b], de plus

/abf tznggloo/ £u()

Preuve. Remarque d’abord que 'hypothése 2) implique en particulier que :

vt € la, b, |f(1)] < y(t).

Pour montrer I'intégrabilité de la fonction f sur U'intervalle semi ouvert [a, b], on écrit,pour

tout A € [a,b], : ., )
/ F(t)dt < / (1) (1)t

Puisque par hypothése, la fonctiony est intégrable sur 'intervalle semi ouvert [a, b].
Cette derniére inégalité implique que la fonction fest absolument intégrable, donc inté-
grable sur[a, b].

Pour calculer 'intégrale de f sur [a,b], on se donne A € [a, b[ et on utilise le théoréme de
convergence bornée (1.1.1) surfa, A] .

Donc, on a bien, pour tout A € [a, b :

A A
[ swie= pm [ faar

De plus, Si € > 0 etant fixé,on peut choisir A € [a, b tel que
/ o)

b b
o, |1 g0 < Set [ 150 ar <

A

»lklm

On en déduit :

»Jklm

Alors, il existe NeN tel que pour n > N :

| / " feya - / ot < <.



Donc, pour n < N, on a :

[ war— [ oar)
< I/Af(t)dt—/Afn(t)dﬂJr/b|f(t)]dt+/Ab|fn(t)]dt
< |/ f(t dt—/ falt dt|+—:

Ceci prouve bien que 'intégrale de f sur [a, b est égale a la limite des intégrales des f,

sur cet intervalle. m

1.2 Intégrales propres dépendant d’un parameétre

Soit maintenant a,b deux réels quelconques. On considére une fonction de deux va-
riables f(z,y) ou z € [a,b] et y € [c,d], & valeurs dans K = R ou C. On suppose que pour
tout y € [a,b], la fonction © — f(z,y) est Riemann-intégrable sur [a, b] et on s’intéresse

a la continuité, la dérivabilité et l'intégration de la fonction définie pour y € [c, d] par

~ [ faads (1.1)

Théoréme 1.2.1 (Contnuité) Soit f : [a,b] X [c,d] — K, une fonction continue par
rapport & chacune des deur variables et bornée sur [a,b] X [c,d]. Alors la fonction J,

définie pour y € [c,d] par la relation (1.1) est continue sur [c,d|

Preuve. De la contnuité de la fonction f sur un compact, on déduit la continuité
uniforme. C’est-a-dire pour tout € > 0, il existe d(¢) = §, indépendant des points (z',y’)
et(z”,y”) dans P, tel que des intégralités | 2’ — 2" |< d(¢) et| ¥ —y” |< d(g) , on déduit
I’ 1ntegralité

| f@ ) = f@7,y7) |<

En particulier, Vze [a,b] Y ¢/, y” [e,d], | ¥ —y" |< d(¢), on a

[ flay) = fey) 1< 57—



Ainsi on obtient pour tout y”, ¥ dans [c,d],| v —y” |< §(¢), on a

b b
W) - I =] / f( ) — / F(z, 7 )dz |

b
< / | Fa,y)dz — f(a,y?) | da

b—a_
b—a

9 9

D’ou J est uniformément continue sur [c, d], donc elle est continue sur [c, d].

Corollaire 1.2.2 Sous les conditions du théoréme(1.2.1) la fonction F définie par

Flu,v,y) = / f(z,y)dx
est continue sur P = [a,b] X [c,d].

Preuve. En vertu de la continuité de f sur P, il éxiste une constante 0 < ¢ < +o0,
telle que f(z,y) < ¢ sur P.
Donc, pour tous points (uv/,v',y') et (u”,v”,y”) dans P, I'inégalité suivante

| P y) = P o) =] [ faado = [ faye

— 1 [ tewydn— [ sy [ senide- [ gy
< | [t s 4| [ S |+ [ fe
< | / flo,y)de — f(z,y")dz | +c|u” —u' | +c| v = |

est vérifie.
Soit le point (u',v',y), fixe et le point (u”,v”,y”), tendant vers (u/, v’ y/).
D’apreés le théoréeme (1.2.1), le premier terme de la partie droite de I'inégalité précédente,

tent vers 0, , et les deux derniers termes tendent vers 0 . m

Théoréme 1.2.3 (Dérivabilité) Soit f, et f, deux fonctions continues sur [a,b] X [c, d].

Alors Uintégrale (1.1) est une fonction dérivable par rapport au paramétre y sur le segment|c, d|.



De plus, sur ce segment, on a

as _ d [
dy dy J,

Preuve. 1l suffit de montrer que

Ay)
lim Jly + y /fmy

Ay—0

En vertu du théoréme des accroissement finis, on a

Jy+2y) = Jy) _ /b floy+2y) = fa.y)
Ay Ay

b
_ / Fi(wy + 0 A y)d,

ou0<6<l.
Donc

J(y—l—Ay

/f a:yd:c—/ £y +0 Ay) — f(z,y)] de

Puisque f, est uniformément continue sur[a, b] X [c, d], on peut écrire
Ve>0,36(e) tel quesi| Ay |< d(g), on a

| iy + Dy) — f1(2,y) |< ﬁ Yz € [a,b], et ¥y, y+ Ay € [a, ]
Et comme 0 < 6 < 1, alors a fortiori on a

£
| [z, y +0 A y) — filz,y) |< -

Par conséquent

A
| L2y /fxydxl—!/ 'y + 0 A y) — f(y])de |
b
< /|f’<x,y+my>—f;<x,y)|dx
= b—a(b_a>
= ¢



Le théoréeme(1.2.3) peut se généraliser si on suppose, que les bornes d’intégration

varient en fonction du paramétre y. Dans ce cas on peut montrer le résultat suivant

Théoréme 1.2.4 Soient f et fI deux fonctions continues sur [a,b] x [c,d], et © = z1(y)
et xo(y) deux fonction dérivables, vérifiant a < x;(y) < b(i = 1, 2), Yyelc,d]. Alors la

dérivée de Uintigrale J(y) = [*® f(z,y)dx par rapport au paramétre y existe et est égale

N Z1(y)
0= [ f:)” oo + Faao)n) 5~ Fanw))
Preuve. On pose
Flu,v,y) = /Uf(a:,y)dw, a<u<ba<v<bec<y<d
Alors

J(y) = F7 (21(y), 22(y),y)

la fonction F' admet des dérivées partielles continues :
F,=—f(u,y)
Fy=f(v,y)
Fy= [, fi(a,y)dz

La contnuité de la fonction f; déroule de la conséquence du théoréme (1.2.1).

Comme 1(y) et z2(y) sont des fonctions dérivables, donc on peut utiliser la regle de

dérivation des fonctions composées qui donne la formule énoncée. m

Théoréme 1.2.5 (L’intégration) Soit f une fonction continue sur [a,b] X [c,d], alors on

a

/CdJ(y)dy = /cddy/abf(x,y)d:v
- /abdx/cdﬂx,y)dy

(1.2)

Preuve. A la place de la formule(1.2), on va montrer une formule plus générale.

/ "y = / "y / ' ley)ia
_ /;da:/cdﬂx,y)dy



Posons

wwafwlUmwmawwa[w[?mm@

Il suffit de montrer que
¢'(t) = ' ()t € [a,b].

Posons

F(ty) = / fz,y)dz.

En vertu de la conéquence du théoréme (1.2.1), la fonction F est continu sur [a, b] X [¢, d].
De plus F/(t,y) = f(t,y) est continue sur [a, b] X [c,d].
D’aprés le théoréme (1.2.3),

d d
40 = [ Ftewdy= [ sty
Si on pose ,
€@=/f@w%

alors

D’aprés le théoréme (1.2.1), e(z) est une fonction continue.

En utilisant le théoréme sur la dérivabilité des intégrales définies, on peut écrire

d [t
V() = = e(z)dx

e(x)
=/fmww

Donc

P'(t) = ¢'(t), Vte[a, b]
D’ou

et)=v'(t),a <t <b
|



1.3 Intégrales impropres dépendant d’un parameétre

On considére un intervalle semi-ouvert [a, b et une fonction de deux variables f(z,y)
ol z € [a,b] et y € [c,d], & valeurs dans k = R ou C. On suppose ou bien que b = +00
ou bien que b < +00 et que pour certains y € [¢, d], la fonction z — f(x,y) n’est pas
définie en b. On suppose aussi que la fonction = — f(x,y) est intégrable sur 'intervalle
semi-ouvert [a, b[ au sens des intégrales généralisées et on s’intéresse aux propriétés de la
fonction définie sur [c, d] par l'intégrale généralisée

b l
:/ f(x7y)dwl§§m/ f(x,y)da (1.3)

1.3.1 Notion de convergence uniforme

Définition 1.3.1 L’intégrale (1.3) est dite uniformément convergente par rapport au pa-

ramétre y sur l'intervalle [c,d] si, pour tout € > 0, on peut trouver L = L(e), tel que

/fxydx]—|/fxydx|<e

Soit vérifier pour tout I > I(g) et pour tout ye [c,d]

["inégalité

L’étude d’une intégrale impropre dépendant d’un paramétre peut se transformer en

étude d’une suite de fonction.Cette transformation est formulée par le théoréme suivant

Théoréme 1.3.2 Pour que l'intégrale (1.3) soit uniformément convergente sur [c,d], il
faut et il suffit que pour toute suite(ly) qui converge vers +oo quand k tend vers +oo la

suite de la fonction définie par
Ui

F(x) = [ flz,y)dz, (keN)

converge uniformément sur [c,d].

Preuve. Supposons que
+o0
J(y) = f(z,y)dx

(67

converge uniformément sur [¢,d] et soit € > 0, alors
3 L(e) tel que VI > L(e) et Vye|c,d], on a

!
—/ flz,y)dx |< e

10



Si la suite( l) tend vers +o0, alors Vi, > L(¢), on a

s
=|J(y) — | flz,y)dz |<e, Yyele, d]

a

| J(y) — Fr(y)

D’ou la suite( Fi(y)) converge uniformément sur [c, d].

Soit maintenant la suite (Fj(y)) converge uniformément sur [c,d] vers J(y), pour toute
suite ( Ix)(( lx) tend vers 400).

Supsons que I'intégrale f;oo f(z,y)dz ne converge pas uniformément vers J(y) sur [c, d].

Alors Jeq tel que V L, on peut trouver [ > L :

() — / Fay)dz |> o, ye [e, d]

Par suite, peut trouver deux suites ( Ix)(( lx) tend vers +00) et ( yx) C [c, d] pour lesquels

on a
Uk

| J(yr) — f(x,ye)dz |=| J(ye) — Fi(yr) 1= €0

a
Donc, la suite(F(y)) ainsi construite ne converge pas uniformément vers J(y) sur [c, d];
ce qui contredit I’hypothése.

D’ou l'intégrale f;oo f(z,,y)dz converge uniformément vers J(y) sur [c,d|. m

1.3.2 Critére de convergence

Théoréme 1.3.3 (Critére de Cauchy) Pour que l'intégrale f;oo f(x,y)dx soit uniformé-
ment convergente sur [c,d|, il faut et il suffit, que pour tout ¢ > 0, on puisse associer
L = L(e), tel que l'inégalité | flf f(z,y)dz |< € soit vérifiée V', I” > L(e) et Yye[c, d).

Preuve. (=) Soit f;oo f(z,y)dz, une intégrale uniformément convergente sur [c, d.
Alors,Ve > 0, 3L = L(¢) tel que VI’ > L et VI” > L, on a

—+o00 € —+o00 e
| f(z,y)dzr |< ¢t | flz,y)dz |< 5 Vye e, d]
l/ l?7

Donc VI, 17 > L(¢e) et Vye[c,d], on a :

” 400 400

| , f(x,y)d:v ‘:‘ , f(l‘,y)dl’ - ) f(x,y)d:v ‘
l . l . l

s 1) feydel+] [ e y)dr]
< €

11



(<) Soit pour tous I, I” > L(e),

l?’
|| Sz y)de |< e Vyele,d]
l/
Alors pour tout ye [c, d], Vintégrale f;oo f(x,y)dx est convergente.
En faisant tendre [” vers 400, on obtient

“+oo

VI’ > L(e), | [z, y)de |<e,
l/

pour tout ye [c, d].
C’est-a-dire fojroo f(z,,y)dx converge uniformément sur [c, d].
n

Corollaire 1.3.4 Soit f une fonction continue sur [a,+oo[ X [c,d] et soit

“+o00

J(y) = f(z,y)dx

une intégrale convergente sur |c, d|.
Alors, si J diverge pour y = ¢ ou y = d, elle ne peut pas étre uniformément convergente
sur |e, d|.

Preuve. Supposons que J(c) déverge.
En vertu du critére de Cauchy,
b

Jeg > 0, VaeN, Jby, by > « tels que | flx,e)dx |> o
b1

Puisque l'intégrale définie fbb12 f(z,c)dx est une fonction continue sur [c, d|, alors pour y

assez proche de ¢, on a
b

’ f(l',y)dl’|>€0
by

Ce qui contredit le critéere de Cauchy.

Donc, pas de convergence uniforme. m

Théoréme 1.3.5 Soient f et g deux fonctions intégrables par rapport a x sur tout seg-
ment |a,b] C |a,+0o0[, pour tout ye[c,d] .
Si| f(z,y) |< g(z,y), et lintégrale f(joog(x,y)da: converge uniformément sur [c,d], alors

lintégrale f;oo f(z,y)dz converge, absolument et uniforméent sur [c,d].

12



Preuve. La démenstration déroule de I'inégalité

Al

Sy < / | f(z,y) | da

ll

.
< / g(z,y)dx
ll

et du critére de Cauchy. m

Théoréme 1.3.6 (Critére d’Abel-Dirichlet) Soient f et g, deux fonctions intégrables sur
tout segment [a,b] C [a,+oo[, pour tout ye c, d].

Pour que l'intégrale f:oo f(z,y)g(z,y)dx soit uniformément convergente sur [c,d), il suffit
qu’une des deux paires de conditions suivantes soit vérifiée

ay) Il existe M > 0, tel que, Ybe [a, +00] et Vye[c,d], | f;f(x,y)dx |< M.

By) Yye [c,d], la fonction g et monotone, par rapport a x, sur |a,+00] et elle tend unifor-
mément sur [c,d]| vers 0 quand x tend vers +oc.

as) L’intégrale fab f(z,y)dz convertge uniformément sur [c,d).

By) Yye[c,d], la fonction g est monotone, par rapport o z, sur [a,+oolet g est bornée.
Preuve. En utilisant le 2°™¢ théoréme de la moyenne des intégrales, on peut écrire
bz S b2
f@,y)g(x,y)de = g(br,y) | flz,y)de+ g(ba,y)de [ f(z,y)de  (1.4)

b1 by €

avec g€ [by, by].
1—Soit la premiére paire de conditions vérifiée, alors

€ b1 e

| i flz,y)dz |=| — f(£,y)d:z:—|—/ flz,y)dz |< 2M
lbz b(i

| f(z,y)dz |=| fxyda:—/fxyda:|<2M

g converge uniformément vers 0 sur [c,d], (quand z — +00), donc
Ve > 0,3A, tel que Vo > A = g(z,y) |< ﬁ,‘v’ye e, d]

11 suffit donc de choisir byetbs plus grands que A pour avoir :

€ b2

| g(b1,y) b flz,y)de + g(ba,y) [ flz,y)dz |< m(QMvL?M) = ¢, Vyelc,d].

13



2—Soit maintenant la deuxiéme paire de conditions vérifiée.

L’intégrale fa+°° f(z,y)dz converge uniformément sur [c, d], alors

b
Ve > 0,3B tel que Vby, by > B =| f(z,y)dx |< e, Vye e, d]
b1

Il suffit donc de prendre bietby supérieures & B pour avoir

g b2 5

| g(b1,y) b flx,y)de + g(ba,y) | f(z,y)de |< W(MJrM):E,VyE[c,d]

Dans les deux cas, 'intégrale fa+°° f(x,y)g(x,y)dx vérifie le critére de Cauchy. m

1.3.3 Propriétés des intégrales uniformément convergentes
Théoréme 1.3.7 Si f est une fonction continue sur [0, +oo[ X [¢,d] et Uintégrale

+oo
J(y) = [z, y)dx

a

est uniformément convergente sur [c,d], alors J est une fonction continue sur [c,d].

Preuve. Soit (/;) une suite numérique quelconque, qui tend vers +oo quand k tend
vers 00 (I > a).

Etudions la suite de fonctions (Fy(y)), définie par :

Uk

Fy) = f(z,y)dz;

a

k= 1,2 3.,c<y<d.

En vertu du théoréme (1.2.1), Fj, est une fonction continue sur [¢,d|, Vk =1, 2, ...

D’aprés le théoréme 1.3.2), la suite( F(y)) converge uniformément sur [c, d], vers I'intégrale
S f(z,y)da.

Donc J, en tant que limite d’une suite de fonctions, uniformément convergente sur [c, d],

est une fonction continue sur [c,d]. ®

Exemple 1.3.8 Montrer que

+oo tpf].
/ dt = — (1.5)

14+t sinpr

14



On sait que

14 x2n - 2n 2n

/ L dr= {sinx( m 7T):| (1.6)
0

pour m < n.avec m et n entiers (Voir Cf ch.. I-7-ex.4).

Si on pose t = x®™ dans 1.6), on obtient

+oo ,2mtl g -1
i 2n 2 1
/ - dt = |sin a 7r (1.7)
0 141 2n

Posons f(t,p) = %.Alors on a

i) f(t,p) est une fonction continue sur |0, +oo[ x |0, 1].
i1) L’intégrale f0+°° f(t,p)dt est uniformément convergente sur [py,ps]0 C ]0,1].

(Il suffit de décompoiser l'intégrale f0+°°en deuz : fol et f1+°°, et puis utiliser le critére de
tp1—1 p2—1

T e )

Danc en vertu du théoréme (1.8.6), on déduit que l'intégrale dans la partie gauche de la

Wezierstrass en majorant respectivement par

formaule (1.5) est une fonction continue sur |0, 1].
Tout point de |0, 1] peut étre considéré comme limite d’une suite numérique dont les élé-
ments sont de le forme 2L avec m < n.

Alors en passant dans (1.7) & la limite, on obtient (1.5)(6.5).

Théoréme 1.3.9 Soit f et f, deux fonctions continues sur [a,+oo[ x [c,d]. Alors si

["intégrale
+o0

F(z,y)da (1)

converge sur [c,d], et si intégrale

+oo
fy(@,y)dx (1.9)
converge uniformément sur le méme segment ; la fonction J est dérivable sur [c,d].
De plus
dJ d [t

dy = w , (l’,y)dl’

+oo
= fol@,y)dx

a

Preuve. Soit (I;) une suite numérique qui tend vers +ooquand +oo quand k& tend
vers +o0o(l > a).
Alors la suite de fonctions définie par

15



Ik
Fk<y>: f(l’,y)dl’,k:].,2,, etCS?JSd

converge uniformément sur [c, d], vers 'intégrale (1.8).
D’aprés le théoreme (1.2.3), on a

lk lk

R = [ fende= [ fadnk =12 cte<y<d

a a

De plus F}(y) est continue sur [c,d], Yk =1, 2, ...

En vertu de la convergence uniforme de I'intégrale (1.9), la suite( F,(y)) converge unifor-
mément sur [c, d], vers I'intégrale (1.9).

Ainsi,on a (Fj(y))converge vers .J(y) et ( F},(y)) converge uniformément vers faoo+ fy(x,y)dx,sur
e, d].

De plus F}(y) sont continues sur|c,d], Yk = 1, 2, ...

En vertu d’une théoréme sur la dérivabilité des suites de fonctions, J est une fonction
dérivable sur [c,d], et de plusJ'(y) = faoo+ folz,y)dx

Théoréme 1.3.10 Si f est une onction continue sur [a, +00[X [c,d], et l'intégrale J(y) =

faoo+ f(z,y)dx converge uniformément sur [c,d], alors

/Cd J(y)dy = /cddy /:O+ flz,y)de = /:o+ dx aw F(z,y)dy (1.10)

Preuve. Pour tout suite numérique (Ix) (Ix > a) qui tend vers +oo, la suite de
fonctions correspondante,définie par
Uk
Fi(z) = flz,y)dz, k =1,2,3,..., et c <y <d
converge uniformément sur [c, d] vers J(y)
D’aprés (1.3.9), toutes les fonctions Fj sont continues sur [c, d] .
En vertu du théoréme (1.1.3)

d d
im [ Py = [ )y

k——+o0 ¢

16



D’autre part, d’aprés le théoréeme (1.2.5)

Fu(y)dy = [ dy [ f(z,y)dx
[ [of
= /clk dx /adf(x,y)dx

Donc pour toute suite [y, s, .., [, ..., qui tend vers +o00, quand k tend vers +oo

Uk d d
lim dx/ f(x,y)dx:/ J(y)dy

k—+o0 ¢

Ce qui veut dire, I'intégrale

/ e / )y = / )y

est convergente, et 1'égalité suivante est vérifiée

/C "y / ey = / i / " fy)dy

Corollaire 1.3.11 Si f est une fonction & signe constant, continue, sur |a,+oo[ X [c,d],
alors de la continuité de l'intégrale J(y) = faoo+ f(z,y)dz,sur[c,d], on déduit I’égalité (77.

Preuve. Supposons par exemple que f est définie positive, alors pour toute suite

numeérique 1y, lo, ..., lg, ... = +00(ly > a), la suite de fonction correspondante définie par
s
Fy) = [ fla,y)de, V=1, 2,.., et Ve <y <d
a

est croissante,et convergente sur [c, d] vers la fonction J.
Par suite (F(y)) converge uniformément sur |[c, d] vers J.
D’ou lintégrale J(y) est uniformément convergente sur [c, d] .
Daprés le théoreme (1.3.9), I'égalité(1.10) est vérifice.

Pour les fonctions f de signe constant on peut aussi démontrer le théoréme suivant
[ |

Théoréme 1.3.12 Soit f une fonction continue de signe constant, sur [a,+o0o[ X [¢, +00]

17



et les deux intégrales

oo+ oo+

I(y) = f(x,y)dx J(x) = [z, y)dy

a Cc

sont deux fonctions continues respectivement surc <y < +oo et a < x < +00.

Alors si une des deux intégrales suivantes

/+Oody +Oof(ﬂcy /+oodw +Oof(x y)dy

est convergente, il en est de méme pour [’autre, et on

) +o00 +o0 400
/ dy f(z,y)dz =/ dx [z, y)dy

Preuve. On va faire la démonstration pour le cas ou f est non négative sur [a, +00[ X
e, +00].
Suppossons que l'intégrale

+o0 +oo
k= / dy [ flay)da

est convergente .

Alors, il suffit de montrer que

l +o0 +oo +o00
im [ do [ pety=k= [y [ rais

l—4o00 a

Soit € > 0. En vertu de la conséquence du théoréme (1.3.9), on a

/alda:/:mf(:::,y)dy:/cmdy/alf(gg,y)dm

et la fonction f étant non négative sur [a, +00[ X [¢, 400, on peut écrire

o< [T [ st /aldy [ ity

+oo +oo
=/ dy [z, y)dz
+oo +oo +o0
= / dy facyd:c—l—/ dy f(z,y)dx

C1

+oo +o00 +oo
/czy / £, y)de + / dy [ flay)d (1.11)
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L’intégrale (1.10) est convergente, alors il existe ¢; tel que I'intégralité suivante soit vérifiée

400 +oo €

/ dy flz,y)dz < 3 (1.12)
c1 a

Fixons un nombre ¢; tel que I'inégalité (1.12) soit vérifiée.

Par hypothese,.J est une fonction continue, et f une fonction non négative, alors I'intégrale

f:oo f(z,y)dx converge uniformément sur [c, ¢;|vers J(y).

Donc on peut trouver L(e) tel que pour tout [ > L(¢),l'inégalité

—+00

€
z f(z,y)dx < m,

soit vérifiée quel que soit ye [c, ¢1].

D’ou quand [ > L(e) on a

/C1 dy /l+0° flz,y)dx < y = g (1.13)

(c1 —¢)

En utilisant les inégalités (1.11), (1.12)et(1.13), on peut conclure que

+oo +oo ! +oo
0 < / dx f(x,y)dx—/ dw/ f(x,y)dy
g

<

pour tout [ > L(¢). m
Dans le cas ou le signe de f(x,y) est quelconque, on peut démontrer le théoréme

suivant

Théoréme 1.3.13 Soit f une fonction continue sur [a, +00[ X [c, +00|, et soient les deux

intégrales
+00 +00

fx,y)dy et fx,y)dx (1.14)

c a
uniformément convergentes respectivement sur tout segment fini [a, A] et [c,C].

Alors si ou moins une des deux intégrales suivantes

/a+oo d:c/;oo | f(z,y) [ dy et /;OO dy/;oo | f(x,y) | dz (1.15)

est convergente, les deux intégrales

—+o00 +oo +oo +oo
[ a [ teware [ay [ s (1.16)
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sont toutes les deux convergentes, et sont égales entre elles.

Preuve. Supposons que la 2°™¢des intégrales (1.15)est convergente.
En utilisant le critére de comparaison,on déduit que la 2°™¢ des intégrales (1.16) est aussi
convergente.

Dong, il suffit de montrer uniquement que

! +oo +oo +o00
Jim /dx/ f(ﬂf,y)dyz/ dy f(x,y)dx (1.17)

En vertu de la convergence uniforme des intégrales (1.14), pour tout [ > 0, on a

l +o00 +o00 +o00
/d:v f(fc,y)dyz/ dy f(z,y)dx

Pour montrer 1’égalité des intégrales (1.16), il suffit de montrer que 1’expression

l +0c0 —+o0 +00
/daf f(%y)dy—/ dy f(z,y)dx

tend vers 0 quand [ tend vers +oo.

Soit ¢; > ¢, alors

+o0 +o00 +oo
/ dy fxydx—/dx f(z,y)dy |

+o0 +oo +oo
:|/ dy fxyda:—/ dy/fa:ydx|

+oo oo
~ 1w s
= I/ dy/+ooffvydx+/+oody +oof(:lﬂ y)dx |

+0o0 +oo +oo
< |/ dy/ fmyda:|+/ dy/ f(z,y) | dx (1.18)

Comme l'intégrale fjoo dy f:oo | f(z,y) | doz est convergente par hypothése, alors pour

tout € > 0, il existe ¢; > ¢, tel que

“+oo “+o0o
/ dy/ | ) | do < (1.19)

Choisissons ¢; > ¢, tel que 'inégalité (1.19) soit vérifie.

De la convergence uniforme de I'intégrale f;oo f(z,y)dz,on déduit I'existence d’un nombre
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I(g), tel que,pour tout | > L(e) I'inégalité

+oo c
flz,y)dr |< 7——,
| l (@, y)dz | e =0
soit vérifiée pour tout ye [c, ¢1] .
Dans ce cas on peut écrire
“ oo glei—c) €
d dr |< — == 1.20
[ [ remar< 385 =5 (1.20)

pour tout [ > L(e).
Et d’aprés(1.18),(1.19) et (1.20), on obtient, pour tout [ > L(e), 'inégalité

+o00 +o00 l +oo
I/ dy f(fv,y)dl’—/ dl’/ flz,y)dy |< e
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Chapitre 2

Fonction euleriennes

Définition 2.0.14 On appelle euleriennes de premier et de second espése, respectivement

les deux fonctions spéciales suivantes

{ Bla,B) = [y 2271 (1 —2)"'da } 2.1)

v(a) = f0+°° x* e %dx

La premiére s’appelle fonction Béta et la seconde, qui est souvent utilisée, s’appelle fonc-

tion Gama.

2.1 Fonction Béta

2.1.1 Domaine de définition

Pour que l'intégrale B(«, [3) soit convergente au point 0, il est nécessaire et suffisant,
que « soit supérieur a 0, et pour qu’elle soit convergente au point 1, il faut et il suffit, que
[ soit supérieur a 0.

Donc le domaine de définition de la fonction B(a, 3) est

D =10, 400 x ]0, 400|
Symétrie
Proposition 2.1.1 Pour tous o > 0, 3 >0, on a
B(a, ) = B(f, )

Preuve. Posons r =1 —t, alors
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2.1.2 Formule de récurrence
Proposition 2.1.2 Si a = 1, alors l’égalité suivante est vériiée

a—1

Bla.f) =351

B(a—1,5)

Preuve. Par hypothése, ona a > 1et > 0.

Intégrons par parties l'intégrale B(«, 5) devient

| 1 a—1 ! a—2 8
Bla,p) = —Za" (1-2)[p+ (1 —z)’dz
g 5 Jo
a—1 [ B-1 p-1
= T [(1 x) (1—2x) :1:} dx
5 Jo
a—1 a—1
= Bla—1,08)— B(a, s
3 ( ) 5 (a, B)
La fonction B(«, [3), étant symétrique, pour 5 > 1, on peut écrire
B(a,8) = —2—L _B(a—1,8)
= o —
a? a + /8 o 1 )
Il est facile de prouver que pour tout a > 0,
1
B(a,1) = —
(1) =

D’ot pour tout neN,on obtient.
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-1 -2 -1
B(a,n) = n 0 nin—1) B(a, 1)
a+n—1la+n—-2 a+n—(n—-1)
(n—1)!

ala+1)..(a+n-1)

En particulie, pour tous n, meN, on a

(m—1)l(n—1)!
(m+n—1)!

B(m,n) =

2.1.3 Autre représentation de la fonction Béta

Proposition 2.1.3 La fonction Béta peut se formuler de la maniére suivante

s = [l 22
o (I+y)ts
Preuve. Posons dans la définition de I'intégrale B(«, ()
x dy
E T A el

r=0=y=0,z—=1=y— +o0.

Alors
1
B(a,8) = / 2711 — 2)’tdr
0
R
—Jo 1+y 1+y (14 y)?
“+oo ya—l
0 (1 +y)
n
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2.2 Fonction Gama

2.2.1 Domaine de définition

Au voisinage de 0, la fonction e~ est équivalente a 1.
Donc l'intégrale () est convergente en 0, si et seulement si a > 0.
Qand x tend vers +00, la fonction e~*décroit plus vite que n’importe quelle puissance de
x, donc a 'infini, I'intégrale v(«) est convergente pour tout aeR.

D’ou la fonction () est définie sur |0, +oo].

2.2.2 Dérivabilité de la fonction ~y(«)

Proposition 2.2.1 La fonction Gama est indéfiniment dérivable sur |0, +o00|, et de plus

(y())™ —/0 Ooxafl(logx)"e’xdx (2.3)

Preuve. Montrons d’abord que l'intégrale (2.3est uniformément convergente sur tout
segment [a, b] C ]0, +o0[.
Soit 0 < a < «, alors
((z2(logz)") — 0, quand z — 0)

Donc, on peut trouverun nombre ¢, tel que
| 2 Y(log z)"e™® |< 257V Ve [0, ¢,

D’aprés le critere de Weierstrass, 1'intégrale

/ 7 log z)"e “dx
0

converge uniformément sur |a, +00].
Soit maintenant o < b < +o0, alors pour tout z > ¢,, on a
x

| 2* (logz)"e ™ |< 2! | (logz)" | e~

D’une maniére analogue, on déduit que l'intégrale

+0o0
/ 7 logz)"e “dx
0

converge uniformément sur, |0, b] .

En comparant ces deux résultats, on déduit que l'intégrale (2.3) converge uniformément

25



sur [a, b].
Par conséquent, la dérivation de la fonction v(a) a Pordre n, est justifiée VneN.
La fonction 7(«),étant indéfiniment dérivable sur tout segment [a, b] C |0, +o0[, est indé-

finiment dérivable sur |0, +oo[, et de plus la formule (2.3) est vérifice. m

2.2.3 formule de récurrence

Proposition 2.2.2 Pour tout ae 0,400, on a

e +1) = ay(a)

Preuve. Soit a > 0.

En intégrant par partie, on obtient
+00 Foo
ya+1) = / 1% Tdr = —x% " |7 —i—a/ v e dx
0 0

“+o0o
= a/ v e dr = oT ()
0

2.3 Relation entre les fonction Béta et Gama

Proposition 2.3.1 Soit a > 0 et § > 0, alors

T(a)T(B)
Bla, 8) = 2.4
(@.0) = 7B (2.4
Si on pose dans l'intégrale B(«, 3), * = tz, on obtient
+o0o
(@) = / 2 ey (2.5)
te 0
En remplagant ,¢ par (1 + «),et o par (a + 3),dans (2.5), on obtient
v(a+ B) /+oo -1 —(144)
—_— = = @ “d 2.6
(]_ + t)oc-‘rﬁ 0 < € < ( )

Multiplions les deux membres de 1’égalité (2.6) par "7 et puis intégrans par rapport
g

at, de 0 & 400, on ttouve
a—1

o — 2 e
! o (141t)xts 0 0
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En vertu de la proposition (1.3), cette égalité peut s’écrire sous la forme

+o0 400
v(a+ B)B(a, f) = / dt/ et (1402 g (2.7)
0 0

Dans la formule (2.7), pour a > 1 et 8 > 1,on peut intervertir les signes intégrales.
Cette opération se justifie de la maniére suivante

i) fz,t) =t 2081~ (402 > (et f est continue sur, [0, +o00] x [0, 400 .

i1) Sia>1et B> 1, intégrale (2.7) est convergente

i71) L’intégrale

a—1

t

+o0o
o=l _a+B-1_—(14+t)z _
/0 t oz e dz-T(a+6)—(1+t)a+B

est une fonction continue sur [0, +oo[, et l'intégrale

+oo
/ to‘*lza+ﬂflef(l+t)zd2 _ T(a)zﬁflefz
0

est une fonction continue sur [0, +o0[.

D’ou d’apres le théoréeme(1.3.10), 'intégrale

—+oco +o0
/ dz / ta—lza+ﬁ—167(1+t)zdt
0 0

est aussi convergente et elle admet la méme valeur que l'intégrale (2.7).

Ainsi donc, on peut écrire
+o00 400 .
’7(05 + /B)B(Ck, /6) = / dz/ t za'f'ﬁ—le—(l-i-t)zdt
0 0
+o00

+o00
= / za+ﬁ_16_zdz/ e t7 dt
0 0

+o0
= / ZO‘JFB*le*ZMdZ
0

ZO&

Donc la proposition (2.2.1) est démontrée pour o > 1 et § > 1.
Dans le cas o a > 0 et 8 > 0, il suffit d’appliquer les propositions(2.1.2)et (2.1.3) a la

partie gauche de cette égalité et la proposition (2.2.2) a sa partie gauche .
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Proposition 2.3.2 Pour tout ae)0,1[, on a

B(a,1 —a) = T

(2.8)

sin T

Preuve. Si on remplace dans la formule (2.2) 5 par (1 — «), et en utilisant 'exemple
(1.3.8),0n obtient

+oo Zoz—l
Bla,1—a) = d 2.9
@1-0) = [ i (29
= T 0<a<l (2.10)
SIn T
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