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Introduction Générale

La théorie des séries de Fourier permet d�interpréter certaines fonctions dé�nies sur

un intervalle réel). L�idée d�une telle décomposition apparaît en 1807 dans une première

communication de Joseph Fourier à l�Académie des Sciences de Paris, concernant la réso-

lution de l�équation aux dérivées partielles qui régit la propagation de la chaleur dans les

solides. En 1822, Fourier publie sur ce sujet un ouvrage intitulé : Théorie analytique de la

chaleur. Cependant, c�est sous l�impulsion de Gustav Lejeune Dirichlet que la théorie de

Fourier, jusqu�alors controversée, prend vraiment son essor : en particulier, Dirichlet publie

en 1829 la première démonstration rigoureuse d�un résultat de convergence pour les séries

de Fourier. Dès lors, le développement de l�analyse au XIXème siècle devient indissociable

des problèmes liés à ces séries, qui seront à l�origine de contributions monumentales de

Riemann (sur l�intégration), d�Abel (sur la convergence des séries de fonctions), de Weiers-

trass (qui introduit la convergence uniforme et met les bases de l�analyse sous leur forme

actuelle) et de Cantor (qui fonde la topologie générale). Nous sommes alors entre 1870 et

1880 ; plus d�un demi-siècle s�est écoulé depuis la publication de la Théorie analytique de

la chaleur.

Au XXème siècle, le développement de la théorie de l�intégration et celui de l�analyse

fonctionnelle ouvrent de nouveaux horizons à l�analyse de Fourier. Ces nouveaux points

de vue ne peuvent être qu�e eurés dans le cours qui va suivre : ils le seront à travers

l�approche hilbertienne des séries de Fourier, et à travers le théorème de convergence en

moyenne démontré en 1900 par Lipot Fejér. Cette époque voit la naissance de l�analyse

harmonique.

Ce mémoire est composé de deux chapitres. Il est structuré de la manière suivante :

Dans le premier chapitre, on va donner une introduction préalable de quelques notions

techniques un peu fastidieuses pour étudier la convergence des séries de Fourier en tant

que séries de fonctions.

Dans le deusième chapitre, on va présenter quelques résultats fondamentaux sur les séries
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de Fourier. Ces résultats sont essentiellement ceux de [1] et [7] (tome 2, chapitre XII), mis

sous un habillage �moderne�. Les résultats principaux (comme le théorème de Dirichlet,

ou celui de Fejér) ne sont donc pas présentés sous leur forme la plus générale.
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Chapitre 1

Introduction à la théorie des séries
de Fourier

L�étude des séries de Fourier requiert l�introduction préalable de quelques notions

techniques un peu fastidieuses. A�n de ne pas noyer les points réellement importants

dans des considérations auxiliaires, il a semblé préférable de ne pas disperser ces notions

au �l du texte. C�est pourquoi elles ont été regroupées dans ce chapitre.

1.1 Notions générales

Dans la suite, on notera systématiquement f(c�) (resp. f(c+)) la limite à gauche

(resp. à droite ) d�une fonction f en un point c donné de R: Autrement dit, on pose

f(c�) = lim
x
<!c
f(x) et f(c+) = lim

x
>!c
f(x);

lorsque cela a un sens.

1.1.1 Régularité par morceaux

Dé�nition 1.1.1 Soit f une fonction dé�nie sur un intervalle fermé borné [a; b]; à valeurs
réelles ou complexes.

On dit que f est continue par morceaux, s�il existe une famille �nie (xj)0<j�1 de points

de [a; b];avec a = x0 < x1 <���< xn = b; telle que; pour tout j = 0; ::; N � 1; on ait les
deux propriétés suivantes :

(i) la fonction f est continue sur chaque intervalle ouvert ]xj; xj+1[.

(ii) la fonction f possède une limite à droite en xjet à gauche en xj+1:
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Remarque 1.1.2 Il résulte de cette dé�nition qu�aux points xj avec 1 � j � N � 1;la
fonction f a une limite à gauche et à droite: Ces limites à gauche et à droite coïncident,

et valent f(xj);si et seulement si la fonction f est en fait continue en xj:

Remarque 1.1.3 On obtient la même notion en remplaçant les points (i) et (ii) de la
dé�nition (1.1.1) par l�existence d�une fonction fj continue sur [xj; xj+1] dont la restriction

à ]xj; xj+1[ coïncide avec f:

Dé�nition 1.1.4 Soit f une fonction dé�nie sur un intervalle fermé borné [a; b];à valeurs
réelles ou complexes.

On dit que f est de classe C1 par morceaux s�il existe une famille �nie (xj)0�j� n de

points de [a; b];avec a = x0 < x1 <���< xn = b; telle que; pour tout j = 0; :::; N � 1;on ait
les deux propriétés suivantes :

(i) la fonction f est dérivable; à dérivée continue; sur chaque intervalle ouvert ]xj; xj+1[:

(ii) la fonction f est sa dérivée possèdent une limite à droite en xj et à gauche en

xj+1:

1.1.2 Intégration

Dé�nition 1.1.5 Soit f une fonction continue par morceaux sur [a; b]: On considère une
subdivision a = x0 < x1 <���< xn = b associée à f par la dé�nition (1.1.1). Alors fj est

continue sur l�intervalle fermé borné [xj; xj+1] et; à ce titre, Riemann�intégrable sur cet
intervalle.

On dé�nit alors l�intégrale de f sur [a; b] par

bZ
a

f(x)dx =

N�1X
j=0

xj+1Z
xj

fj(x)dx (1.1)

1.1.3 Périodicité

Dé�nition 1.1.6 Soit T un réel strictement positif. Une fonction f dé�nie sur R; à
valeurs réelles ou complexes, est dite T�périodique si on a f(x + T ) = f(x) pour tout

réelle x:On appellera alors intervalle admissible pour f tout intervalle de la forme [a; a+T [

avec a 2 R:
Une fonction T�périodique est entièrement déterminée par sa donnée sur un intervalle
admissible. En e¤et, pour tout réel x;il existe un unique entier relatif k tel que l�on ait x
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2 [a+ kT; a+ (k + 1)T [. La périodicité assure que

f(x) = f(x� kT ); or x� kT

appartient à l�intervalle admissible [a; a+ T [:

Dé�nition 1.1.7 Une fonction T�périodique est dite continue (resp. de classe C1) par
morceaux sur R si elle est continue (resp. de classe C1) par morceaux sur un intervalle
[a; b] avec a 2 R et b = a+ T:

Remarque 1.1.8 Il est facile de se convaincre que la dé�nition précédente ne dépend pas

du choix de a. On pourrait aussi y remplacer la condition b = a + T par b � a � T: Par
périodicité, il su¢ t que la fonction soit continue (resp. de classe C1) par morceaux sur un

tel intervalle pour qu�elle le soit sur tout intervalle [c; d]:

Lemme 1.1.9 Soit f une fonction T -périodique continue par morceaux. Alors l�intégraleZ a+t

a

f(x)dx

ne dépend pas du choix du réel a:

Preuve. La relation de Chasles permet d�écrireZ a+t

a

f(x)dx =

Z 0

a

f(x)dx+

Z t

0

f(x)dx+

Z a+t

t

f(x)dx (1.2)

Le changement de variable x = y + T , conduit à l�égalitéZ a+t

t

f(x)dx =

Z a

0

f(y + T )dy =

Z a

0

f(y)dy;

compte tenu de la relation de périodicité f(y + T ) = f(y).

Il en résulte que la première et la troisième intégrale au second membre de(1.2) s�éliminent.

Il reste la seconde intégrale, qui est indépendante de a.

Dans la suite, les fonctions périodiques considérées seront 2��périodiques.Bien sûr, ce
choix est motivé par le fait que les fonctions trigonométriques usuelles (cos; sin; exp :::) sont

2��périodiques. Il ne restreint pas la généralité, puisque tous les résultats que l�on établit
pour les fonctions 2��périodiques se transposent très facilement aux fonctionsT�périodiques
avec T quelconque : il su¢ t en e¤et de remarquer que si f est une fonction T�périodique,
alors x! f(2�

t
x) est une fonction 2 � -périodique. C�est un simple changement d�échelle.
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Remarque 1.1.10 Pour toute fonction g supposée 2��périodique continue par morceaux,
le lemme (1.1.9)donne en particulier la relation

2�Z
0

g(x)dx =

�Z
-�

g(x)dx:

Dans la suite, nous utiliserons souvent cette propriété sans la rappeler explicitement

1.1.4 Convolution

Dé�nition 1.1.11 Soient f et g deux fonctions 2� -périodiques continues par morceaux.

On appelle produit de convolution de f et g la fonction f �g dé�nie sur R par

(f � g) (x) = 1

2�

�Z
-�

f(t)g(x� t)dt

Avant d�établir quelques propriétés du produit de convolution, il convient de remar-

quer que l�intégrale �gurant dans la dé�nition précédente a bien un sens puisque la fonction

t! f(t)g(x� t) est elle-même continue par morceau sur[-�; �]

Proposition 1.1.12 Étant données deux fonctions 2��périodiques continues par mor-
ceaux f et g, leur produit de convolution f �g est une fonction 2��périodique et on a

f � g = g � f:

De plus, si l�une des fonctions f ou g est continue sur R; alors f �g est continue sur R:

Preuve. On véri�e immédiatement, en utilisant la périodicité de g;que l�on a

(f � g)(x+ 2�) = (f � g)(x)

En faisant le changement de variable

t = x� s; dt = �ds;
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on a par ailleurs

(f � g) (x) =

�Z
-�

f(t)g(x� t)dt

=

x+�Z
x��

f(x� s)g(s)ds

En utilisant le lemme (1.1.9) et la périodicité de la fonction

s! f(x� s)g(s);

on en tire

f � g(x) =

�Z
��

g(s)f(x� s)ds

= g � f(x):

Il reste à établir la continuité de f � g lorsque f ou g est continue.
Compte tenu de l�égalité

f � g = g � f;

les rôles de f et g sont symétriques et il su¢ t donc d�établir la propriété lorsque la fonction

supposée continue est g.

La dé�nition des fonctions continues par morceaux associe à f une subdivision �� =
x0 < x1 <���< xn = � et, pour chaque j = 0; ::; N � 1; une fonction fj continue sur
[xj; xj+1] qui coïncide avec f sur]xj; xj+1[:

Compte tenu de la dé�nition de l�intégrale d�une fonction continue par morceaux, on aura,

pour tout réel x;

(f � g) (x) =
1

2�

�Z
-�

f(t)g(x� t)dt (1.3)

=
1

2�

n�1X
j=0

xj+1Z
xj

hj(t; x)dt (1.4)

avec hj(t; x) = fj(t)g(x� t).
Puisque g est supposée continue sur R;la fonctionhj est continue sur [xj; xj+1]� R:
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La fonction x !
xj+1Z
xj

hj(t; x)dt est donc continue sur R en vertu des résultats classiques

sur les intégrales dépendant d�un paramètre .

Compte tenu de(1.4), il en résulte bien que f � g est continue sur R:

1.2 Séries de Fourier

1.2.1 Polynômes trigonométriques

Dé�nition 1.2.1 On appelle polynôme trigonométrique toute fonction P dé�nie surR
par une expression de la forme

P (x) =
NX

n=�N
cn exp(inx) (1.5)

où N est un entier naturel et c�n; :::; c�1; c0; c1; :::; cnsont des coe¢ cients complexes.

Lorsque l�un au moins des coe¢ cients c�n ou cn est non nul, on dit que N est le degré de

P:

Étant donné un polynôme (au sens habituel )

Q =
NX
n=0

anXn

à coe¢ cients réels ou complexes, on sait que la connaissance de la fonction x ! Q(x)

détermine les coe¢ cients an via la relation

an =
1

n !
Q(n)(0):

On va voir qu�une propriété analogue existe pour les polynômes trigonométriques.

Elle est basée sur le lemme suivant, dont la démonstration est immédiate.

Lemme 1.2.2 Soient n et p deux entiers relatifs. On a

�Z
��

exp(i(n� p)t)dt =
(

2 � si n = p

0 si n 6= p
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Soit alors P le polynôme trigonométrique donné par la relation (1.5), et soit un entier

p véri�ant �N � p � N . On a

p(t) exp(�ipt) =
NX

n=�N
cn exp(i(n� p)t)

Compte tenu du lemme (1.2.2), on en déduit

�Z
��

p(t) exp(�ipt)dt = 2�cp

En changeant le nom des indices; on a donc établile résultat suivant.

Proposition 1.2.3 Soit P le polynôme trigonométrique donné par l�expression (1.5).
Pour tout entier n avec �N � n � N;on a

cn =
1

2�

�Z
��

p(t) exp(�int)dt:

Remarque 1.2.4 On montre de même que l�on a

1

2�

�Z
��

p(t) exp(�int)dt = 0, pour jnj > N

1.2.2 Coe¢ cients de Fourier

Par analogie avec les coe¢ cients d�un polynôme trigonométrique, on est amené à la

dé�nition suivante.

Dé�nition 1.2.5 Soit f une fonction 2��périodique continue par morceaux. On dé�nit
les coe¢ cients de Fourier de f par

f̂(n) =
1

2�

�Z
��

f(t) exp(�int)dt; pour tout n dans Z

On a immédiatement quelques propriétés élémentaires des coe¢ cients de Fourier.
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Lemme 1.2.6 Soit f une fonction 2�-périodique continue par morceaux et soit

g(t) = f(t+ a):

Pour tout n de Z;on a
ĝ(n) = exp(ina)f̂(n)

Preuve. En utilisant le changement de variable t = s� a, on obtient

ĝ(n) =
1

2�

�Z
��

f(t+ a) exp(�ina)dt

=
exp(ina)

2�

a+�Z
a��

f(s) exp(�ins)ds

Il su¢ t alors d�appliquer le lemme 1.1.9) pour conclure.

Lemme 1.2.7 Soit f une fonction 2�-périodique de classe C1sur R. Pour tout n de Z;on
a

f̂�(n) = inf̂(n)

Preuve. En intégrant par parties, on a facilement

f̂�(n) =
1

2�
[exp(�int)f(t)]��� + inf̂(n)

Le terme entre crochets est nul par périodicité, d�où le résultat.

1.2.3 Séries de Fourier

Dé�nition 1.2.8 Soit f une fonction 2��périodique continue par morceaux. Pour tout
entier naturel N;on appelle N��eme somme de Fourier de f , le polynôme trigonométrique
PNf dé�ni par

PNf(x) =

nX
n=�N

f̂(n) exp(inx)

Dé�nition 1.2.9 On dit que la série de Fourier de f converge simplement (resp. uniformément)
sur une partie X de R, si la suite de fonctions (PN f ) N�0 converge simplement (resp.

uniformément) sur X:

La limite de cette suite est alors appelée somme de la série de Fourier de f ; sa valeur en

tout point x de X est notée
+1X
n=�1

f̂(n) exp(inx).
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Écriture réelle de la série de Fourier

Soit f une fonction 2�-périodique continue par morceaux sur R. Pour tout entier
n � 1 on a

f̂(�n) exp(�inx) + f̂((n) exp(inx) =
1

2�

�Z
��

f(t) [exp(in(t� x))dt+ exp(�in(t� x))] dt

=
1

�

�Z
��

f(t) cos(n(t� x))dt

En remarquant que

cos(n(t� x)) = cos(nt) cos(nx) + sin(nt) sin(nx)

On obtient ainsi

f̂(�n) exp(�inx) + f̂((n) exp(inx) = an cosnx+ bn sinnx

avec

an =
1

�

�Z
��

f(t) cosnt dt et bn =
1

�

�Z
��

f(t) sin nt dt:

On convient de pose

a0 =
1

�

�Z
��

f(t)dt;

Ce qui est cohérent avec l�expression de an que l�on vient d�obtenir pour n � 1:
On a alors

PNf(x) =
a0
2
+

NX
n=1

(an cosnx+ bn sinnx):

Posons

f0(x) =
a0
2
et fn(x) = an cosnx+ bn sinnx; pour n � 1
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On voit donc que la suite (PNf)N�0 s�identi�e à la suite des sommes partielles de la série

de fonctions
X
n�0

fn, puisque l�on a

PNf = f0 + :::+ fN

Lemme 1.2.10 Si la fonction f est à valeurs réelles, on a

an = 2R�eel f̂ (n) et bn = �2 Im f̂ (n) :

Preuve. Puisque f est réelle ; on a

R�eel (f (t) exp(�int)) = f (t) cosnt et Im (f (t) exp(�int))
= �f (t) sinnt

le lemme s�en déduit aisément .

1.3 L�approche (pré) hilbertienne

Cette section va placer la théorie des séries de Fourier dans une démarche d�analyse

fonctionnelle : plutôt que de considérer les fonctions individuellement, celles-ci seront

vues commes les points d�un certain espace vectoriel, unespace fonctionnel, dans lequel

des considérations de géométrie ou d�algèbre linéaire peuvent jeter un éclairage nouveau

et e¢ cace sur les questions abordées.

1.3.1 Un espace préhilbertien

Soit E l�espace vectoriel des fonctions 2�-périodiques continues par morceaux.

Pour tout couple (f ; g) déléments de E, on pose

hfngi = 1

2�

�Z
��

f (t) g (t)dt

On dé�nit ainsi une application sur E � E, à valeurs dans C.
Étant donnés trois éléments f , g, h de E et �; � deux nombres complexes, on véri�e

trivialement la propriété dite de sesquilinéarité

hfn�g + �hi = �hfngi+ �hfnhi
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et

h�f + �gnhi = �hfnhi+ �hgnhi

et celle de symétrie hermitienne

hgnfi = hfngi

On a aussi la positivité

hfnfi � 0

Nous avons donc dé�ni une forme sesquilinéaire hermitienne positive.

On considère à présent l�ensemble F des fonctions f appartenant à E et continues à

droite ; autrement dit, celles qui véri�ent en outre l�égalité f (a+) = f (a) en tout point

a de R. Cet ensemble F est est évidemment un sous-espace vectoriel de E. De plus, en
restriction à F , l�application (f ; g)! hfngi devient un produit scalaire : pour le voir, il
su¢ t de véri�er que pour f 2 F , la condition hfnfi = 0 implique que f est nulle.
On sait déjà que l�on a f (a) = 0 en tout point a où f est continue. Si a est un point de

discontinuité, la dé�nition des fonctions continues par morceaux montre qu�il existe un

intervalle I = [a� �; a+ �] tel que f soit continue en tout point de I n fag, donc nulle sur
I n fag. il s ensuit que lon a f (a+) = 0, et donc f (a) = 0 par l�hypothese de continuite
a droite.

Muni du produit scalaire h:n :i, l�espace F constitue ce que l�on appelle un espace

préhilbertien. C�est en particulier un espace vectoriel normé pour la norme associée au

produit scalaire

kfk = hf j fi
1
2 =

1p
2�

0@ �Z
j f

��

(t) j2 dt

1A 1
2

Dé�nition 1.3.1 On appelle espace de Hilbert un espace préhilbertien qui est complet
pour la norme associée au produit scalaire.

Dans la suite, pour tout n de Z, on note en l�élément de F donné par

en (x) = exp(inx)

On a alors deux lemmes élémentaires.

Lemme 1.3.2 La famille (en)n2Z est orthonormale dans F ,Ce qui signi�e que

hem; eni = 0; pour m 6= n
hem; eni = 1; pour m = n

14



Preuve. Pour m 6= n, on a

�Z
��

em (t) en (t)dt =

�Z
��

ei(m�n)tdt

=

�
ei(m�n)t

i (m� n)

��
��
= 0

Pour m = n , on a
�Z
em

��

(t) en (t)dt =

�Z
��

dt = 2�

Lemme 1.3.3 Pour tout élément f de F et pour tout entier relatif n, on a

f̂ (n) = hf j eni :

Preuve. C�est immédiat à partir des dé�nitions.

1.3.2 Interprétation des sommes de Fourier

Pour tout entier nature N , on note FN le sous-espace vectoriel de F engendré par

e�N ; ::; e�1; e1; :::eN , autrement dit le sous-espace des polynômes trigonométriques de degré

inférieur ou égal à N . On a alors le résultat suivant.

Proposition 1.3.4 Pour toute fonction f de F et tout entier nature N , la somme de Fourier
PNf est la projection orthogonale de f sur FN :

Preuve. D�après le lemme(1.3.3),on a

PN f =

NX
n=�N

hf j eni en

Clairement, PNf appartient à F .

En utilisant les lemmes (1.3.2) et (1.3.3), on a aussi

f � PN ? FN :

La proposition en résulte.
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Corollaire 1.3.5 Soient f une fonction de F; et N un entier naturel..Pour tout polynôme

trigonométrique Q de degré inférieur ou égal à N , on a

k f �Q k�k f � PN k

Et l�égalité a lieu si et seulement si

Q = PNf

Preuve. On a

f �Q = g + h avec g = f � PNf et h = PN f �Q

On remarque que h appartient à FN .

Par conséquent, les fonctions g et h sont orthogonales et le théorème de Pythagore donne

la relation

k f �Q k2�k g k2 + k h k2

Il en resulte que l�on a

k f �Q k2�k g k2

et que l�égalité a lieu si et seulement si h = 0; d�où le corollaire.

Remarque 1.3.6 Le carré de la norme d�une fonction de F représente la valeur moyenne
du carré de cette fonction sur une période. Pour cette raison, on énonce souvent le co-

rollaire (1.3.5) en disant que parmi les polynômes trigonométriques de degré inférieur ou

égal à N , la somme de Fourier PNf est celui qui réalise la meilleure approximation de f

au sens de l�écart quadratique moyenne.

1.4 Inégalité de Bessel et égalité de Parseval

On commence par une considération simple sur les familles indexées par Z.
Étant donnée une famille (an)n2Z de réels positifs, soit la suite (AN)N�0 donnée par

AN =
NX
an

n=�N
:

On se trouve donc dans l�un des deux cas suivants :

i) la suite (AN)N2Z est majorée : dans ce cas, elle converge vers une certaine limite A

dans R (car (AN)N�0 est croissante).

16



On dit alors que la série
P

n2Z an converge et que le nombre A est sa somme ;on note

A =
+1X
n=�1

an:

ii) la suite (AN)N�0 n�est pas majorée : dans ce cas, on a

lim
N!1

AN = +1

Théorème 1.4.1 (égalité de Parseval) Soit f une fonction 2��périodique continue par
morceaux. Alors la série

P
n2Z

j f̂ (n) j2converge et on a

+1X
n=�1

j f̂ (n) j2= 1

2�

�Z
��

j f (t) j2 dt

Preuve.Nous pouvons seulement démontrer une partie du résultat, à savoir la conver-
gence de la série et la majoration

+1X
n=�1

j f̂ (n) j2� 1

2�

�Z
��

j f (t) j2 dt

Cette majoration est connue sous le nom d�inégalité de Bessel. L�égalité de Parseval né-

cessite beaucoup plus de travail et sera démontréeultérieurement. Pour établir l�inégalité

de Bessel, on commence par le cas où f appartient à F .

Dans ce cas, on applique le théorème de Pythagore comme dans la preuve du corollaire

(1.3.5), en prenant Q = 0, on obtient ainsi

kfk2 = kf � PNfk2 + kPNfk2 � kPNfk2

Or, compte tenu des lemmes (1.3.2) et (1.3.3), on a facilement

kPN fk2 �
NX

n=�N
j f̂ (n) j2

Il vient donc, pour tout entier naturel N ,

NX
n=�N

j f̂ (n) j2�k f k2

17



En posant

an =j f̂ (n) j2;

on voit que l�on se trouve ainsi dans le cas (i) décrit au début du paragraphe : on a en

e¤et

AN �k f k2

Par suite, la série
X
n2Z

an converge , et sa somme lim
N!1

AN et majoree par k f k.

C�est-à-dire par

1

2�

�Z
��

j f (t) j2 dt

L�inégalité de Bessel est ainsi établie pour les fonctions f de F .

Maintenant, supposons que f soit un élément quelconque de E.

On dé�nit un élément f0 de F en posant

f0 (x) =

(
f (x) si f est continue enx;

f (x+) sinon.

Sur [��; �] , les fonctions f et f0 di¤èrent en un nombre �ni de points : les points de
discontinuité de f .

Par suite, on a

f̂ (n) = f̂0 (n) pour tout n de Z;

Et
�Z
��

j f (t) j2 dt =
�Z
��

j f0 (t) j2 dt

L�inégalité de Bessel pour l�élément f de E se ramène ainsi à l�inégalité de Bessel pour

l�élément f0de F .

Corollaire 1.4.2 Soit f une fonction 2�-périodique continue par morceaux. On a

lim
jnj!1

f̂ (n) = 0:

Preuve. Avec les notations de la preuve précédente, si on pose

A = lim
N!1

AN ;

on a

lim
N!1

AN � AN�1 = A� A = 0:
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En remarquant que

AN � AN�1 =j f̂ (�N) j2 + j f̂ (N) j2

Et que la somme de deux suites positives converge vers 0 si et seulement si chacune des

deux suites converge vers 0, on obtient le résultat annoncé.

Corollaire 1.4.3 (lemme de Riemann-Lebesgue) Soit g une fonction continue par mor-
ceaux sur un intervalle [a; b]. On pose

In =

bZ
a

g (t) exp(int)dt; Jn =

bZ
a

g (t) cos(nt)dt

Kn =

bZ
a

g (t) sin(nt)dt:

On a alors

lim
jnj!1

In =lim Jn =
jnj!1

lim Kn =
jnj!1

0

Preuve. On a
Jn =

1

2
( In + I�n)

et

Kn =
1

2i
(In � I�n)

On voit donc qu�il su¢ t de savoir traiter l�intégrale In pour obtenir les deux autres. On

distingue alors deux cas.

(i) Premier cas : On a b � a < 2�:Soit alors f la fonction 2��périodique continue par
morceaux dé�nie par f (t) = g (t) pour t 2 [a; b] et f (t) = 0 pour t 2 ]b; a+ 2�[ :On
remarque que l�on a In = f̂ (n) et on conclut en appliquant le corollaire (1.4.2).

(ii) Deuxième cas : On a b � a � 2�. On découpe alors [a; b] en plusieurs intervalles

de longueur strictement inférieure à 2� et on applique le premier cas sur chacun de ces

intervalles.

1.5 Séries trigonométriques

A une famille de coe¢ cients complexes (cn)n2Z, on peut associer une suite de poly-

nômes trigonométriques (SN)N�0 donnée par

SN (x) =
NX

n=�N
cn exp(inx):
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En calquant la dé�nition de la convergence des séries de Fourier, on dit que la série

trigonométrique
P
n2Z
cn exp(inx) converge simplement (resp. uniformément) sur une partie

X de R si la suite (SN)N�0converge simplement (resp. uniformément) sur R, la limite

étant alors appelée somme de la série et notée
NP

n=�N
cn exp(inx).

Bien sûr, la série de Fourier d�une fonction 2��périodique continue par morceaux est
une série trigonométrique.

Réciproquement, il est naturel de se demander sous quelles conditions une série trigono-

métrique
P
n2Z
cn exp(inx) donnée est une série de Fourier. Plus précisément, tant donnée

une série trigonométrique
P
n2Z
cn exp(inx) , sous quelles conditions existe-t-il une fonction

2��périodique continue par morceaux f telle que l�on ait cn = f̂ (n) pour tout n ?.
La proposition (1.5.1)ci-après fournit une condition su¢ sante.

Proposition 1.5.1 Si une série trigonométrique converge uniformément sur R, alors elle
est la série de Fourier de sa somme.

Preuve. Soient
P
n2Z
cn exp(inx) la série trigonométrique considérée, f sa somme et n

un entier relatif.

Pour N � jnj; on a

cn =
1

2�

�Z
��

SN (x) exp(�inx)dx = cSN
avec

SN (x) =
NX

n=�N
exp(inx)

En remrquant que

j SN (x) exp(�inx)� f (x) exp(�inx) j=j SN (x)� f (x) j

En utilisant l�hypothèse, on voit que la suite de fonctins x! SN (x) exp(�inx) converge
uniformément vers x! f (x) exp(�inx) sur R, donc sur [��; �].
On en déduit que

lim
N!1

cSN = 1

2�

�Z
��

f (x) exp(�inx)dx = f̂ (n)

D�où le résultat.
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Chapitre 2

Convergence

Dans ce chapitre, on s�intéresse à la convergence des séries de Fourier en tant que

séries de fonctions. On va donc donner quelques conditions su¢ santes de convergence

simple ou uniforme. Le point de départ est une représentation des sommes de Fourier

sous forme de produit de convolution.

2.1 Une représentation des sommes de Fourier

Dé�nition 2.1.1 Soit N un entier naturel. On appelle noyau de Dirichlet (pour le rang

N) la fonction DN dé�nie sur R par

DN (t) =
NX

n=�N
exp(int):

Nous aurons besoin de deux lemmes élémentaires sur le noyau de Dirichlet.

Lemme 2.1.2
1

2�

�Z
��

DN (t) = 1:

Preuve. Il su¢ t d�appliquer le lemme (1.3.2) en remarquant que l�on a

DN =

NX
n=�N

en

et que la quantité à calculer n�est autre que hDN j e0i .
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Lemme 2.1.3 On a

DN (t) =

8<:
sin((2N+1) t2)

sin( t2)
, si t =2 2�Z

2N + 1, si t 2 2�Z

Preuve. Le calcul pour t 2 2�Z est immédiat vu la dé�nition de DN .

Pour t =2 2�Z, on a

DN (t) = exp(�iNt)(1 + exp(it) + :::+ exp(2iNt))
= exp(�iNt)(1 + exp(it) + :::+ (exp(it))2N)

= exp(�iNt)
�
1� exp(i(2N + 1)t)

1� exp(it)

�
=

�
exp(�iNt)� exp(i(N + 1)t)

1� exp(it)

�
=

exp(i t
2
)
�
exp(�i(2N + 1) t

2
))� exp(i(2N + 1) t

2
))
�

exp(i t
2
)
�
exp(�i t

2
))� exp(i t

2
)
�

=
sin
�
(2N + 1) t

2

�
sin
�
t
2

�
Le rôle important que va jouer le noyau de Dirichlet dans l�étude de la convergence

des séries de Fourier est dévoilé par la proposition suivante.

Proposition 2.1.4 Soient f une fonction 2��périodique continue par morceaux et N un

entier naturel. On a

PNf = DN � f

Preuve. Pour tout réel x, on a

pN f (x) =

NX
n=�N

0@ 1

2�

�Z
��

f (t) e�intdt

1A einx
=

1

2�

�Z
��

ein(x�t)dt = f �DN (x)

D�où le résultat.
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2.2 Le théorème de convergence ponctuelle de Diri-

chlet

Théorème 2.2.1 (Dirichlet). Soit f une fonction 2��périodique de classe C1 par mor-
ceaux. Alors la série de Fourier de f converge simplement sur R et on a, pour tout x de
R

+1X
n=�1

f (n) exp(inx) =
1

2

�
f
�
x+
�
+ f

�
x�
��

Preuve. Remarquons d�abord qu�il su¢ t d�établir la convergence de la série, et de
montrer que sa somme a bien la valeur annoncée, au point x = 0.

On doit alors distinguer deux cas.

(i)Premier cas : la fonction f est continue en 0.

On a alors

f
�
0�
�
= f

�
0+
�
= f (0)

Il s�agit donc de démontrer que l�on a

lim
n!1

PNf (0) = f (0)

Compte tenu du lemme (2.1.2) et de la proposition (2.1.4), on a

PNf (0)� f (0) =
1

2�

�Z
��

DN (t) f (�t) dt� f (0)
1

2�

�Z
��

DN (t) dt

=
1

2�

�Z
��

DN (t) (f (�t)� f (0)) dt

Posons g(t) = f(�t)� f(0), de sorte que

PNf (0)� f (0) =
1

2�

�Z
��

DN (t) g (t) dt

D�après le lemme(2.1.3), on a par ailleurs

DN (t) g (t) = sin

�
(2N + 1)

t

2

�
; pour t 2 [��; �]� f0g

Nous allons voir que la fonction t ! g(t)

sin( t2)
apparaissant dans l�expression précédente a

une limite à gauche et à droite en 0. Pour cela, on observe d�abord que, puisque f est
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supposée de classe C1par morceaux et continue en 0, il existe un réel � > 0 tel que f soit

continue sur [0; �] et de classe C1sur ]0; �].

En appliquant le théorème des accroissements �nis entre 0 et un point t quelconque de

[��; 0[, on a l�existence d�un réel ct 2 ]�t; 0[ tel que.

f (�t)� f (0) = �t �f (ct)

On obtient ainsi
g (t)

sin
�
t
2

� = �t
sin
�
t
2

� �f (ct)
De l�inégalité �t < ct < 0 et du fait que sin

�
t
2

�
s t

2
, on obtient �nalement

lim
t!0+

g (t)

sin
�
t
2

� = �2 �f �0��
On montrerait de la même manière que

lim
t!0+

g (t)

sin
�
t
2

� = �2 �f �0��
Du fait que g est continue par morceaux sur [��; �] et de l�existence de ces limites, on
tire que la fonction h dé�nie par

h (t) =
g (t)

sin
�
t
2

�pour t 2 [��; �]r f0g et h (0) = 0
(ou une quelconque autre valeur) est continue par morceaux sur[��; �] :
Par suite

PNf (0)� f (0) =
1

2�

�Z
��

sin

�
(2N + 1)

t

2

�
h (t) dt

=
1

2�
(XN � YN)

avec

XN =

�Z
��

(sinNt) cos(
t

2
)h (t) dt et YN =

�Z
��

(cosNt) sin(
t

2
)h (t) dt

Or, d�après le lemme de Riemann-Lebesgue (1.4.3), on a

lim
t!1

XN = lim
t!1

YN = 0
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Il en résulte bien que

lim
n!1

PN f (0) = f (0)

ii) Deuxième cas : f est discontinue en 0.

On dé�nit deux fonctions f0 et f1 par

f0 (x) =

(
1
2
(f (x) + f (�x)) pour x =2 2�Z

1
2
(f (0+) + f (0�)) pour x 2 2�Z

et

f1 (x) =

(
1
2
(f (x)� f (�x)) pour x =2 2�Z
0, pour x 2 2�Z

Il est facile de voir que f0 et f1 sont 2��périodiques, de classe C1 par morceaux.
On rappelle maintenant que l�on a

PNf (0) =
1

2�

�Z
��

DN (t) f (�t) dt

Or, sur l�intervalle [��; �], la formule f coincide avec f0 + f1 sauf peut-être en un point
(le point 0).

Il en résulte que

�Z
��

DN (t) f (�t) dt =

�Z
��

DN (t) (f0 (�t) + f1 (�t))dt

=

�Z
��

DN (t) f0 (�t) dt+
�Z
��

DN (t) f1 (�t) dt

On constate par ailleurs que la fonction f1 est impaire, tandis que DN est paire, ce qui

implique facilement
�Z
��

DN (t) f1 (�t) dt = 0

Il reste donc

PNf (0) = PNf0 (0)

Pour conclure, il su¢ t maintenant d�observer que la fonction f0 est continue en 0 : c�est

une conséquence immédiate de sa dé�nition.
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Par le premier cas déjà traité, on peut alors a¢ rmer que l�on a

lim
N!1

PN f0 (0) = f0 (0)

Nous avons ainsi obtenu

lim
N!1

PNf0 (0) =
1

2

�
f
�
0+
�
+ f

�
0�
��

Ce qui établit le deuxième cas.

Remarque 2.2.2 Si la fonction f possède des points de discontinuité, la convergence
n�est pas uniforme sur R en e¤et, la somme de la série est alors discontinue bien que ses
sommes partielles soient continues.

2.2.1 Un résultat de convergence uniforme

On commence par un résultat préparatoire qui est intéressant en lui-même .

Proposition 2.2.3 Soit f une fonction 2��périodique de classe C1 par morceaux et
continue sur R.
Alors la série

P
n2Z j f̂ (n) j converge .

Preuve. D�après le lemme (1.2.7), on sait que pour n 6= 0: on a

f̂ (n) =
1

in
b�f (n)

Donc

j f̂ (n) j= 1

j n j j
b�f (n) j

Etant donné un entier N � 1; cette remarque va nous permettre de relier la somme

AN =

NX
n=�N

j f̂ (n) j

à un produit scalaire.

Pour cela, on introduit les polynômes trigonométriques

QN =
NX

n=�N
j b�f (n) j enet X 1

j n jen
fn=1:1�jnj�Ng
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On a alors précisément

AN =j f̂ (0) j +hQN j RNi

En appliquant l�inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

hQN j RNi �k QN kk RN k=
 

NX
n=�N

j b�f (n) j2! 1
2

0@ X 1

n2
fn=1:1�jnj�Ng

1A 1
2

On a par ailleurs, en utilisant le théorème (1.4.1)

NX
n=�N

����b�f (n)����2 �
+1X
n=�N

����b�f (n)����2
� 1

2�

Z �

��

����b�f (n)����2 dt
En�n, on a

X 1

n2
fn=1:1�jnj�Ng

= 2
NX
n=1

1

n2

� 2
+1X
n=1

1

n2
=
�2

3

En regroupant ces inégalités, on obtient que la suite(AN)N�0 est majorée par la constante

���f̂ (0)���+ 2

r
�

6

�Z �

��
f̂ (t)2 dt

� 1
2

Ce qui établit le résultat annoncé.

Théorème 2.2.4 Soit f une fonction 2��périodique de classe C1par morceaux et conti-
nue sur R. Alors la série de Fourier de f converge vers f uniformément sur R.

Preuve. D�après le théorème de Dirichlet, on sait déjà qu�il y a convergence simple
vers f , puisque l�hypothèse de continuité implique

1

2
(f
�
x+
�
+ f(x�)) = f(x); 8x 2 R

Posons maintenant

f0(x) = f̂(0) et fn(x) = f̂(�n)e�inx + f̂(n)einx; n � 1
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Pour tout entier n � 1,on a

sup
x2R

j fn(x) j�j f̂(�n) j + j f̂(n) j

Et la série numérique X
n�1
(j f̂(�n) + f̂(n) j)

converge d�après la proposition (2.2.3).

Par suite, la série de fonctions
P

n�0 fn converge normalement, donc uniformément, sur

R.

2.3 Convergence en moyenne

On a vu que la série de Fourier d�une fonction 2��périodique de classe C1par mor-
ceaux et continue sur R converge vers f uniformément sur R. Si l�hypothèse de ré-
gularité C1par morceaux est omise, c�est-à-dire si la fonction est seulement supposée

2��périodiqueet continue sur R.

2.3.1 Convergence en moyenne d�une suite numérique

Dé�nition 2.3.1 On dit qu�une suite (un)n�0 de nombres complexes converge en moyenne
vers a dans C si l�on a

lim
n!1

u0 + u1 + :::+ un�1
n

= a

Proposition 2.3.2 (lemme de Cesàro). Soit (un)n�0 une suite de nombres complexes qui
converge vers une limite a dans C . Alors (un)n�0converge aussi en moyenne vers a.

Preuve. Soit un réel " > 0. Par hypothèse, il existe un rang N(") tel que

(n � N (")) =) (j un � a j� ")

On a

u0 + :::+ un�1
n

� a =
u0 + :::+ un�1 � na

n

=
(u0 � a) + :::+ (un�1 � a)

n
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Donc pour n � N (") + 1

j u0 + :::+ un�1
n

� a j

�
ju0 � aj+ :::+

��uN(")�1 � a��
n

+

��uN(") � a��+ :::+ j un�1 � a j
n

� A (")

n
+
(n�N (")) "

n

� A (")

n
+ "

avec

A (") = ju0 � aj+ ju1 � aj+ :::+
��uN(")�1 � a��

Posons
�N(") = max(bA(")="c; N(")) + 1;

où b:c désigne la partie entière.
Pour n � �N("), on a A(")=n � " et, par ce qui précède,

j u0 + u1 + :::+ un�1
n

� a j� 2"

En posant N2(") = �N("=2), on a donc établi

(n � N2(")))
�
j u0 + u1 + :::+ un�1

n
� a j� "

�
Ce qui établit le lemme

2.4 Sommes de Cesàro et noyau de Fejér

Dé�nition 2.4.1 Soit f une fonction 2��périodique continue par morceaux.
Pour tout entier N � 1, on appelle N�ème somme de Cesàro-Fejér def la moyenne des
N premières sommes de Fourier de f:

C�est-à-dire le polynôme trigonométrique �Nf dé�ni par

�Nf (x) =
1

N
(P0f (x) + P1f (x) + :::+ PN�1f (x))

Proposition 2.4.2 On a
�Nf = KN � f;
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où KN est la fonction dé�nie sur R par

KN (t) =
1

N

N�1X
n=0

DN (t)

Preuve. En utilisant la proposition (2.1.4)et la linéarité du produit de convolution
par rapport à chaque facteur, on a

�N f =
1

N

N�1X
n=0

PN

=
1

N

N�1X
n=0

(Dn � f)

= (
1

N

N�1X
n=0

Dn) � f

Dé�nition 2.4.3 La fonction KN dé�nie dans la proposition (2.4.2) s�appelle noyau de

Fejér (pour le rang N).

Les deux résultats qui suivent constituent, pour le noyau de Fejér, l�analogue des

lemmes (2.1.2) et (2.1.3) sur le noyau de Dirichlet.

Lemme 2.4.4 On a
1

2�

�Z
��

KN(t) = 1

Preuve. C�est une conséquence immédiate de la dé�nition deKN et du lemme (2.1.2):

Lemme 2.4.5

KN(t) =

8><>:
1
N

�
sin(Nt2 )
sin( t2)

�2
; pour t =2 2�Z

N; pour t 2 2�Z

9>=>;
Preuve. On utilise seulement le lemme (2.1.3):

2.4.1 Le théorème de convergence en moyenne de Fejér

Théorème 2.4.6 (Fejér). Soit f une fonction 2��périodique continue sur R: Alors la
suite des sommes de Cesàro-Fejér(�Nf)N�1 converge vers f uniformément sur R:
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Preuve. Compte tenu de la proposition (2.4.2) et du lemme (2.4.4); on a, pour tout
x de R

�Nf(x)� f(x) =
1

2�

�Z
��

kN(t)f(x� t)dt� f(x)
1

2�

�Z
��

kN(t)dt

=
1

2�

�Z
��

kN(t)(f(x� t)� f(x))dt

Soit alors un réel � , avec0 < � < �:

On va découper l�intervalle d�intégration [��; �] en trois morceaux : [��;��]; [��; �]; [�; �]
et évaluer les trois intégrales ainsi obtenues.

On a d�abord, en majorant le module de l�intégrale par l�intégrale du module et en tenant

compte du fait que KNest à valeurs positives������ 12�
��Z
��

kN(t)(f(x� t)� f(x))dt

������ � 1

2�

��Z
��

kN(t)(jf(x� t)j+ jf(x)j dt (2.1)

La fonction f est continue sur l�intervalle fermé borné [��; �]:
Donc bornée sur cet intervalle.

Par périodicité, elle est aussi bornée sur R; on posera m = supt2R jf(t)j:
On remarque aussi que pour tout t 2 [��;��]

0 � kN(t) �
1

N(sin(t=2))2

Compte tenu de ces remarques et de la majoration grossière

jf(x� t)� f(x)jjf(x� t)j+ jf(x)j;

on déduit de (2.1)que l�on a������ 12�
��Z
��

kN(t)(f(x� t)� f(x))dt

������ � c(�)

N
(2.2)

avec

C(�) =
m

p

��Z
��

dt

(sin(t=2))2
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Les mêmes arguments fournissent une majoration identique pour l�intégrale sur [�; �]:

Il reste donc à évaluer l�intégrale sur [��; �]:
Sur cet intervalle, les majorations grossières utilisées précédemment ne fonctionnent plus:

On procède en remarquant d�abord que, puisque f est continue sur le compact [�2�; 2�];elle
y est uniformément continue:

Donc

8" > 0;9�(") > 0 tq 8(y; y1) 2 [�2�; 2�]; jy � y1j � �(") : jf(y1)� f(y)j � "

On peut évidemment supposer �(") < �:

Soient à présent x un point quelconque de R et t un point quelconque de [��("); �(")]:
On peut écrire x = y + 2k où y 2 [��; �] et k est un entier relatif convenable.
Si l�on pose y1 = y � t;la périodicité de f implique

f(y1)� f(y) = f(x� t)� f(x)

De plus, on a y1 2 [�2�; 2�].
Par ce qui précède, on a alors

jf(x� t)� f(x)j � "

Ainsi, pour tout x 2 R;on a, en tenant compte du lemme (2.4.4)�������
1

2�

�(")Z
��(")

kN(t)(f(x� t)� f(x)dt

������� � 1

2�

�(")Z
��(")

jkN(t)(f(x� t)� f(x)j dt

� "

2�

�(")Z
��(")

kN(t)dt

� "

2�

�Z
��

kN(t)dt = "

On pourra remarquer, plus précisément, que la positivité de KN intervient pour la pre-

mière et la troisième inégalité.

Au �nal, les majorations qui précèdent et l�inégalité (2.2) appliquée avec � = �(") donnent,

pour tout entier N � 1 et tout x 2 R

j �Nf(x)� f(x) j�
A(")

N
+ ";
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avec A(") = C(�(")):

On procède alors comme à la �n de la preuve de la proposition (?? pour trouver un entier
N��(") tel que l�on ait

N � N��(")) =) (sup j �Nf(x)� f(x) j� ")

Ce qui établit le théorème.

Preuve de l�égalité de Parseval
Nous pouvons maintenant terminer la démonstration de l�égalité de Parseval qui était

restée en suspens au chapitre 1: Reprenant les notations de la preuve du théorème (1.4.1):

Nous considèrons une fonctionf dans F;pour laquelle nous devons montrer que l�inégalité

de Bessel est en fait une égalité.

i) Première étape : pour tout " > 0; il existe une fonction g" 2��périodique continue sur
R telle que l�on ait

k f � g" k� "�4

Pour le voir;on note t1; :::; tp les points de discontinuité de f dans l�intervalle]��; �[;rangés
dans l�ordre croissant.

Pour � > 0 assez petit, on dé�nit une fonction g continue sur [��; �] de la manière
suivante:

� On pose g(t) = f(t) en dehors des intervalles [tj � �; tj + �] avec 1 � j � p et [�� �; �];
� on choisit g a¢ ne sur les intervalles [tj � �; tj + �] avec1 � j � p et sur [� � �; �]:
les segments de graphe étant déterminés par les conditions de recollement

g(tj � �) = f(tj � �)
g(tj + �) = f(tj + �)

g(� � �) = f(� � �)
g(��) = f(��)

Si l�on pose

m = sup
t2[��;�]

jf(t)j

Il est alors facile de voir que l�on a

jg(t)� f(t)j � m;

pour tout t de [��; �]:
En tenant compte du fait que f et g di¤èrent seulement sur une réunion d�intervalles de
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longueur totale au plus égale à (2p+ 1); on en déduit

k f � g k2� 1

2�
((2p+ 1)�m2):

Comme g est continue sur[��; �] et qu�elle véri�e g(��) = g(�); elle se prolonge naturel-
lement en une fonction 2��périodique continue sur R:
Il su¢ t alors de prendre

� =
�"

(4p+ 2)m2
et g" = g

pour obtenir la première étape annoncée.

ii) Deuxième étape : Soit g"la fonction construite à la première étape.

Alors il existe un polynôme trigonométrique Q" tel que l�on ait

k g"�Q" k2� "=4:

En e¤et, d�après le théorème de Fejér, la suite (Ng")N�1 converge uniformément vers g"
sur R; a fortiori sur[��; �]:
On �xe un entier N assez grand pour que l�on ait

jg"(t)� �Ng"(t) � 2
p
"�2;

pour tout t de [��; �]:
On a alors

jjg" � �Ng"jj2 =
1

2�

�Z
��

jg"(t)� �Ng"(t)j2 dt

� 1

2�

�Z
��

( 2
p
"�2)2dt =

"

4

Il su¢ t donc de poser

Q" = �Ng"

iii) Troisième étape:SoitN(") le degré du polynôme trigonométrique construit à la deuxième

étape.

Pour N � N("); on a
k f � PNf k2�k f �Q" k2
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En vertu du corollaire (1.3.5), on a

jjf �Q"jj2 � (k f � g" k + k g" �Q" k2)
� ( 2

p
"�2 +

p
"�2)2

= "

Autrement dit, on a

lim
N!1

jjf � pNf jj = 0 (2.3)

On rappelle en�n qu�en vertu de la proposition (1.3.4), on a

jjf � pNf jj2 = jjpNf jj2

=
1

2�

�Z
��

jf(t)j2 dt�
NX

n=�N

���f̂(n)���2
La propriété (2.3) devient

lim
N!0

NX
n=�N

���f̂(n)���2 = 1

2�

�Z
��

jf(t)j2 dt;

Ce qu�il fallait démontrer.
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