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Introduction Général

Dans ce mémoire on introduira la notion de suite faiblement convergente, et on verra
deux résultats importants :

-Si E est un espace de Banach réflexif, toute suite bornée (z,) C E admet des
sous-suite faiblement convergentes.

-Si f est une fonction convexe continue sur un espace normé X et si (z,,) C X converge
faiblement vers x € X, alors f (x) < liminf, f (z,).

ces deux résultats permettent de minimiser certaines fonctions convexes définies sur

des espaces réflexifs.



Chapitre 1

Topologie initial

1.1 Notion d’espaces
Définition 1.1.1 (Topologie)

Soit £ un ensemble une topologie sur E est un sous ensemble A C p (E) vérifiant :
-0 e Aet E €A,

-Yu,v € A,unuv € A,

- si (%), est une famille d’éléments de A, alors Uer; € A.

Définition 1.1.2 (espace topologique, ouvert, fermé)

Un espace topologique est un couple (E, A) ou E est un ensemle et A est un topologie
sur E. Un ouvert de (E, A) est un élément de A. Un fermé de (E, A) est un ensemble F’
tel que E — F. (On endéduit que I'unionfine de fermés est un fermé, et que l'interecection

quelconque de fermés est un fermé).
Définition 1.1.3 (Distance, espace métrique)
Une distance sur un ensemble E est une application £ xE — R, telle que
Ve e E,d(z,x) =0

et vérifiant les axiomes de séparation, symétrie, et 'inégalité trianggulaire. Un espace

métrique est un couple (E,d), ou d est une distance sur E.

Définition 1.1.4 (pseudo-distances)



Soit £/ un ensemble. Une pseudo distance sur £ est une application vérifiant les mémes
axiomes qu’une distance, sauf la séparation. Une famille de pseudo distance (d;) est dite
séparante si

di(z,y)=0WWi=z=y

Une semi-norme est une application vérifiant ||0|| = 0, au lieu de||z|| = 0 = = = 0.Une
famille de pseudo normes est dite séparante si la famille de pseudo distances associées est

séparante, ie le seul vecteur z € E tel que ||z||, = 0 Vi est 0.
Définition 1.1.5 (Topologie associée a une famille de pseudo distances)

Soit £/ un ensemble, et (d;),.; une famille de pseudo distances sur E. On définit
O Cp(FE), par:

UeO&VaelUIr>0,3J C I finie,NicyjBy, (a,7) CU
On définit ainsi une topologie sur F.
Définition 1.1.6 (Partie dense)

D C F est dense si D = E. Cette définition est équivalente & "tout ouvert non vide

de E rencontre D”, ou encore " tout ouvert non vide d’une base d’ouverts de E rencontre
D77

Définition 1.1.7 (Espace séparable)

Un espace topologique est séparable s’il existe une partie dénombrable dense.

Tout espace topologique a base dénombrable d’ouvert est séparable.
Définition 1.1.8 (Espace séparé)

Un espace topologique A est dit séparé siV (z,y) € A%, U, V deux ouverts/voisinages/éléments
d’une base de voisinages disjoints tels que z € U et y € V' Cette notion est invariante par
homéomorphisme, et, si A est séparé, Vo € A, {x} est un fermé.

Tout espace métrique est séparé.
Définition 1.1.9 (Groupe topologique)

Un groupe topologique est un groupe GG muni d’une topologie rendant le produit et

le passage a l'inverse continus.

Définition 1.1.10 (Espace vectoriel topologique)

4



Un espace vectoriel topologique est un espace vectoriel muni d’une topologie telle
que la somme et la multiplication par un scalaire soient continus. Un morphisme (resp.
isomorphisme) d’espaces vectoriels topologiques est une application linéaire (resp. linéaire
et bijective) qui est continue pour la topologie de 'espace vectoriel (resp. qui est un

homéomorphisme).
Définition 1.1.11 (Espace complet )

On dit qu’'un espace métrique est complet si toute suite de Cauchy converge.
Définition 1.1.12 (Espaces de banach, de Fréchet)

i) On appelle espace de banach tout espace vectoriel complet.
ii) On appelle espace de Fréchet tout espace vectoriel topologique localement convexe

séparé & base denombrable de voisinages de 0, qui est complet.

1.2 Topologie initiale

Soit X un ensemble, soit (y;),.; une famille d’espaces topologiques et pour tout
i € I, soit f; : X — y; une application. La topologie initiale sur X définie par (f;),., est
la topologie la moins fine rendant contines les application f;pour i € I. Celle-ci existe,
car l'intersection d’une famille de topologies sur X, rendant toutes les applications f;
continues, rend encore toutes les f; continues.

Les proppriétés suivantes sont immédiates.

- C’est la topologies engendrée par :

{f71(U;) i € I,U; ouvert de y; }

1

Dans le cas particulier ou / est un singleton, nous pouvons omettre les mots

" : la topologie initiale est ’ensemble des images réciproques des ouverts

"engendrée par
de l'espace d’arrivée par I'unique élément de la famille.

- Si B; est une base d’ouverts de y; pour tout ¢ € I, alors I’ensemble des intersections
finies d’éléments de
{71 U;) i€ 1,U; € B}

(2

est une base d’ouverts de F.
En particulier, si I est dénombrable, et si y; est a base dénombrable pour tout ¢ € I,

alors X est & base denombrable.



- Siz € X et V; est un systéme fondamental de voisinages de f ; (z) dans y; pour

tout ¢ € I, alors ’ensemble des intersections finies d’éléments de
{fit () i€ Lu eV}

est un systéme fondamental de voisinages de x dans X.

- Si Z est un espace topologique et si g : Z — X est une application, alors g est
continue si et seulement si chacune des applications f; o g est continue.

En effet, si g est continue, alors f; o g 'est par composition d’applications continues.
Réciproquement, comme les f; ! (U;), ott i € I et Ur est un ouvert de y;, engendrent la
topologie de X, pour montrer que g est continue, il suffit de montrer que les g+ ( fl-_l (UZ))

sont des ouverts de Z. Or

g (f7H ) = (fieg) ()

ce qui montre le sens réciproque.

1.2.1 topologie image réciproque

Si X est un ensemble, si (y,0) est un espace topologique et si f : X — y est
une application[1], alors la topologie image réciproque f ' (O) est (par exemple par le
premier point ci-dessus) la topologie initiale sur X définie par ( la famille réduite a une

seule application ) f.

1.2.2 topologie définie par une famille de pseudo-distances

Soit. X un espace topologique dont la topologie est définie par une famille de pseudo-
distances (d;);, [2], alors cette topologie O coincide avec la topologie initiale Oy sur X

définie par la famille d’applications (fq 4, : @ — do (2, 20)) de pseudo-distances a

roEX,a€A
un point.

-1
a,To

En effet, comme la pseudo-boule B,, (2o, €) est égale a ([0, €]), la topologie O est
moins fine que Os.
Réciproquement, soient
10 € X,tp €ER, e > 0,2 € f,

a,xo

(Jto — €, to + €]) , et € =€ — |d (x,20) — to|
Alors €’ > 0 par définition de z. De plus, B, (z,€') est contenue dans

f;}co (Jto — €, to + €])



car si y € B, (z,€), alors
|da (ya xO) - t0| < |da (yer) - da ({E, QT())' + |d04 (.ZU, $0) - t0|

S da (l’,y) + |da (1‘7170) - t0|

<€ +|dy (T,20) —to] = €

Donc
Jazo (Jto — €. t0 + €[)

est un voisinage pour O; de chacun de ses points. Comme ’ensemble des

oo (Jto — €,t0 + €[)

pour g € X, tg € R et € > 0 est une prébase d’ouverts de Oy par la seconde propriété
ci-dessus, la topologie O, est moins fine que O, et les deux topologies coincident.

En particulier, la topologie d’un espace métrique (X, d) est la topologie initiale définie
par la famille d’application :

(x — d(z,x0))

To€EX

de X dans R, c’est-a-dire la topologie la moins fine rendant continues les applications de

distance & un point.
Exemple 1.2.1 (Topologie définie par une famille de semi-normes)

Soit £/ un espace vectoriel réel ou complexe, et (||.||,), . une famille de semi-normes
sur L.
- La topologie définie par la famille (|.||,). ., sur £ est la topologie initiale définie

par la famille d’applications :

(fa,zo T = ||I - xo”oz)xer,aEA

de F dans [0, +00|, c’est-a-dire la topologie la moins fine rendant continue ces applications.
-La topologie définie par (||.[|,),., est exactement la topologie de E définie par la

famille de pseudo-distances

da (x,y) = ||.I' - y”a

par ce qui préceéde. En particulier, elle est engendrée par les pseudo-boules
B, (xo,€) ={x € E: |z — x|, < €}
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ouzg € E,e>0et ae A. Donc elle a pour base d’ouverts les intersections finies de telles

boules. De plus, ’ensemble des parties
Nacar {z € E ||z — x|, < €}

de E, ou € > 0 et A/ est une partie finie de A, est un systéme fondamental de voisinages
d’un point donné xy € F.

Notons que les translations sont des homéomorphismes : pour tout vy dans E, I'ap-
plication t¢,, de E dans F définie par x — z + vy est bijective, d’inverse t_,,, et elle est

continue, car pour tous zo € F et a € A, nous avons

fa@o Oly, = fOé,wo — Yo

et on applique le quatriéme point ci-dessus.
Soit y un espace topologique, soit y € ¥y, soit A,, un systéme fondamental de voisi-
nages de yo dans y, et soit f : y — FE une application. D’aprés ce qui précede, si E est

munie de la topologie ci-dessus, alors f est continue en yq si et seulement si
Ve > 0,Va e A, U € Ay,,Vy € U, || f (y) — f (wo)ll,, <€

En effet, si f est continue en g, alors la propriété en découle par composition des

applications continues f et z — ||z — f (v0)||,,- Réciproquement, si cette propriété est

o
satisfaite, alors pour tout k dans N, pour tous z1, ...,z dans E, pour tous aq, ..., o dans
A et pour tout € > 0, il existe, pour tout entier i tel que 1 < ¢ <k, un élément v; € A,

tel que
1 () = f (o)l <e

Par conséquent, pour tout y dans le voisinage Ny<;<, Vi de yo, et

1S (y) = il

o; = I (wo) — il

<If () = f W, <e

Qg

ce qui montre la continuité de f.

(1) La topologie définie par une famille de semi-normes est séparée si etseulement si
la famille est séparante.

(2) La topologie sur un espace vectoriel réel ou complexe, définie par une famille
dénombrable et séparante de semi-normes, est métrisable.

Preuve. (1) Si la famille n’est pas séparante, alors il existe deux points distincts z
et y dans E tels que ||y — z||, = 0 pour tout o € A, donc y appartient & tout voisinage

de z, et F n’est pas séparé. La preuve du sens direct est similaire a celle du fait que la



topologie induite par (une distance associée &) une norme est séparée.
En effet, si z, y € E sont distincts, soit o € A tel que € = ||z —yl|, > 0.
Les applications :

foru— |lu-af],,
et
fy 1y — lu-yll,

sont continues. Donc f, ([0, s D et fy’ ! ([0, s D sont des ouverts contenant respectivement

x et y. Ces ouverts sont disjoints, par inégalité triangulaire, car s’il existait z dans E tel

que

Iz =z, <e
et

Iz —yll, <e
alors on aurait

lz —yll, <e

ce qui n’est pas possible.
Supposons que I'ensemble d’indice A soit égal & N ( ce qui est possible, & bijection
prés, quitte a rajouter, si A est fini, des semi-normes nulles). Notons d,, la pseudo-distance

associée a la semi-norme ||.||, , et d la distance définie par :

d(z,y) = Z 27" min {1,d, (z,y)}

neN

Notons O,,orm €t Og;s respectivement la topologie définie par la famille de semi-normes
et celle induite par la distance d. Comme les translations dans E sont des homéomor-
phismes a la fois pour O,prm et Og;s (ce sont méme des isométries pour Oy, ), il suffit de
montrer que tout voisinage du vecteur nul pour I'une contient un voisinage du vecteur nul
pour 'autre. Rappelons que { B, (0,¢) : ¢ > 0} est un systéme fondamental de voisinages
de 0 pour Oy, et que

(N o{z€E:|z|,<et:NeNe>0}

est un systéme fondamental de voisinages de 0 pour O,,pqm-
Soit € > 0. Soit n € N tel que



Soit = dans X. Si [[z]|,, < § pour 0 <n < N, alors

N
€ €
d(x,0) < - 27— <

Donc tout voisinage de 0 pour Og;s contient un voisinage de 0 pour O,,ppm,-
Réciproquement, soient ¢ € |0,1[ et N € N. Soit x dans X. Si d (x,0) < €27V, alors
pour tout n € N, on obtient 27" min {1, d, (z,0)} € 27V, Donc, pour 0 < n < N,

Jall, = min {1,d, (2,0)} < e
et le résultat en découle. m

Exemple 1.2.2 (L’espace de Schwartz des applications lisses & décroissance rapide).

Pour tout » € N — {0}, soit ¢ (R") l'espace vectoriel des applications C* de R”
dans R a décroissance rapide[3]. Considérons la famille( ||.|| km) de semi-normes,

keN,meN/
la topologie définie par cette famille coincide avec la topologie induite par la distance

1 .
d(z,y)= Wmm{LHﬂ?—ka,m}

keEN,meN’

Sauf mention contraire, I'espace vectoriel ¢ (R") sera muni de cette topologie (métrisable),
et s’appelle I’espace de Schwartz.

L’espace des applications lisses a support dans un compact prescrit. Pour k = R ou
k = C, pour tout r € N— {0}, pour tout ouvert 2 de R" et pour tout compact non vide k
dans €2, rappelons que Dy (2) est 'espace vectoriel sur k des applications C* de 2 dans
k dont le support est contenu dans k.

Pour tout f dans Dy (€2) et tout m dans N", posons
171l = max 07 f (@)

Il est facile de vérifier que [|.|[,, est une semi-norme sur Dy, (§2), et que la famille(]].[],,),,cn

est une famille dénombrable séparante de semi-normes sur Dy, (€2). La topologie sur Dy, (£2)
définie par cette famille est donc métrisable.

Exemple 1.2.3 (L’espace des applications lisses a support compact)

Pour k = R ou k = C, pour tout r € N — {0}, pour tout ouvert non vide Q de R",

rappelons que D (2) est ’espace vectoriel des applications lisses de R"dans k & support
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compact dans 2. Pour tout f dans D (2) et tout ¢ dans C87 . (£2), posons

am
Hf”a = max max M
zeN meN/ylmlgﬁ € (.ZU)

Il est facile de vérifier que la borne supérieure définissant || f||. est bien un maximum
(par compacité du support de f), que ||.||, est une semi-norme sur D (2) : si f € D (Q)

n’est pas la fonction nulle, alors || f||. > 0 pour tout € € ¢, (€2)(qui est non vide ).

Proposition 1.2.4 La topologie sur D () définie par cette famille de semi-normes est

la topologie de Schwartz. En particulier, la topologie de Schwartz est séparée.

Preuve. Preuve. Pour ces deux topologies, les translations dans 1’espace vectoriel
D (€2) sont des homéomorphismes[4]. Donc il suffit de montrer que tout voisinage de la
fonction nulle 0 pour I'une contient un voisinage de 0 pour I'autre, et réciproquement. m

Rappelons que les

By = {f €D(Q):Vxre Q,Vme N, |m| < % = 0" f (z)| < a(x)}

pour € € §8, . (92), forment un systéme fondamental de voisinages de 0 pour la topologie
de Schwartz. Soit ¢ € C87+ (2). Il est immédiat que {f € D(Q) : ||f|l. <1}, qui est un
voisinage ouvert de 0 pour la topologie définie par la famille de semi-normes, est contenu
dans By..

Réciproquement, soient &1, ..., & dans ggﬁ (Q) et ny,...,n, dans |0, 2].
Posons € = min;<;<y €;, qui appartient a Cg? + (), et n = miny<;<x n;, qui est strictement
positif.

Alors ’ensemble

Mi<i<k {f eD):|f

contient le voisinage pour la topologie de Schwartz By . 2, car 1/e; < 2/ (ne)
pour 1 <1 < k.
Remarquons qu’a la fois dans L (R"), dans Dy (2) et dans D (§2), pour tout m dans N7,

&4 < T]’l}

les applications f — 0™f sont continues : pour tous k € N, mym/ € N, ¢ € §87+ (Q),
onac/(l+me)e C87+ (), et pour tout f € L(R"), pour tout g € Dy, (2) et pour tout
h € D (),

10" i = N Wk > 10 Gl Nl s 5 €8 1O Pl <A1 1 e
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1.2.3 Topologie étroite

Soit X un espace topologique. Notons M (X) lensemble des mesures boréliennes
positives de probabilité sur X [5]. Notons (g , (X) D’espace vectoriel réel des applications
continues bornées de X dans R. La topologie étroite sur M (X) est la topologie initiale

définie par la famille d’applications p — p (f) lorsque f parcourt ¢p (X).
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Chapitre 2
Espaces vectoriels topologiques

Soit k un corps topologique. Un espace vectoriel topologique sur k est un ensemble
E muni d’une structure d’espace vectoriel sur le corps k et d’une structure d’espace

topologique compatibles, i.e. telles que les applications :

ExFE—=F

(r,y) — -y

et
kx F—FE

(A y) — Ay

soient continues. En particulier, le groupe additif (E, +) est un groupe topologique.

Les translations ¢, : y — y + x, ou « € F, sont des homéomorphismes. Les homo-
théties hy : y —— Ay, ou A € k*, sont des homéomorphismes. Sauf quelques exemples,
tous les espaces vectoriels topologiques de ce cours seront réels ou complexes.

Un morphisme d’espaces vectoriels topologiques entre deux espaces vectoriels topolo-
giques est une application linéaire qui est continue. Un isomorphisme d’espaces vectoriels
topologiques est un isomorphisme linéaire qui est un homéomorphisme. Deux espaces
vectoriels topologiques sont isomorphes s’il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels

topologiques de 1'un sur l'autre.

Exemple 2.0.5 Un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel topologique, muni de la

structure de sous-espace topologique, est un espace vectoriel topologique.

Si (E;),c; est une famille d’espaces vectoriels topologiques sur un corps topologique

13



k, alors 'ensemble produit £ = [],_,

sur k (de lois terme & terme ((2;),c; . (Ui)ics) — (Ti + ¥i)ics €t (A, ()

E;, muni de la structure d’espace vectoriel produit
iel) — ()‘xi)iel
et de la topologie produit, est un espace vectoriel topologique.

Soit ((E;), (fij)) un systéme projectif d’espaces vectoriels topologiques, i.e.(I, <) est
un ensemble ordonné ; F; est un espace vectoriel topologique pour tout ¢ € I, f;; : E; — E;
est un morphisme d’espaces vectoriels topologiques pour tous 7,7 € I tels que i < j, et
ces données vérifient f; = idsii € I et fi;o fix = fiw sii < j < k. Alors muni de
la topologie limite projective et de la structure d’espace vectoriel limite projective (sous
espace vectoriel de I’espace vectoriel produit [[,., £;), 'ensemble limite projective hmJL
est un espace vectoriel topologique.

Soit k un corps topologique. Une algébre topologique sur k est un ensemble £ muni
d’une structure d’algebre sur le corps k et d'une structure d’espace topologique compa-

tibles,i.e. telles que les applications :

ExFE—FE

(z,y) — 2 —y

ExFE—F

(z,y) — zy

kx F— F
(A y) — Ay

soient continues. En particulier, I’anneau sous-jacent est un anneau topologique, et ’espace
vectoriel sous-jacent est un espace vectoriel topologique. Par exemple, si k est un corps
topologique, alors I'algebre des matrices carrées n —n sur k, muni de la topologie produit
de M, (k) = k™, est une algebre topologique.

(1) Si X est un espace topologique et E un espace vectoriel topologique, si f,g: X —
E et h : X — k sont des applications continues, alors les applications f +¢g : X — F
et hg : X — E définies par x — f(x) + g(z) et © — h(z) f (x) sont continues, par
composition d’applications continues.

(2) Par continuité des applications de différence et de multiplication externe, I’adhé-
rence d'un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel topologique est un sous-espace vec-
toriel. De méme, 'adhérence d'une sous-algebre d’une algebre topologique est une sous
algebre.
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(3) Rappelons qu'un convexe dans un espace vectoriel réel ou complexe E est une
partie P de F telle que, pour tous x,y dans P et pour tout ¢ € [0, 1], le point tz + (1 —t)y
appartienne encore a P.

Tout convexe d’un espace vectoriel topologique (réel ou complexe) E est connexe par

arcs, donc connexe : pour tous x,y dans F, I'application :
t—tr+(1—-1t)y

est continue.
L’adhérence d’un convexe d’un espace vectoriel topologique est convexe : pour tout
t € [0,1], lapplication f de E' x FE dans E définie par : (z,y) — tx + (1 —t)y est

continue, et donc

f(CxC)=f(CxC)cf(CxOC)cC

L’intérieur d’un convexe C' d’un espace vectoriel topologique est convexe : si x et y
appartiennent a U'intérieur de C, alors pour tout ¢ > 0, 'ensemble des (1 — t) z + tz, pour
z dans un voisinage ouvert de y contenu dans C, est un voisinage ouvert de (1 — t) z + ty

contenu dans C', par continuité de ’application :
W ;(w(l—t)x)

(4) Une application linéaire f : £ — F' entre espaces vectoriels topologiques est conti-
nue si et seulement si elle est continue en 0 (c’est une propriété des groupes topologiques
sous jacent).

En particulier, deux structures d’espaces vectoriels topologiques sur un méme espace
vectoriel coincident si et seulement si tout voisinage de 0 pour I'une contient un voisinage

de 0 pour I'autre, et réciproquement.

2.1 Espaces vectoriels normés sur un corps valué

La classe la plus importante d’espaces vectoriels topologiques est bien str fournie par
celle des espaces vectoriels normés.

Soit k un corps muni d’une valeur absolue |[.|.

Soit E un espace vectoriel sur K. Une norme sur E est une application ||.|| de E' dans
[0, +00] telle que, pour tous x,y dans E et tout A dans K,

(i) ||z|]| = O si et seulement si x = 0,

(i) lyall = Iyl 2]

(iif) flz + yll < flz]] + .
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Cette norme est ultramétrique si la troisieme condition est remplacée par ||z + y|| <

max {[|z]|, fly[|}

Exemple 2.1.1 (des normes)

La valeur absolue de K est une norme sur ’espace vectoriel K sur K, qui est ultra-
métrique si et seulement si la valeur absolue 'est.

La restriction d’une norme & un sous-espace vectoriel F' de E est une norme sur F'.
Sauf mention contraire, lorsque F est muni d’une norme, nous munirons tout sous-espace
vectoriel de la norme restreinte.

Pour tout n € N — {0}, et pour tout p dans [1, 00|, la formule :

n 1/p
(@1, oy z) |, = (Z!ﬂ?i@
i=1

pour p # 400, et ||(x1, ..., Ty,)
K™ (pour les mémes raisons que lorsque K = C).

| oo = SUPj<;<,, |7:], définit une norme sur I'espace vectoriel

Pour tout p dans [1, +o0], la formule :

+00 1/p
el = (Z W)
1=0

pour p # +o0, et||(z;) ieNHoo’ définit une norme sur 'espace vectoriel ¢,(K) des suites &

coefficients dans K, dont la somme des puissances p — emes des termes est convergente

si p # +00 et qui sont bornées si p = 400 (pour les mémes raisons que lorsque K = C).
La distance définie par la norme||.|| est 'application d : E x E — [0, +o00[ définie
par :

d(z,y) = ||z —yl

qui est bien une distance sur ’ensemble E (ultramétrique si la norme est).

Une semi-norme sur F est une application ||.|| de E dans [0, +oo[ vérifiant les proprié-
tés ci-dessus des normes, ot ’on remplace la propriété (i) par celle, plus faible
si # = 0 alors, ||z]| = 0 La topologie définie par une famille de semi-normes (||.||,), 4 sur
F est la topologie initiale définie par la famille d’applications de F dans [0, +o0o|, qui vérifie
les mémes propriétés que celles qui ont été énoncées, lorsque K = R.

Un espace vectoriel normé sur K est un espace vectoriel sur X muni d’une norme.

Lorsque K est Rou C avec leurs valeurs absolues usuelles, cette définition est celle
déja vue. Sauf quelques exemples, tous les espaces vectoriels normés de ce cours seront
réels ou complexes. Sauf mention contraire, nous munirons tout espace vectoriel normé

sur K de la distance définie par sa norme, et de la topologie définie par cette distance.
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Remarque 2.1.2 Un espace vectoriel normé, muni donc de la topologie induite par sa
norme, est un espace vectoriel topologique (la preuve est la méme que celle pour [’espace

vectoriel C sur le corps C, et est un cas particulier de celle qui suit).

Un espace vectoriel £, muni de la topologie définie par une famille de semi-normes
(I[lla)pea (et en particulier un espace vectoriel normé, ainsi qu'un espace vectoriel muni
d’une topologie normable[6] ), est un espace vectoriel topologique.

En effet, par continuité des translations pour une topologie définie par une famille de
semi-normes et les propriétés des topologies initiales, il suffit de montrer que pour tout
a € A, les application (z,y) — ||z —yl| et (t,z) — ||tz||, sont continues en (0,0) et

en (to, 0) respectivement. Ceci découle des inégalités

Iz = yllo < llzllo + lyll

et
[tzll, = [t |z, < (lto] + [t — to]) |,

En particulier, espace de Schwartz L (R") des applications réelles lisses & décroissance
rapide dans R", ou € N — {0}, est un espace vectoriel topologique|7]|. Sa topologie n’est
pas induite par une norme|[8].

Pour k = R ou k = C, pour tout ouvert 2 non vide de R", o r € N — {0},
pour tout compact non vide K dans 2, I'espace vectoriel Dy, (2) des applications C* de
) dans k dont le support est contenu dans K, est un espace vectoriel topologique sur
k.

Avec k et © comme ci-dessus, 'espace vectoriel D (€2) des applications lisses de ()
dans k, & support compact dans €2, muni ou bien de la topologie de Whitney ou bien de
la topologie de Schwartz, est un espace vectoriel topologique (ces topologies sont définies
par des familles de semi-normes. Mais ces topologies ne sont pas métrisables, donc elles

ne peuvent pas étre induite par une norme.

2.2 Espaces vectoriels topologiques localement convexes

Voici une classe d’espaces vectoriels qui joue un role important en analyse fonctionelle.
Un espace vectoriel topologique réel ou complexe F est dit localement convexe si le
vecteur nul admet un systéme fondamental de voisinages convexes. Bien stir, par continuté
des translations et puisque l'intérieur d’un convexe est convexe, tout point admet alors

un systéme fondamental de voisinages convexes ouverts.

Lemme 2.2.1 Soient E un espace vectoriel topologique surk = R ouk = C, et C' un
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voisinage convexe de 0. Appelons jauge de C' l'application :
e : £ — [0, 409

définie par : ||z||, =inf {t >0: 1z € C}.

Elle vérifie les propriétés suivantes :
(1) z,y € E, VA >0,
IAzlle = Mzlle

et
lz+yle < llzlle + vlle

(2) L’application ||.||, est continue. En particulier, si £ est un espace vectoriel normé,
alors il existe M > 0 tel que Vo € E, ||z||, < M ||z .

(3) Si C est ouvert, alors C = {z € E: ||z, < 1}.

(4) Sik = R et si C est symétrique i.e. si —z appartient a C' pour tout = dans C,
alors la jauge de C' est une semi-norme sur E.

(5) Si C7 est un voisinage convexe de 0 tel que C7 C C, alors ||.| o < |||l -

(6) Si (Cy)aca est une famille de convexes de F telle que NyeaC\, soit un voisinage
de 0, alors ”'HmaeACa = supyea |-llc, -

(7) Pour tous A > 0 et z € E, |z],c = 1 [|l]l¢-

Preuve. Montrons les assertions (1) et (4). Comme C' est un voisinage de 0, pour
tout x dans E, pour t assez grand,%x appartient & C, donc ||z|| est bien défini. La jauge
de C est nulle sur le vecteur nul (ainsi que sur tout éventuel vecteur non nul x, tel que
le rayon R x soit contenu dans C'), et vérifie par construction la propriété d’homogénéité
|Az|lo = |l ||z]| o pour tout réel A > 0 (et elle vérifie aussi cette formule pour A < 0 si C
est symétrique car alors ||—z| . = ||| )-

Montrons que ||.|| est sous-additive. Soient = et y dans E. Pour tous s,t > 0, tels
que %ZE, %y € C, soit u = -35 € [0,1]. Par convexité de C', on a

1 U 1—u
= - —y e’
s—l—t(w—i_y) sa:+ t y

Donc ||z +y|lo < s+ t. En prenant la borne inférieure sur s et sur ¢, on a donc

Iz +ylle < llzllc + lylle-
(2) Comme pour les normes, on déduit de la sous-additivité de ||.||, que

Vo,y € B llzllo = llyllcl

Donc la continuité de ||.||, en un point quelconque de E découle de sa continuité en
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Montrons la continuité de ||.||, en 0. Soit € > 0. Comme C' est un voisinage de 0 et
puisque %x tend vers 0 quand z tend vers 0, il existe un voisinage V' de 0, tel que pour
tout € V, on ait 2z € C. Par définition de la jauge, on a alors [|z|, < € pour tout
x dans V, ce qu’il fallait démontrer. L’assertion concernant le cas particulier des espaces
vectoriels normés s’en déduit par homogénéité de ||.||. (On peut aussi dire que si E est
un espace vectoriel normé, alors comme C' est un voisinage de 0, il existe ¢ > 0 tel que
B(0,¢) C C.

En posant M = 1

=, on a donc par construction ||z|, < M ||z|| pour tout x dans

(3) Pour tout x dans C, comme C' est ouvert, si € est assez petit, alors (1 +¢)x € C
1
1+4€

que %x € C, et donc par convexité x =t (%x) +(1-t)0eC.

donc ||z, < < 1. Réciproquement, si z € F et ||z|| < 1, alors il exist ¢ € ]0,1[, tel
L’assertion (5) est évidente, par définition de la jauge d’un convexe.
(6) Notons C' = NueaCly,qui est un voisinage convexe de 0. Par (5), nous avons
SUPyea |-l < Il Réciproquement, soient 2 dans £, € > 0 et t = supaca ||z, + €.
Alors pour tout o € A, nous avons t > ||z, , donc %:U e (C, Par conséquent,
tx € C, et ||z]|o <t =sup,ey ||zl + € Le résultat en découle en faisant tendre vers
0.

L’assertion (7) est évidente, par définition de la jauge d’un convexe. m

Théoréme 2.2.2 Un espace vectoriel topologique réel ou complexe est localement convexe

si et seulement si sa topologie est définie par une famille de semi-normes.

Un espace vectoriel topologique réel ou complexe admet un systéme fondamental
dénombrable de voisinages convexes de 0 si et seulement si sa topologie est définie par
une famille dénombrable de semi-normes.

Preuve. Si (||.[|,),c4 est une famille de semi-normes sur un espace vectoriel réel ou

complexe F/, alors I’ensemble des parties
{re E:VaecF ||, <e}

ol F' est une partie finie de A et € > 0, est un systéme fondamental de voisinages (dé-
nombrable si la famille de semi-normes ’est et en ne prenant que les € rationnels) de 0
pour la topologie définie par cette famille de semi-normes. Comme toute semi-norme ||. ||
vérifie :

[tz + (1L =8)yll < ¢][=]] + (1 = 1) [Jy|| pour tout ¢ € [0, 1]

ces parties sont convexes, et £/ muni de la topologie définie par (||.||,) est localement

acA’
convexe.
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Réciproquement, soit £ un espace vectoriel topologique localement convexe réel. Si
C' est un voisinage ouvert convexe de 0, alors C' N (—C') est encore un voisinage ouvert
convexe de 0, qui est symétrique et contenu dans C'. L’ensemble des voisinages ouverts
convexes symétriques de 0 est donc un systéme fondamental de voisinages de 0 dans
E.

Soit V' un systéme fondamental de voisinages ouverts convexes symétriques de 0.

Montrons que la topologie définie par la famille de semi-normes (||.|) (qui est

cev
dénombrable si V' l'est) coincide avec la topologie originelle de E. Ces deuxetopologies
faisant de F un espace vectoriel topologique, il suffit de montrer que tout voisinage de 0
pour I'une est un voisinage de 0 pour l'autre, et réciproquement.

Pour tout C' € V, ona {C =2 ¢€ E: |z|, < 1}, donc tout voisinage de 0 pour la
topologie originelle est un voisinage de 0 pour la topologie définie par (|[.|o)ocy -
Réciproquement, pour tout C' € V' et tout € > 0, nous avons

1
{reE: ||zl <ep=-C
€

et les homothéties sont des homéomorphismes fixant le vecteur nul. Donc tout voisinage
de 0 pour la topologie définie par (||.||o)oc, est un voisinage de 0 pour la topologie
originelle.

Supposons finalement que E soit un espace vectoriel topologique localement convexe
complexe. La preuve ci-dessous utilise des notions de compacité et d’uniforme continuité.
Le lecteur se convaincra facilement qu’il n’y a pas de boucle logique!

Soit V' un systéme fondamental de voisinages ouverts convexes de 0. Notons S; =
{AeC:|x=1]}.

Pour tous C' € V et x € E, définissons||z||, = sup,cg, Azl -

L’application A —— ||Az||, de C dans R continue, par composition d’applications
continues. Par compacité de S;, la borne supérieure définissant ||z[|;, est atteinte, et en

particulier, ||z||, est fini. Il est alors immédiat, par construction, que I'application :
Ille = £ — [0, +00]

est une semi-norme.

Montrons que la topologie définie par la famille de semi-normes (|.||) (qui est

cev
dénombrable si V' ’est) coincide avec la topologie originelle de E.
Pour tout = dans F, si ||z||, < 1, alors ||z]|, < 1, donc 2 € C. Donc tout voisinage
de 0 pour la topologie originelle contient un voisinage de 0 pour la topologie définie par
/
(H-“C)Cev :
Réciproquement, comme 'application de S; x £ — E définie par (\,z) — Az est
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continue et puisque S; est compact, I’application x — Az est continue uniformément en
A. Donc pour tout C' € V, et tout € > 0, il existe C7 € V tel que pour tout z € C’ et
pour tout A € Si, nous avons \x € %C , c’est-a-dire [|Az||, < 5. Ceci implique que C7 est
contenu dans

{zeE:|z|,<e}

Donc (en passant aux intersections finies), tout voisinage de 0 pour la topologie définie

par (|.][¢) cey contient un voisinage de 0 pour la topologie originelle.

Exemple 2.2.3 Les exemples suivants sont des cas particuliers d’espaces vectoriels réels
ou complexes, munis de topologies définies par une famille de semi-normes. Les es-
paces vectoriels normés réels ou complexes sont localement convexes. L’espace de Schwartz
L (R™) des fonctions lisses a décroissance rapide sur R™ est localement conveze. Pour tout
ouvert 2 mon vide de R", ot r € N, pour tout compact non vide K dans €1, les espaces

vectoriels réels ou complezes D () et Dk (2) sont localement convexes.

|
Si E est un espace vectoriel topologique localement convexe, et f : D (Q2) — E est
une application linéaire, alors f est continue pour la topologie de Schwartz sur D (2) si et

seulement si, pour tout compact non vide K de €, la restriction fp, (o) : Dx () — E est

continue pour la topologie de D (€2) (définie par la famille de semi-normes (||.|,,,),,cr)-
2.3 Continuté des applications linéaires et multili-
néaires
Soit k un corps muni d’une valeur absolue non triviale |.|. Soient E, F' deux espaces
vectoriels normés sur k. Pour toute application linéaire f : E — F', on pose
1/ (2)]]
Ifll= sup ———
z€FE—{0} T
Lorsquek = Rouk = C, on aaussi || f|| = sup,ep joj=1 [|.f (2)|| = subsep o<1 I (@)

Si F' = k = R, c’est-a-dire lorsque f est une forme linéaire réelle, on a aussi, par

invariance de la sphere unité et de la boule unité par passage a I'opposé

Ifll= sup f(z)= sup [f(x)

zel,||z|=1 zeb,[|lz) <1

Proposition 2.3.1 Les conditions suivantes sont équivalentes :
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(1) f est continue en 0;
(2) f est continue;
(3) || f]lest finie.

C’est a cause de I’équivalence entre (1) et (3) que les termes « application linéaire

bornée » et « application linéaire continue » sont parfois employés comme synomymes.

La preuve a déja été vue dans le cask = R ou k = C. L’équivalence des deux premiéres
assertions est une propriété des espaces vectoriels topologiques.
Preuve. Supposons que (3) soit vérifié, et montrons (2). Nous pouvons supposer que

| f]l # 0, car sinon f est I'application nulle, qui est continue. Si ||z — zo|| < 5, alors

I1£1I
| f (z) — f (z0)]| <€, donc (2) est vérifié. 11 est immeédiat que (2) implique (1).
Montrons que (1) implique (3). Comme la valeur absolue de k est non triviale (et en
considérant les inverses), il existe ¢ dans k, tel que [t| > 1. Soit € > 0, tel que si ||z]| <€,

alors || f (x)|| < 1. Pour tout y dans E, soit n € Z, tel que €|t|"" < ||y|| < e|t|". Alors

LF @I _ 1Pl

llyl| [t=myll  — e

|

(i) L’application f —— ||f|| est une norme sur L (E, F'), appelée norme d’opéra-
teur.

(ii) Si f € L(E, Flet g € L(F,G), alors |lgo f[| < [lgl /]|

(iii) Si E # {0}, alors ||id|| = 1.

En particulier, si V' est un espace vectoriel normé, alors 1’espace vectoriel End (V')
des endomorphismes continus de V' est un espace vectoriel normé pour la norme définie
ci-dessus.

Si feL(E,FE), alors

< 1"

Pour tout f dans L (F, F), la composition a droite par f, c’est-a-dire 1’application
linéaire de L (F,G) dans L (F,G) définie par

gr—gof

est continue, de norme inférieure ou égale a || f||. De méme, pour tout g dans L (F, G), la
composition a gauche par g, c’est-a-dire I'application linéaire de L (E, F) dans L (F,G)
définie par

fr—gof

est continue, de norme inférieure ou égale a ||g]|.
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Si E est un espace vectoriel normé sur k, alors Uapplication de E dans L (k, E) définie
par x — {p, : t — tx} est un isomorphisme linéaire isométrique (la norme d’opérateur
de p, est égale a la norme de z).

Soient Fjy, ..., E,, F,G des espaces vectoriels normés sur k. Comme ci-dessus, une
application multilinéaire v de E; X ... X E, dans F est continue si et seulement si elle
est continue en (0, ...,0), et si et seulement s’il existe ¢ > 0, tel que Vx; € Ey,...,Vz, €
B @1, s )| < el ] o ]

Notons L (Ey, ..., E,; F') I'espace vectoriel sur k des applications multilinéaires conti-
nues de B X ... X E,dans F'.

Muni de la norme

||U|| — Sup Hu(xh“'?mn)”
21€E,—{0},...,.2n€En—{0} [zl - |l

c’est un espace vectoriel normé sur k. Lorsque k = R ou k = C, on a aussi ||u]| =

SUDP||zy ||=1,..., || #n||=1 (@1, .y zn) || = SUDP| |z, ||<1,..., |ln]|<1 Ju (@1, ey ) ||
Si =k =R, c’est-a-dire lorsque u est une forme multilinéaire réelle, on a aussi,

par invariance de la sphére unité et de la boule unité par passage a 'opposé, ||ul| =

SUD g, |=1,... an =1 10 (Z1; s Tn) | = SUP |y <1 an <t 10 (1, s )]

SifeL(Ey,..E;F)etsige L(F,G),alorsgof e L(F,..,E,;G)et]gof| <
AT

En particulier, 'application de L (E1, ..., E,; F) x L(F,G) dans L (Ey, ..., E,; G) dé-
finie par :

(fig)—gof

est bilinéaire, continue, de norme inférieure ou égale a 1.

Proposition 2.3.2 Soient E, F, G trois espaces vectoriels normés sur k. Alors lapplica-
tion de L (E, F;G) dans L (E, L (F,Q)) définie par

wr— {z — (up s y — u(z,9))}
est un isomorphisme linéaire qui est une isométrie pour les normes.

Par récurrence, il existe donc une isométrie linéaire entre les espaces vectoriels normés
L(Ey,....E,;F)et L(E,L(FEs,....L(E,,F))...).
Preuve. Comme

lua (W) = llu ()| < Jull 1] Iyl

lapplication linéaire u, : F' — G est continue, et ||u.|| < ||u||||z||. Donc 'application
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linéaire  — u, est continue, de norme au plus ||ul|. Comme

S 7 S Y L

zeE—{0} ]| _meE—{O}yGF—{O} ]| |yl B

Papplication considérée est bien une isométrie. Enfin, montrons qu’elle est surjective. Si
ve L(E,L(F,G)),alors I'application :

u:(z,y) — v (z)(y)

est clairement bilinéaire, et comme

lo (@) (W < llv @) ]

I’application u est continue, et v () = u,, ce qui démontre le résultat.
Nous terminons ce paragraphe par deux constructions d’espaces vectoriels topolo-

giques, qui sont trés importantes en analyse. m

2.4 Topologie faible

La topologie faible d’un espace vectoriel topologique E est une topologie définie sur
E au moyen de son dual topologique E’/. On définit également sur E/ une toplogie dite
faible-* au moyen de F.

2.4.1 topologie affaiblie d’un espace normé

Définition 2.4.1 Soit E un espace vectoriel normé (réel ou complexe ), ou plus généra-
lement un espace vectoriel topologique EI son dual topologique, c’est-a-dire ’ensemble des
formes linéaires continues sur E. On appele alors topologie faible sur E, notée o (E, E'),
la topologie initiale associée a la famille de toutes les formes linéaires continues sur F,
c’est-a-dire la topologie la moins fine gardant continus les éléments de E1. Elle est engen-
drée par les ouverts de la forme o=t (U), ot ¢ est un élément de EI et Uun ouvert du

corps des scalaires.

Cette topologie o (E, E') est définie par la famille de semi-normes

lzll, = [{e, )|

ol ¢ désigne un élément quelconque de E’. Elle munit donc £ d’une structure d’espace

localement convexe. Elle est séparée si et seulement si le dual E7 de E sépare les points
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(en) de E (i.e. Vo # 0,3p (z) # 0 ), ce qui est le cas d’apres le théoréme de Hahn-Banach
dés que E est un espace vectoriel normé ou plus généralement, un espace localement
convexe sépareé.

En particulier, une suite (u,), _ d’élément de E converge faiblement vers un élément

neN
u de E lorsque Vo € E' limy,_, 100 (0, un) = (@, u) .

Par opposition, la topologie originelle de E s’appelle topologie forte.

Exemple 2.4.2 Soit E l’espace ¢y (R) des suites réelles © = (x,,) de limite nulle, muni
de la norme ||z||, = sup {|z,|, n € N}. Un élément ¢ de EI peut étre représenté par une

suite réelle (p,,) telle que la série Y ¢, soit absolument convergente . On a alors

(o) =3 o
n=0

Pour n entier naturel, soit e, I’élément de E consistant en une suite de réels tous
nuls sauf le nieme terme qui vaut 1. Alors (e,,), .y constitue une suite de £ qui converge

faiblement vers 0 mais pas fortement.
Proposition 2.4.3 (élémentaires)

- La convergence forte dans E implique la convergence faible. Par exemple, si E est

norme :

{0y un) — (o, w)| < @l llun —ullg

- Plus précisément, la topologie forte sur un espace normé de dimension infinie est
toujours strictement plus fine que la faible : par exemple, I’adhérence faible de la sphére
unité est la boule unité, et toute ouverte ou fermée est d’intérieur faible vide.

Cependant, dans czrtains espaces comme ’espace, la convergence faible d’une suite
équivaut & sa convergence forte : c’est la propriété de Schur.

- Le dual de F pour la topologie faible est le meme que le dual de E pour la topologie
forte.

- Le théoréme de Hahn-Banach est utilisé pour montrer que les sous-espaces vectoriels
fermés de E sont les meme pour les deux topologie. Il en est de meme plus généralement
des parties fermées convexes.

- Dans un espace vectoriel normé, toute suite faiblement convergente (u,,) est bornée,
et la norme de sa limite faible est inférieure ou égale a la limite inférieure des normes des
u,. Ce résultat utilise le principe de la borne uniforme et le théoreme de Hahn-Banach .

- La topologie faible sur F n’est jamais métrisable ni meme a bases dénombrables de
voisinages (sauf bien sur si £ est de dimension finie).

Preuve. Pour £ = [? par exemple, elle n’est meme pas séquentielle. m
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2.4.2 Continuité des opérateurs et topologie faible

Théoréme 2.4.4 Soit E et F' des espaces localement convexes séparés et T' un opérateur
linéaire fortement continu de E dans F. Alors T reste continulorsque l’on munit E et F

de leur topologie faible.

La réciproque est fausse en général (un opérateur peut étre continu pour les topologies
faibles de E et F' sans étre continu pour les topologies fortes ) mais vraie si Fet F' sont

des espaces de Fréchet (on peut le démontrer a I’aide du théoréme du graphe fermé).

2.5 topologie faible-*du dual
Définition 2.5.1 [l existe sur le dual E! au moins trois topologies.

- La topologie forte, définie par la famille de semi-normes

1/l = sup{[{p, 2)|, © € B}

ou B désigne une partie bornée quelconque de F. C’est la topologie de la convergence
uniforme sur les parties bornées de F. C’est de cette topologie que ’on munit E/ pour
définir le bidual (topologique) E”de E comme le dual topologique de E’. Lorsque I'espace
E est normé, E7 l'est aussi de fagon naturelle et sa topologie forte est simplement celle
induite par sa norme.

- La topologie faible o (E’, E").

- La topologie faible -*, notée o (E’, E'), définie par la famille de semi-normes

lell, = [{p, )|

ou z désigne un élément quelconque de E. (C’est juste la topologie de la convergence
simple, autrement dit : la restriction & E’ de la topologie produit sur C¥). Comme FE
s’identifie & un sous-espace vectoriel de son bidual E”, cette topologie est a priori encore
plus faible que la topologie faible.

Les trois topologies, forte faible et faible-* sont en général distinctes. Dans le cas d’un
espace de Banach réflexif (identifiable a son bidual ), les topologies faible et faible-* sont

égales.

Exemple 2.5.2 Soit E [’espace co (R) des suites réelles x = (x,,) de limite nulle, muni
de la norme :

[2]loe = sup {|za|, n € N}
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Son dual E’ est l'espace [' (R) des suites ¢ = (p,) telle que la série > ¢, soit
absolument convergente, muni de la norme [[¢[l, = > 7 |¢,|-
Le bidual E”, ¢’est-a-dire le dual de I* (R), est 'espace [* (R) des suites réelles bornées

u = (u,) muni de la norme
[ull o = sup {|un|,n € N}

On a . .
(.2) =) punet (u,0) =Y @,un
n=0 n=0

Considérons dans E’ 1’élément e,, dont les n-premiers termes valent 1/n dont tous
les autres sont nuls. Ces éléments forment une suite dans £/ qui ne converge pas vers 0
pour la topologie forte puisque |le,||; = [. Elle ne converge pas non plus vers 0 pour la
topologie faible de E’, puisque, si I'on prend 1’élément u de E”égale A la suite constante
1, alots (u, e,) = 1.

Mais elle converge vers 0 pour la topologie faible-* puisque, si ’on prend un élément
x quelconque de E(donc une suite de limite nulle), alors bien vers 0 d’apres le théoréme
de Cesaro.

- Le dual topologique de E/ muni de la topologie faible -* n’est autre que Elui-meme.

- Plus généralement, si F' est un autre espace, la transposée établit une bijection entre
I’espace vectoriel des application faiblement continues de F' dans E et I'espace vectoriel

des application faiblement-* continues de E’ dans F/. (Le point précédent correspond au
cas F' = R).

Théoréme 2.5.3 (de Banach-Alaoglu)

Le théoréme suivant , dont une généralisation aux espaces vectoriels topologiques est
le théoréme de Banach-Alaoglu-Bourbaki, permet parfois de pallier ’absence de compacité
pour la topologie forte dans les espaces de Banach de dimension infinie. Il est la principale

justification de la définition de la topologie faible-* :

Théoréme 2.5.4 Soit ¥ un espace normé. Alors la boule unité fermée de EI est compacte

pour la la topologie faible-*.

En particulier, si E est séparable, alors la boule unité du dual est séquentiellement
compacte pour la topologie faible-* . En d’autre termes, toute suite bornée de E7 admet
une sous-suite convergente pour la topologie faible-* .

Ce théoréme permet d’en déduire une caractérisation des espaces normés réflexifs

(égaux a leur biduaux).Un tel espace est nécessairement un espace de Banach.
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Théoréme 2.5.5 Un espace normé est réflexif si et seulement si sa boule unité fermée est
compacte pour la topologie faible, a extraction prés, une suite bornée d’un espace normé
réflexif converge toujours faiblement (mais pas forcément fortement ). Il existe de nom-
breuses méthodes récentes, développées notamment pour leurs applications dans le cadre de
la théorie des equations aux dérivées partielles pour étudier le défaut de compacité d’une
telle suite, en particulier dans les espaces de Hilbert (principe de concentration compacité

de Pierre-Louis Lions, de mesure de défaut micro-locale de Patrick Gérard et Luc Tartar).

2.5.1 Convergence faible et espaces de Hilbert

Par le théoréme de représentation de Riesz la définition de la convergence faible d’une

suite (), oy sur un espace de Hilbert H s’ecrit :

Yo € H, lim (u,,v) = (u,v)

n=oo
Ici (u,v) désigne le produit scalaire sur H.
L’espace H est réflexif donc d’aprés le théoréme de Banach-Alaoglu, un borné pour la
topologie forte qui est fermé pour la topologie faible est compact pour la topologie faible.
Ainsi, dans un espace de Hilbert, toute suite bornée admet une sous-suite faiblement
convergente.
Mentionnons cette caratérisation élémentaire mais intéressante de la convergence forte

dans un espace de Hilbert.

2.5.2 Propriété de Radon-Riesz (en) pour les espaces de Hilbert

Soit (un),,cy une suite d’élément d'un espace de Hilbert H, convergeant faiblement

vers un élément u de H. Alors cette convergence est forte si (et seulement si) :

(1)

i oo ||t = [[u]

En effet, si (1) est vrai alors :

2 2 2 2 2
[[un = al|” = Jlun]]” + [Ju]” = 2Re (un, u) — [lull” + [[ul]” = 2Re (u,u) = 0
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Chapitre 3

Suites faiblement convergentes

d’éléments

3.1 Suites faiblement convergentes d’éléments
Définition 3.1.1 conditions pour la convergence faible des suites d’éléments.

Un suite{|x, |} d’éléments de F s’appelle faiblement convergente vers ’élément = C E,

lorsque’on a

limy,—o f (13) = f(l’)

pour tout f C E c. a d. pour toute fonctionnelle linéaire f définie dans I’espace donné E.
Pour que la suite {z,} converge faiblement vers z, il faut et il suffit d’avoire simulta-
nément
(1) la suite{|z,|} bornée et
(2)
limy—ootp (20) = ¢ ()

pour tout ¢ C A oil A est un ensemble dense dans E.
Preuve. Pour en démontrer la suffisance, considérons une fonctionnelle quelconque
f C E. en vertu de (2), il existe alors pour tout nombre £ > 0 une fonctionnelle  C A,

telle que
€

2M

ou M désigne la borne supérieure des nombres|x,| et|x|, qui existe d’aprés(1). par consé-

lp— f| <

quent :
€

oM T — 2| <o (z—a)| + ¢

[f (= )| < lp (2= 2n) +
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comime

lim ¢ (z5) = ¢ (2)

n—oo
et ¢ est arbitraire, on en conclut que

lim f(x,) = f(z)

n—oo

c.a d. que la suite{x, } converge faiblement vers z. m

Remarque 3.1.2 il suffit d’admettre de A que les combinaisons linéaires formées de

fonctionnelles appartenant & l'ensemble A constituent un ensemble dense dans E.

Théoréme 3.1.3 Si la suite{z,} converge faiblement vers x, il existe une suite{g,} de

combinaisons linéaires d’éléments de{z,} , telle que

lim g, ==

n—oo

3.2 Convergence faible des suites d’éléments dans
les espaces(C), (L(P)) (c) et (Z(P))

Envisageons & présent la convergence faible des suites d’éléments dans les espaces
particuliers les plus importants.

Espace(C). Etant donnée la forme générale des fonctionnelles linéaies définies dans(C'),
pour qu’une suite de fonctions continues{z,, (t)} converge faiblement vers la fonction conti-
nue X (¢) , il faut et il suffit que 'on ait

(3) lim fol X, (t)dg (t) = fol X (t)dg (t) pour tout fonction g (t) a variation bornée.

Il en résulte que pour la convergence faible d’une suite de fonctions{x, (t)}

ou

zn (t) € (C)

vers la fonction x (t) C (C), il faut et il suffit d’avoir simultanément,

(4) les fonctions x, (t) ou n = 1,2, ... bornées dans leur ensemble,

(5) limy, oo @, (t) = 2 (t) pour tout t C [0, 1].

En effet, la nécessité de (4) résulte du th.1,et celle de (5) est une conséquence du fait
que, to désignant un point arbitraire de[0, 1], la fonctionnelle f (x) = x ({p)est linéaire,
d’ou lim,, o , (tg) = = (ty) et par coséquent lim,, .., x, (to) = z (to) .

La suffisance consiste en ce que les conditions (4) et (5) entrainent 1’égalité (3) pour
tout fonction g (t) a variation bornée

Ceci établi, le théoréme suivant :
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Si une suite de fontions cotinues{z, (t)}, ou 0 < ¢ < 1 est bornée et converge partout
vers une fonction continue x (t), il existe une suite de polyndémes formeés de termes de la
suite {x, (t)} et qui converge vers z (t) uniformément.

Espaces(L")) ou p > 1. la suite {z, (¢ )}01]1 xn( ) C (L(p ) converge faiblement vers
z(t) € (L)), lorsqu'on a lim, .« fol X, ()« fo t) dt pour tout fonction

a(t) C <L<pfl)> , il en résulte en vertu de la remarque, le théoréme suivant : pour la

convergence faible d'une suite de fonctions{z, (t)} ot z, (t) C (L®)) vers la fonction
z(t) C (LW), il faut et il suffit d’avoir & la fois

(6) la suite{fo1 ]xn )|p dt} bornée et

(7) limy o0 [y @ ( = [y @ (t)dt pour (0 <u < 1%).

Espace (L). la sulte{xn( )} converge faiblement vers x (¢) ou x,, C (L), zo C (L) et
0<t<1,lorsqu’on a

(8) lim, oo fol Ty ( fo zo ( t) dt pour toute fonction bornée « (t) .

Il en résulte le theoreme sulvant : pour la convergence faible de la suite de fonctions
{z,,} appartenant a (L) vers la fonction z (t) C (L), il faut et il suffit que les conditions
suivantes soient remplies simultanément :

(9) la suite{fol |2, (1) dt} est bornée.

(10) il existe pour tout & > 0 un nombre 7 > 0 tel que 'on ait | [}, =, (t) dt| < £ ou

n =1,2,... pour tout ensemble H de mesure < 7 de valeurs de ¢ [9].

(11)
[ oo /0 S (1) = /0 on (t) dt

pour 0 < u < 1. en effet, (8) équivaut a I’égalité :

limn_,oo/o [z (1) — 20 ()] () dt =0

pour « (t) C (M) ; le théoréme en question s’en déduit facilement a 1’aide du théoréme de
Lebesgue.
Espace (c), pour qu'une suite{z,} ou z, = {&'} C (c¢) converge faiblement vers
Iélément = = {&,} C (c), il faut et il suffit d’avoir a la fois :
(12) la suite {|z,|} bornée,
(13)
limockl = €6t lim oo (Tim €') = lim &,

La démonstration est immédiate, étant donné que toute fonctionnelle liéaire dans (c)

est de la forme f (7) = Clim; .o & + 3.0, C; & ot v = {&} et |f| = |C| + 322, |Cy] et
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en tenant compte du fait que, si ’'on pose

lim,;_, . - 1=0
film) = it o

Les combinaisons linéaires formées de termes de la suite {f; (z)} ou i = 0,1,2,...
constituent un ensemble dense dans celui de toutes les fonctionnelles linéaires définies
dans (c).

Espace (l(p)) ou p > 1. pour qu'une suite {z,} ou z, = {§§">} - (l(p)) converge

faiblement vers x = {¢;} C (I®), il faut et il suffit que l'on ait simultanément

>

bornée et (15) lim, oo £ = ¢, pour tout i = 1,2, ...

(14) la suite des nombres :

Espace (I). pour qu'une suite {z,} ou z, = {fg”)} C (1) converge faiblement vers
x={¢} C (1), il faut et il suffit que l'on ait :

limp—oo |ty — x| =0

c’est a dire,

égn) =& =0

[ee]
13m0 E
i=1

En conséquence :

Dans l'espace (I) la convergence faible est équivalente a la convergence suivant la
norme.

Preuve. Admettons que {z,} converge faiblement vers z.

En posant ngn) = §§”) — &;, la suite {y,} ou y, = {nﬁ") } converge donc faiblement
vers 0 avec n — 0o, on a par conséquent pour toute suite bornée de nombres {c;}

(16)

o)
limn 3 ™ = 0
=1

Soit
ci={o pow jm
d’ou  (17)
T}Lrgongn) =0 pour tout j=1,2,..

Il sagit de montrer que 1'on a
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(18)

771@)‘ = lim |yn| =0

[o.0]
1iMy— oo E
i=1

Supposons par contre que :
(19)

T 3|7 > < >0

=1

Définissons par induction deux suites croissantes de nombres naturels {n;} et {ry} comme
il suit :
1° ny est le plus petit n tel que

m(")‘ >

o]
i=1

20 r, est le plus petit r tel que

T " c (o ¢] " c
Zm(l) >§Z 7751) <3
i=1 i=r+1
et -
n €
> M| <
i=r+1
3" ny est le plus petit nombre naturel dépassant n;_; et tel que > .-, ngn’“) > c et
s i < 5
4% 7y, est le plus petit nombre naturel dépassant r,_; et tel que, > ;% ot 771(-”’“) > 5

et sz+1 it < &
Les suites {n;} et {ry} ainsi définies existent en vertu de (17) et (19). Or, soit main-

tenant

(20)
signnl(-nl)pour 1<i<ry

n
sign’qz( k+1)pour rk§i§Tk+1

C;, =

On a donc |¢;| = 1 pour tout i = 1,2, ..., d’out selon (16)
(21)
o
lim = Z ™0
i=1

(nk)

%

(nk)

; =™,

—> it n

Tk
Z Zi:’/'k_l-‘rl

Mais, d’aprés (20), on a ‘221 cmi™)
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d’ot, en vertu de 3° et 4°, ‘ZZ L Ci ("’“)‘ > £ —£—£2 == pourtout k=1,2, ..., ce qui

est incompatible avec (21) on a donc l'égalité (18), c.q.f.d. =

3.2.1 Relation entre la convergence faible et forte dans les es-

paces (L) et pour p>1

Au sujet de la relation entre la convergence faible d’éléments et celle selon la norme
on peut énoncer pour les espaces(L®) et (l(p)) ol p > 1 les théoréme plus généraux
suivants :

Si la suite {z,, ()}, ot z, (t) C (L)) et p > 1, converge faiblement vers z (t) C (L®)

et si en outre ) )
lz'mn_m/ |z, ()" dt = / |z ()P dt
0 0

alors la suite {z,, (t)} converge vers x (t) selon la norme, c.a d. que l'on a
1
lz’mnﬂoo/ |z, (t) — 2 (¢)|” dt = 0[10]
0

Nous allons démontrer le théoréme analogue pour les espaces (l(p)) oup > 1.
Si la suite {z,}, ou z, = {fg")} C (l(p)) et p > 0, converge faiblement vers x =
{&} C (1) et silon a

limy, oo |2n| = |7]

alors (22)

limy oo |2y — 2| =0
Preuve. on a d’apres (15),
(23)
limnqoogz(") = ¢,

et
(24)

pign)_fiP Z

i=1 =1 =N

ou N est un nombre naturel arbitraire. Or,

& —gf

i=N i=N i=N




d’ou par ’hypothese et d’aprés (23) et (24)

comme Imy_o Y oo n |€;[” = 0 et N est arbitraire, on en tire 1'égalité (22). m

3.2.2 Espaces faiblement complets

Etant donné dans un espace F du type (B) une suite d’éléments {z,} telle que,

Ity oo f (T7)

existe pour toute fonctionnelle linéaire f () définie dans F, il peut n’exister aucun élément

xog C E vers lequel la suite {x,} soit faiblement convergente, c. & d. tel que l'on ait

limpy—oo f (22) = f (20)

pour toutes les fonctionnelles linéaires f C E & la fois.
En voici un exemple dans l'espace (C'). soit {z, (t)} ou 0 < ¢ < 1 une suite de
fonctions continues, bornées dans leur ensemble et convergeant partout vers une fonction

z(t) qui n’est pas continue. la limite :

1
limn_,oo/ x, (1) dg
0

existe alors pour toute fonction ¢ (¢) a variation bornée, mais la suite {z,, (t)} ne converge
faiblement vers aucune fonction continue.

Cependant on a la théoréme :

Dans les espaces (L(p)) et (l(”)) ou p > 1 lexistence de lim, .o f (z,) pour une
suite{x,}, quelle que soit la fonctionnelle linéaire f, entraine la convergence faible de la
suite {z,} vers un élément x.

Preuve. pour (L), si lim, fol xp, (t) a(t)dt, ou z, (t) C (L), existe pour toute
fonction « (t) C (M), on a évidemment

limpﬂoo/o [z, (t) — x4 (t)] a (t) dt = 0 pour tout « (t) C (M)

q—00

Nous allons montrer qu’il existe pour tout € > 0 un n > 0 et un N naturel tels que

l'on a
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(25)
/H lzn (1) — x, (E)|dt <

pour tout n > N et pour tout ensemble H de mesure < 7.

En effet, il existerait dans le cas contraire deux suites infiniment croissantes de
nombres naturels {py} et {ny} et une suite d’ensembles {H;} de mesure tendant vers
0 telles que [, |z, (t) = T, ()| dt > &, Q00 limyo [y [, (£) = T, (D] (t) dt = 0
pour tout « (t) C (M), contrairement au th. de Lebesgue.

Ceci établi, on a donc en particulier, si 7 est suffisamment petit, [, |z, (t)|dt < 3€
pour tout n = 1,2, ... , d’ou selon (25),

(26)

/H |z, ()] dt < gspour tout n =1,2, ...

pourvu que la mesure de H soit < 7,

(27) t
lz'mn_m/o Ty, (u) du = B (t)

Nous allons montrer que la fonction [ (t) est absolument continue.

En effet, pour tout € > 0 il existe d’apres (26) un n > 0 tel que 'on a [}, [z, (t)|dt < e
pour n = 1,2, ... et pour tout ensemble H de mesure < n. En particulier, si H se compose
d’un nombre fini de segments a extrémités t; et t; n’empiétant pas I'un sur 'autre, on a

donc
Lm0 /H T, (1) dt = nhjgo Z /t Z T, (t) dt = Z (B (tir) — B (t:)]

d’ou

ce qui exprime la continuité absolue de la fonction 5 ().
Ceci étant, on n’a qu’ & poser 3 (t) = z, (t) pour conclure de (27) et des conditions
pour la convergence faible, établies p. que la suite {z,, ()} converge faiblement vers xq (t).

Preuve. pour (L(p)) ou p > 1. Admettons que

1
limy oo / x, (1) y (t) dt
0

ou x, (t) C (L(p)) quel que soit n = 1,2, ..., existe pour tout y (t) C (L<p%1>> Les fonc-

tionnelles f, (y) = fol xp, (t) y (t) dt sont évidemment linéaires dans <L(TEI)> et comme,
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par hypothese, lim,, . f, (y) existe pour tout y (¢) C (L(#U, la fonctionnelle

f ) =limy oo fn (y)

est également linéaire dans (L(T—pl>) ; elle est donc de la forme

fly) = / ro (t)y (1) dt

ouy C (L(ﬁ» et o C (L(p)). Il en résulte que

limy, oo /01 x, (B) y () dt = /01 xo (t) y (t) dtpour tout y C (L(ﬁ»

c. a d. que {z,} converge faiblement vers xg, c. q. f. d. m

Preuve. Pour (l(p)) ou p > 1 est analogue a celle pour (L(p)). Enm

3.2.3 Un théoréme sur la convergence faible d’éléments

Nous allons terminer ce chapitre par le théoreme général suivant

Théoréme 3.2.1 FEtant donnée une opération linéaire y = U (x) définie dans un espace
E du type (B) et dont le contredomaine est situé dans un espace Ei, également du type
(B), si une suite {x,} converge faiblement vers xo dans E, la suite {U (x,)} converge

faiblement vers U (xq) dans Ej.

Preuve. Y étant une fonctionnelle linéaire quelconque définie dans FE;, la fonction-
nelle Y [U (z)] = X (), définie dans E y est évidemment additive et continue, car on a
X (@) = [V [U@)] < V][0 @)] < [¥]]0]- Ja].

La convergence faible de {z,,} vers zo implique donc que lim, .. Y [U (z,)] = lim, X (2,) =
X (zg) =Y [U (z0)], c. ad. que {U (z,)} converge faiblement vers U (zg), c. q. f. d. m

Remarque 3.2.2 Dans [’hypothése supplémentaire que l'opération y = U (x) est totale-
ment continue, la convergence faible de {x,} vers xy entraine la convergence de {U (x,)}
vers U (xg) selon la norme, c. a d. Uégalitélim, .o |U (x,) — U (z0)| = 0. En effet, s’i
n'en était pas ainsi, il existerait un € > 0 et une suite partielle {x,,}, telle que

(28)

\U (x,) — U (z0)| > epouri = 1,2, ...
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la suite {U (x,,)} convergeant en méme temps suivant la norme vers un y/ C Ey. Or, la
convergence faible de {x,,} vers xy entrainant d’autre part, celle de {U (x,,)} vers U (xy),

on aurait y = U (xg), ce qui est impossible selon (28).
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Conclusion Générale

Rappelons tout d’abord que tout au long du mémoire, toutes les notions introduites
ne 'ont été que dans le but de trouver des compacts et dans le cas ou il est possible, de
vérifier leur métrisabilité. Le probléme qui s’est posé c’est qu’on est en dimension infinie,
le célébre théoréme de Riesz dit que les boules fermées ne sont jamais compactes pour la
topologie forte, contrairement en dimension finie ot elles le sont. Il a fallu alors introduire
des topologies moins fines mais conservant certains objets liés & 1’espace de Banach sur
lequel I’étude est faite. Un premier résultat de compacité (faible) nous est donné par le
théoréme de Banach-Alaoglu-Bourbaki mais pour la topologie faible-*. I1 demende tout
de méme que 'espace soit un dual. Il est important de rappeler aussi que cette topologie
ne concerve pas le dual de ’espace en général, mais nous avons un résultat de densité
important.

Le théoreme de Kakutani donne quant a lui, la compacité (faible) sans condition de
dualité. Il exige quand méme que P'espace soit réflexif (il y a méme équivalence), dans quel
cas les topologies faible et faible-* coincident sur le dual. Ces espaces réflexifs sont donc
de bons espaces pour établir des résultats de compacité. Nous avons une classe d’espaces
qui sont tous réflexifs : ce sont les espaces uniformément convexe. Ensuite le théoréme de
James donne une caractérisation des espaces réflexifs par le fait que toute forme linéaire
continue sur ceux-ci atteigne sa norme. L’équivalence est aussi importante dans un sens
que dans un autre. La séparabilité vient ensuite métriser tous ces compacts. En effet nous
avons ce résultat concernant F et E7 selon lequel la séparabilité de 'un équivaut a la

métrisabilité des boules de 1’autre.
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