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Introduction
La notion de variable aléatoire (v.a) est au coeur des probabilités et statistiques .La

régression l�étude des séries chronologiques , l�analyse de données, les processus stochas-

tiques , ou bien encore les tests d�hypothèses sontautant de rami�cations des méthodes

statistiques ayant pour socle l�étude des variables aléatoires .Malheureusement la dé�ni-

tion modèrne d�une v.a. ne peut ètre exposée rigoureusement sans faire appel a la théorie

de la mesure et de l�intégration au sens de Lebergue .

Depuis toujours, une mèthode de prèvission très populaire est basèe sur l�étude ri-

gourense de sèrie chronologique et un processus, cette approche permet de prédire ,par

exemple (de nombreux phénoménes natureles et �nanciers) une série chronologique est

constitué de valeurs observées à des intervalles de temps réguliers et cette prévision dé-

pond fortement de la qualité du modéle choisi .

Ici on étudient les modèles (ARMA , linéaire) qui peuvent donner une bonne re-

présntation de cataines séries chronologique , processus avec l�itulisation d�une vecteur

aléatoire (Gaussien) permet donner la présentation du fonction de vraisemblance .

3



Chapitre 1

Les variables alèatoires et les sèries

Chronologiques
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1.1 Les variables aléatoires :

on appelle variables aléatoires tout nombres reél aléatoire. c�est-a�-dire dont la valeur

dépend du résultat d�une expérience probabilité.

1.1.1 Variables aléatoirs discrétes :

une variable aléatoire est dite discréte si elle ne prend que des valeus discontinue dans

un intervalle donneé(borné ou non borné) ,l�ensemble des nombres entiers est discréte ,en

régle générale ,toutes les variables qui résultent d�un dénombrement ou d�une numération

sont de type discrétes.

les variables aléatoires discrétes :

-le nombre de petits par porté pour une espèce animale donneé (chat,marmotte,...)

-la nombre de bactéries dans 100 ml de préparation.

-le nombre de mutations dans une séquence d�ADN de 10kb.

sont des variables aléatoires discrétes.

1.1.2 Variables aléatoires continues :

une variable aléatoire est dite continue si elle peut prendre toutes les valeures dans un

intervalle donneé (borné ou non borné).en régle générale, toutes les variables qui résultent

d�une mesure sont de type continue.

des variables aléatoires continue :

-le masse corporelle des individus pour une espèce animale donnée.

-taux de glucose dans le sang.

sont des vaviables aléatoires continues.
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1.1.3 Fonction densité de probabilité :

on appelle densité de probabilité toute application continue par morceaux :

f : R! R

x! f(x)

tq :

i- 8x 2 R f (x) � 0

ii-

+1Z
�1

f (x) dx = 1

1.1.4 Fonction de répartition :

Si comme pour les variables aléatoires discréte

on peut dé�nit la fonction de répartition de x

Fx : R! R

t! Fx (t) = p (x � t)

alors la relation entre la fonction de répartition Fx et la fonction densité de probabilité

f (x) est la suivant :

8t 2 R:Fx (t) = p (x � t) =

tZ
_1

f (x) dx
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1.1.5 Loi de probabilité :

une variable aleatoire est caractériseé par l�ensemble des valeurs qu�elle peut prendre et

par l�expression mathèmatique de la probabilitè de ces valeurs , cette expression s�appelle

la loi de probabilitè(ou distribution de probabilitè)de la variable alèatoire.

La loi de probabilitè d�une variable alèatoire discrète :

est entièrement de termineè par les probabilitès pi des èvènementsfX = xig la loi de

probabilitè est donneè par le (xi;pi) , p(X = xi) . Il ya aussi plusieurs lois de probabilité

sont : loi binomiale ,bernoulli ,uniforme , géométrie et poisson et la loi normal.....

1.1.6 Espérance et variance :

Espérance mathématique :

l�espérence d�une variable aléatoire E(X) correspond à la moyenne des valeurs pos-

sibles de X pondéreés par les probabilités associe à ces valeurs , c�est un paramétre de

position qui correspond au moment d�ordre 1 de la variable aléatoire X c�est l�equivalent

de moyenne.

Espérance d�une variable aléatoire discéte : X est une variable aléatoire discréte

de loi de probabilité (xi; pi)dé�nit sur un nombre �ni d�évènements élèmentaires alors :

E (X) =
nP
i=1

xipi

Espérance d�une variable aléatoire continue : X est une variable aléatoire ab-

solument continue de densité f , on appelle espérance de X ,le réel E(X),dé�ni par :

E(X) =

+1Z
�1

Xf(x)dx

si cette intégrale est convergente.
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Proprietés de l�espérance : si X et Y sont deux variables aléatoires admettant une

espérance alors :

i-E(X+Y) = E(X) + E(Y)

ii-E(aX) = aE(X) ,8a 2 R

iii-si X > 0 alors E(X) > 0

Variance :

la variance d�une variable aléatoire V (X) est l�espérance mathématique du carée de

l�écart à l�espérance mathématique c�est un paramétre de dispersion qui correspond au

moment centre d�ordre 2 de la variable aléatoire X.

X est une variable aléatoire ayant une espérance E(X) ,on appelle variance de X le

réel : V (X) = E(X2)� E(X)2

on appelle écrat-type de X , le réel �(X) =
p
V (X)

La variance d�une variable aléatoiare discréte : X est un varéable aléatoiare

discréte de loi de probabilité (Xi; pi) dé�nie sur un nombre �ni (n) d�evénements élémen-

taires alors la variance est ègale à :

V (X) =
nX
i=1

(Xi � E(X))2pi =
nX
i=1

X2
i pi � E(X)2pi

La variance d�un variable aléatoire continue : X est une variable aléatoire conti-

nue donnée par sa densité de probabilité alors la variance de X et le nombre réel positive

tel que :

V (X) =

+1Z
�1

(X � E(X))2f(x)dx =

+1Z
�1

x2f(x)dx� E(X)2

Propietés de la variance : X est une variable aléatoiare admettant une variance

alors :

i-8a 2 R; V (aX) = a2V (X)

ii-8(a; b) 2 R; V (aX + b) = a2V (X) iii-V (X) = 0() X = E(X)
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1.1.7 Couples des variables aléatoires :

Loi jointe :

les dé�nition portant sur la loi jointe entre deux variable aléatoire X et Y impliquent

que ces dernieres soient dé�nies sur le même espèce fondamental 
 .siX et Y sont dé�nies

respectivement sur les espèces fondamontaux 
1et 
2 alors, il faut envisager un aspèce

qui englobe 
1 et 
2 appelle (espèce-produit)

L�indépendance entre variables aléatoires :

La espérance : X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes dé�nies sur

le même univers 
 alors :

E(XY ) = E(X)E(Y )

La variance : X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes dé�nies sur le

même univers 
 alors :

V (X + Y ) = V (X) + V (Y )

Covariance et corrélation : X et Y sont deux variables aléatoires dé�nies sur le

même univers 
 , on appelle covariance de ces deux variables , le réel :

cov(X; Y ) = E(XY )� E(X)E(Y )

et coe¢ cient de corrélation ,le réel :

�(X; Y ) = cov(X;Y )
�(X)�(Y )

�X et Y sont deux variables aléatoires dé�nies sur le même univers 
 et indépen-

dantes :

cov(X;Y ) = 0
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1.2 Loi de laplace (probabilités) :

Dans la théorie des probabilités et en statistique , la loi(distribution)de laplace ,est une

densité de probabilité continues nommée d�apres pierre-simon de laplace , on connaît aussi

sous le nom de loi double exponentielle , car sa densité peut être vue comme l�association

des densité de deux lois exponnentielle accolées des à dos , la loi de laplace s�obtient aussi

comme le résultat de la di¤erence de deux variables exponnentielle indépendantes.

1.2.1 Densité de probabilités :

une variable aléaroire possède une distribution laplace (�; b) si sa densité de probabi-

lité est :

f(x
�
; b) = 1

2b
exp(� jx��j

b
)

= 1
2b

8<: exp(���x
b
) si x < �

exp(�x��
b
) si x > �

9=;
le réel � est un paramètre de position et b > 0 un paramètre d�échele . Si � = 0 et

b = 1 , la loi de laplace est dite standart et sa restriction à la dernie-droite réel positive

est la loi expenentielle de paramètre 1
2
.

la densité rappelle aussi de la loi normale :toute fois tandis que la loi normal est

exprimée en termes de la di¤erence au carré (x � �)2, la loi de laplace fai tintervenir la

di¤érence absolue jx� �j ,la loui de laplace présente alors des queues plus epaisses que

la loi normale.
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1.2.2 Fonction de répartition :

la densité de la loi de laplace s�intégreaisément gràce à la prèssence de la valeur absolue

et sa fonction de répartition est :

F (x) =
xR
�1
f(�)d�

alors : F (x) =

8<: 1
2
exp(���x

b
) si x < �

1� 1
2
exp(��x��

b
) si x > �

9=;
= 0:5

�
1 + sgn (x� �)

�
1� exp(�

��x��
b

��)��
la réciproque de la fonction de répartition est :

F�1(p) = �� b sgn (p� 0:5) ln (1� 2 jp� 0:5j) :
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1.3 Processus Stochastique :

De�nition 1 un processus stochastique est une famille fXtgt2T de variables alèatoire

indèxès par le temps t , les mots processus et stochastique signi�ent respectivement fonc-

tion et alèatoire.alors qu�une variable alèatoire X associè à cheque w 2 
une rèalisation

X(w) , une processus stochastiquefXtgt2T associè à chaque a w une fonction fXtgt2T :

T ! E

t! Xt(w)

tq : T l�ensemble des temps.

porsque l�ensemble temps T est au plus dènombrable (par exemple T = N ),on parle

de processus sttochastique à temps discret , lorsqu�il est continue (ie T = [0; t0] ou

T = R+) on parle processus stochastique à temps continue.

les situations rèelles pouvant ètre modèlisèes par des processus stocastique sont nombres,en

voici quelquees exemples :

-Probléme de la ruine de joueur :considèrons une suite de variable alèatoire

(Yn)n�1 dont la loi comme est dé�nier par P (y1 = 1) = p et P (y1 = �1) = 1� p , et une

quantité Y0 2 Z indépendante de variable aléatoire ,on dé�nit la marche aléatoire simple

par :

Xn+1 = Xn + Yn+1

= Y0 + Y1 + ::::::::::::+ Yn + Yn+1

-Probléme de l�exetinction d�une population :considérons une suite doublement

indéxé de variable aléatoire fYn;m; n 2 N;m 2 N�g à valeurs entiéres ,la variable Yn;m
représente le nombre de �ls du me individu dans la ne génération posons X0 = 1 ,il y a

initialement un seul individu ,puis pour tout n :

Xn+1 =
XnX
m=n

Yn;m

-Séries temporelles ou chronologiques :Les séries temporelles sont des prosessus

stochastiques .Elles peuvent illustrer le nombre de morts suite à des accidents de la route

un pays donné durant un intervalle de temps.
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-Fille d�attent : la salle de résevation d�une grande gare SNTV donne une bonne

représentation d�une �le d�attente elle comprend un certain nombre de guichets et des

clients qui sont soit en train d�étre servis ,soit en attente qu�un guichet se libére .

Le nombre total dde ces clients présent dans la salle de réservation au temps t et

noté Nt .La suite (Nt)t�0 est un processus stochastique à temps continue et à valeurs

dans E = N , l�objectif est d�étidier l�évolution Nt au cours du temps a�n d�optimiser

le nombre de guichets nécessaires pour satisfaire en un temps raisonnables les clients.
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1.4 Série Chronologique :

La théorie des séries chronologique (ou temporelles ) abordées dans ce exposé est

appliqueé de nos jours dans des domaines aussi variés que l�économétrie ,la médicine ou

la démographie , pour n�eniter qu�une petite partie ,ou s�intéresse à l�évolution au cours

du temps d�un phénoméne , dans le but décrire expliquer puis prévoir ce phénoméne dans

le future ,on dispose aissi d�observations à des dates di¤érentes c�est-à-dire d�une suite

de valeurs numériques indicées par le temps.

1.4.1 Description d�une série chronologique :

on considére qu�une série chronologique (Xt) est la resultante de di¤érents compo-

santes fondamentales :

-La tandance (Zt) représente l�évolution à long terme de la série étudiée ,elle traduit

le comportement "moyen" de la série .

-La composante saisonniére (ou saisonalité ) (St) correspond à un phénoméne qui se

répéte à intervalles de temps réguliers (périodiques) . En générale c�est un phénoméne

saisonnier d�ou le terme de variations saisnniéres .

-la composante résiduelle (ou pruit ou résidu) ("t) correspond à des �uctuations iré-

guliérs , en génerale de faiblsaible intensité mais de nature aléatoire , on parle aussi

d�aléas.

-Des phénoménes accidentels (gréves , conditions météorologiques exceptionnelles ,

crash �nancier ) peuvent notamment intervenir .
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Objectifs praincipaux :

L�étude d�une série chronologique permmet d�analyser , de décrire et d�éxpliquer un

phénoméne au cours du temps et d�entirer des consequences pour des prises de décisions

(marketing .....).cette étude permet aussi de faire un controle .

Déscription schématique de l�étude complété d�une série chronologique :

Comme nous venons de le voir l�un des objectives principeaux de l�étude d�une série

chronologique est la prévision des valeurs futures de cette série ,pour cela ,on a besoin

de connaitre ou tout au moins de modéliser le mécanisme de production de la série

chronologique .

Notons que les variables Xt ne sont le plus souvent ni indépendantes(on peut s�at-

tender en e¤et à ce que des obsérvations relativement proches dans le temps soint liéés)

ni indentiquement distribuées (dans la plupart des cas , le phénoméne evolue ,se modi-

�e au cours du temps ce qui entraire que les variables de décrivant ne sont pas équi-

distribuées),cela nécessite des méthodes statistiques de traitement et de modélisation

spéci�ques puisqu�en particulier dans un cadre standart (celui de la description d�un

échantillon ) les méthodes statistiques classiques sont baseés sur des hypothéses d�indé-

pendance .

Schématiqement , les principales étapes de traitement d�une série chronologique sont

les suivantes :

Conection des données :

Avant de se lancer dans l�étude d�une série chronologique ,il est souvent néccessaire

de traiter ,modi�er les données brutes par exemple :

-Evaluation de données manquantes ,remplacent de donner accidentelles .......

-découpage en sous-série.
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Observation de la série :

Une régle générale en statistique discriptive consiste à commencer par regarder les

données avant d�é¤ectuer le moindre calcul .

Modélisation :

Un modéle est un image simpli�e de la réalité qui vise à traduire les mécanisme de

fonctionnement du phénoméne étudié et permet de mieux les comprendre .
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Chapitre 2

les modèles et les fonctions de

vraisemblance
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2.1 Le modèle linéaire :

un modèle lénéaire exprime une variable aléatoire Y lénéairement en fonction

d�une variable explicative X selon la formule : Yi =
P
BiX

j + Ui telle que Yi les

variables aléatoires réelle réponse et Ui est la varéable aléatoire réel erreur , les Ui étant

indépendant , les Bi sont coe¢ cients des paramètre inconnus à estimer les Xi sont les

valeurs explicatives.

2.1.1 Le modèle de régression linéaire :

On cherche à modèliser une variable quantitative Y en fonction de variable explicatives

quantitativeX1; X2; :::::; Xp sous l�hypothèse gaussienne , le modèle de régression lénéaire

s�écrit :

yi = b0 + b1x
1
i + ::::::::+ bpx

p
i + ei

avec :b0; b1; :::::bp inconnus et e1; :::::en observation indépendantes d�une loi N(0; �2)

avec �2 inconnue.

Le modèle de régression lénéaire simple :

La relation entre yi et xi s�écrit sous la forme d�un modèle de régression simple :

yi = b0 + b1xi + ei ; 8i = 1; ::::; n

Le modèle de régression linéaire multiple :

aussi de la façon suivante : le modèle s�écrit :

yi = b0 + b1x
1
i + ::::::+ bpx

p
i + ei i = 1; :::::; n

18



2.1.2 Modèle linéaire gaussien :

C�est un modèle linéaire dans lequel on fait l�hypothèse suplémentaire que la variable

aléatoire réelle est gaussienne c�est-à-dire normale on pose donc U v Nn(�; �In
2) et

Y v Nn(XB; �In
2) entrainant la nomalité de Y

ona :

Yi =

pX
j=1

BjX
j
i + Ui (égalité entre variable aléatoire réel)

yi =

pX
j=1

bjx
j
i + ui (égalité entre nombre réel)

19



2.1.3 Fonction de vraisemblance du modèle linéaire :

Estimation par maximum de vraisemblance :

On se place dans cadre paramétrique la loi jointe d�un vecteur Y 0 = (y1; :::::; yn)
0possède

une densité de probabilité f(y; �) , � vecteur de paramètre à estimer , appartient à un

ensemble ouvert , borné � de Rk

Le principe : On observe une réalisation du vecteur y de taille n :

y = (y1; ::::::; yn)

On appelle fonction de vraisemblance la fonction de y et de � :

V (y; �) = V (y1; :::::; yn; �) = f(y1; :::::; yn; �)

On appelle estimateur du maximum de vraisemblance , une valeur d� (y) solution du
problème de maximisation : max�2�V (y1; ::::::yn; �)

une tansformation strictement croissante ne changement pas un maximum (et la tra-

dition gaussienne), on considère souvent le logarithme népérien de la vraisemblance ,

d�ou une forme équivalente max ln(V (y1; :::::; yn; �))

On notera dans la suite cette fonction à maximum LV (y; �) ou losque qu�il n�ya pas

ambignite , y fait référence à une réalisation de taille n .

Dans le cas particuliers d�un échantillon de taille n : V (y1; :::::; yn; �) =
nY
i=1

f(yi; �)

LV (y1; :::::; yn; �) =
nP
i=1

ln(f(yi; �))

Estimation :

� est les vecteurs des paramètre à estimer dans le cas général o est un vecteur à k

composantes : �1; �2; :::::::; �k on note :

Y :la variable aléatoire à expliquer , y une réalisation de cette v,a Y .

� : la vraie valeur théorique du vecteur des paramètre du modèle .b� :l�éstimateur de �.b�(y) :une réalisation de v,a � (une estimation de � à partir des données observées).
20



2.2 Modéle ARMA :

Les modéles ARMA (modéle autorégréssifs et moynne mobile ) ou modèle de BOX-

JenKins , sont les principaux modèles de séries temporelles . Etant donnée une série

temporèlle Xt , le modèle ARMA et un outil pour comprondre les valeurs futures de

cette série , le modèle et composé de deux processuces : processuces a auto-regressif AR

et proessuce moyenne mobile MA .

2.2.1 Processus auto-regressif AR(p) :

AR d�ordre 1 :

on dit que la serie Xt suit un processus autoregréssif d�ordre 1 (AR(1)) si on peut

écrire :

Xt = �Xt + �t

�t � �Xt�1 = �t

(1� �B)Xt = �t

où la série �t est un bruit blanc on peut remarquer qu�on fait une régression de la

série décalée de 1 sur la série elle-même et les résidus formet un bruit blanc.

Fonction de transfert :

on peut écrire :

Xt = �t + �Xt�1

Xt = �t + ��t�1 + �2Xt�2

Xt = �t + ��t�1 + �2Xt�2 + :::+ �k�t�k + :::

Xt =
+1P
i=0

�i�t�i

X =
+1P
i=0

�iBi�t =  (B)�t

la fonction de transfert à donc une in�nité de termes si on revient à notre écriture

formelle sous forme de polynome
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on remarque qu�on à calculé l�iverse du polynome (1� �B) et que :

(1� �B)�1 =
+1P
i=0

�iBi

�variance de X par calculs simples , on peut montrer que :

V ar(X) = �2�
1��2

ici aussi , on diminue la varianceen modélisant à condition que � soit en valeur absolue

inférieur à 1 .

�autocorrélation de X de même on peut montrer que :

P (k) = �k pour k > 1
on peut obtenir deux sortes de corrélagrame suivant : si � est positif ou négatif.

Stationnarité :

un processus AR(1) est stationnaire si et seulement si la valeur absolue de � est

inférieur à 1

Processus autoregressif AR d�ordre p :

unr série X suit un processus autoregressif d�ordre p(AR(p)) si on peut écrire :

Xt = �1Xt�1 + �2Xt�2 + :::+ �pXt�p + �t

Xt � �1Xt�1 � �2Xt�2 � :::� �pXt�p = �t

(1� �1B � �2B
2::::�pB

p)Xt = �t

�(B)Xt = �t

où la série �t est un bruit blanc ici encore , on fait une régression des p série déclalées

sur la série elle-même .

Autocorrelation pour un processus AR(p) on ne peut rien dire de sa fonction ACF ,

si ce n�est que :

P (k) 6= 0 pour tout k .

C�est pour pouvoir reconnaitre un processus autoregressif qu�on a introduit la fonction

d�auo-correlation partielle.
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2.2.2 Processus a moyenne mobile MA(q) :

En anglais , moyenne mobile se dit " moving average" c�est pourquoi nous dirons que

ces séries sont des MA .

MA d�ordre 1 :

On dit que la série Xt suit un processus de moyenne mobile d�ordre (MA(1)) si elle

est générée par un bruit blanc �t sous la forme :

Xt = �t � ��t�1

Xt = (1� �B)�t

La fonction de transfert du �ltre se réduit à un seul terme.Variance de X par calculs

simples , on peut montrer :

var(X) = (1 + �2)��
2; var(X) � ��

2

c�est-à-dire qu�en modélisant , on diminue la variance du phénomène , par nature le

propre de toute modélisation et autocorrélation de Xde mème , on peut montrer que :

P (k) =

8<: ��
1+�2

si K + 1

0 si K � 2

9=;
MA d�ordre q :

On suppose que la série Xest générée par un bruit blanc � sous la forme :

Xt = �t � �1�t�1 � �2�t�2 � � � � � �q�t�q

Xt = �(B)�t

Auto-corrélation de X on peut montrer que :

P (k) =

8<: 6= 0 si k � q

= 0 si k � q

9=;
2.2.3 Processus auto-régressif moyenne mobile ARMA (p,q) :

Pour mieux represetet le processus stochastique il est parfois utile de combiner les deux

processus AR(p) (auto-regrssif ) et MA(q)(moyenne mobile) çe que donne le processus
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autorégressif moyenne mobile ARMA(p,q).

Donc pour que le processus Xt soit un ARMA(p,q) il faut il su¢ t qu�il existe deux

polynome � , � et un bruit blanc "t , de sorte que

�(B)Xt = �(B)�t

autrement dit si :

�(B) =
qP
j=1

�jB
j; �(B) = 1�

qP
j=1

�jB
j et bXt = �(B)"t

le processus Xt est un ARMA(p,q) qui se representer sous la forme :bXt = �1 bXt�1 + �2 bXt�2 + � � �+ �p bXt�p"t + �1"t�1 + � � �+ �q"t�q

si en outre le processus Xt est centré (� = 0)alors :

Xt = �1Xt�1 + � � �+ �pXt�p + "t + �1"t� + � � �+ �q"t�q

Autrement , on modélisés le processus bXt = Xt � � au lieu du processus Xt et l�on

écrit : bXt = �1 bXt�1 + � � �+ �p bXt�p + "t + �1"t�1 + � � �+ �q"t�q

régréssif et l�on a : 8<: �kk = 0 8 k � p+ 1

�kk 6= 0 si k = p

9=;
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2.2.4 Les fonctions d�auto-correlatin et d�auto-covariance :

Dans ce qui suit , queXt est un processus stochastique stationnaire centré de fonction

d�auto-covariance 
x .

Fonction d�auto-corrélation AR(p) : L�auto-corrélation partielle au déclage k(PACF (k))

est dé�nie comme étant la corrélation entre :

-les résidu de la régression de la série Xt+1; Xt+2:::Xt+k�1et

-les résidu de la régression de la série Xt+k par les série Xt+1; Xt+2; Xt+k�1, en d�autre

termes :

Xt+k = �1Xt+1 + �2Xt+2 + :::+ �k�1Xt+k�1 + U

Xt = �1Xt+1 + �2Xt+2 + :::+ �k�1Xt+k�1 + V

et : PACF (k) = cov(U; V )

il faut comprendre que l�autocorrélation partielle est la correlation entre Xt et Xt+k .

une fois qu�on à explique ceux-ci par les valeurs entre aux deux Xt+1; Xt+2:::Xt+k�1:

ACF et PACF d�un AR(1) : prenons une série Xt suivant un processus autoré-

gressif d�ordre 1, par exemple :

Xt = 0:9Xt�1 + �t:

�ACF (1) la corrélation entre Xt et Xt�1 peut se calculer facilement

ACF (1) = cov(Xt�1; Xt)

= cov(0:9Xt + �t+1; Xt)

= 0:9cov(Xt; Xt) + cov(�t+1; Xt)

= 0:9 + 0

= 0:9

ceci est vrai car Xt et �t+1 sont indépondants

�ACF (2) en écrivant la relationentre un valeur à un instant et la valeur précident à

l�ordre t� 1 on à : Xt�1 = 0:9Xt�2 + �t�1
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d�ou : Xt = 0:9(0:9Xt�2 + �t�1) + �t

= 0:81Xt�2 + 0:9�t�1 + �t

comme Xt�2 est indépondant à la fois de Xt�2 et �t et on déduit facilement que :

cov(Xt; Xt�2) = 0:81

ACF (p) en continuant ce type de vaisonnement on montre que :

cov(Xt; Xt�k) = (0:9)
k

On voit ici où seitue le probléme de la fonction d�auto-corréiation des procéssus auto-

régressif : il semblerait par la valeur de cette fonction qu�il y ait une relation entre Xt

et Xt�2 .On cette relation n�est qu�indirecte puisqu�elle n�existe que par Xt�1et par les

relations de celui-ci avec Xt et Xt�2

-la fonction d�auto-corrélation partielle existe justement pour connaitre jusqu�à quel

niveau de décalage il existe une relation directe entre Xt et les valeurs précédentes .

PACF (1) l�auto-corrélation partielle au décalage 1 est :

PACF (1) = cov(Xt+1; Xt)

l�autocorrélation partielle au décalage 1 est :

PACF (1) = cov(Xt+1; Xt) = 0:9

Rappele dans une régession :Yi = �Xi+ ei , le coe¢ cient � peut ètre calculé comme :

� = cov(X;Y )
var(X)

= cov(X; Y ) �(X)�(Y )
var(X)

= cov(X; Y ) �(Y )
�(X)

c�est -à-dire que si les deux variable X et Y ont méme écart-type , que l�onfasse la

régression de X sur Y ou la régression de Y sur X on retrouve le méme coe¢ cient �

� = cov (X; Y )

Pour résumer on peut dire que si on dispose de deux variables X et Y de moyennes

nulles et de méme écart-type , si on fait la régression de X sur Y :

Y = �X + "

alors la régression de Y sur X est :

X = �Y + � , et non

comme on aurait pu le penser :

X = 1
�Y
+ � .

26



PACF (2) il faut pour calculer PACF (2) faire la régression de Xt+2 et sur Xt on sait

déja que :

Xt+2 = 0:9Xt+1 + �t+2

Du rappele précedent , on déduit que si on fait la régression de Xt+1 et sur Xt

on obtient : Xt = 0:9Xt+1 + Vt , pour le calcule de PACF (2)

On calcule la corrélation entre les 2 résidus de ce régression :

PACF (2) = corr (Xt+2 � 0:2Xt+1; Xt � 0:9Xt+1)

= corr(�t+2; Xt � 0:9Xt+1)

= corr(�t+2; Xt)� 0:9corr(�t+2; Xt+1)

) PACF (2) = 0

PACF (K) par de calculs similaires on peut montrer que :PACF (K) = 0 pour tout

K � 1 .

PACF d�un AR(p)

Nous ne nous attarderons pas sur cette fonction d�outocorrelation partielle mais on

peut montrer que PACF (K) = 0 .Pour tout K � p

Fonction d�auto-covariance d�un processus AR(p) : Si Xt est un processus au-

torégressif , alors :

8k � 1; �x(k) = cov(Xt+k; Xt) = E(Xt+k; Xt)

= E(Xt�k; Xt)

(à cause de la stationnaire du processus)

Xt�kXt = �1Xt�kXt�1 + �2Xt�kXt�2 + � � �+ �pXt�kXt�p +Xt�k"t

) E(Xt�kXt) = �1E(Xt�kXt�1)+�2E(Xt�kXt�2)+� � �+�pE(Xt�kXt�p)+E(Xt�k"t)

) yk = �1yx (k � 1) + �2yx(k � 2) + � � �+ �pyx(k � p)

(relation entre auto-covariance) en devisant cette dernière relation par 
0 on obtient :

�x (k) = �1�x(k � 1) + �2�x(k � 2) + � � �+ �p�x(k � p)

La quantité �k notée �kk en tant que fonction de k est appelle fonction d�auto-

corrélation partielle , cette fonction condition alors un outil pour reconnaitre l�ordre (p)
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d�un processus AR(p) . Puisque la fonction d�auto-corrélation est la dèrnier pondération

d�un AR(p) .

La quantité �kk dé�nit , alors l�ordre du processus autorégressif et l�on a :8<: �kk = 0 8 k � p+ 1

�kk 6= 0 si k = p

9=;
Fonction d�auto-covriance d�un processus MA(q) : SiXt est un processus moyenne

mobile alors :

yx(k) = cov(Xt+k; Xt) = E(Xt+k �Xt)

= E

"
(
qP
j=0

�j"t+k�j)(
qP
i=0

�i"t�i)

#
=

qP
j=0

qP
i=1

�j�iE("t�i"t+k�j)

=

8><>:
�2"

qP
j=0

�j si k � q

0 si non

9>=>;
Dans le ças ou Xt n�est pas centré on le remplace par :bXt = Xt � E(Xt) et yx sera égale à ybx

Fonction d�auto-covariance d�un bruit blank : A partir de la dé�nition d�un bruit

blanc on écrit :


" (h) =

8<: 
2" si h = 0

0 si non

9=;
Présentation spectrale du processus ARMA :

Densité spectrale : soit Xt un processus stationnaire de moyenne nulle et de fonction

d�auto-covariance 
x (:) ,satisfaisant
+1P
h=�1

j
x (h)j � 1 la densité spectrale du processus

Xt est alors dé�nie par : fx(j) = 1
2�

+1P
h=�1

exp (ihj) 
x (h) ou �1 � j � +1

Densité spectrale pour un bruit blanc : Le bruit blanc étant un processus station-

naire de moyenne non nulle alors , sa densité spectrale s�écrit sous la forme :
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f"(j) = 1
2�

+1P
h=�1

(exp(ihj)
"(h))

= 1
2�

"(0) =


"
2

2�

Proposition 2 Soit Xx un processus stationnaire de moyenne mobile et de spectrale

fx(j),si ( j)j�0 est une suite numérique véri�ant :

+1P
j=0

j jj � +1 , alors le processus :

Yt =
+1P
j=0

 jXt�j

est stationnaire de moyenne nulle et de densité spectrale :

fy(j) = j (exp(�ij))j2fx(j) =  (exp(�ij)) (exp(�ij))fx(j)

Alors les fonctions de vraisemblance de modèle ARMA peuvent donner la bonne

représentation des certaines serié chronologique et un processus .
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2.3 Vecteurs Gaussien :

Dans toute la suite (
;z; P ) est un espace de probabilité .

De�nition 3 Un vecteur aléatoire est une va à valeurs dans Rd,V (
;z;R)! (Rd; B(Rd))L�espérance

d�un vecteur aléatoire V 2 L1(Rd) est l�espérance coordonnée par coordonnée :si V (v1; ::::vd)

dans un base de Rd ,alors E(V ) = (E(v1); ::::::;E(vd)) l�espérance est une application li-

néaire sur L1((
;z;R);Rd):

De�nition 4 Si V est un vecteur aléatoire de carré intégrable on appelle matrice de

covariance (on de dispersion)de V la matrice KV dé�nie par E((V � EV )(V � EV )t)

si V est un vecteur colonne (ou E((V � EV )t(V � EV )) siV est un vecteur ligne) .

De�nition 5 Un vecteur aléatoire V 2 Rd est gaussienne lorsque pour tout U 2 Rd la

var U tV est gaussienne. Autrement dit , tout combinaison linéaire à coe¢ cient constants

des coordonnées de V est gaussienne , on note N(m;K) la loi gaussienne sur Rd , d�es-

pérance m 2 Rdet de matrice de covariance K.

Proposition 6 Soit V un vecteur gaussienne à valeur Rd , de loi N(m;K) avec K

inversible alors V admet la densité suivante par rapport à la mesure de lebergue :

f(x) = (2�)
�d
2 (detK)

�1
2 exp

��1
2
(x�m)tk�1(x�m)
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2.4 Fonction de vraisemblance du modèle ARMA :

2.4.1 La fonction de vraisemblance inconditionnelle :

Soit rt le processus présenté par le modèle ARMA(p,q) de moyenne � = 0 , qui s�écrit

sous la forme :

rt = �1rt�1 + � � �+ �prt�p + "t +�1"t�1 +�2"t�2 + � � �+�q"t�q
) "t = rt��1rt�1 � � � � � �prt�p ��1"t�1 ��2"t�2 � � � � ��q"t�q

et suppose que les variables du vecteur " = ("i)i=1;:::;n ,i,i,d selon une loi normale

centré et d�écart type �"la densité conjointe de ce vecteur sera d�un vecteur gaussien

dé�nie par :

f ("1; ; ; ; "n) =
1

(2��2")
n
2
exp

�1
2�2

nP
t=1

"2t

On pose :

r = (r1 � � � ; rn); " = ("1; � � � ; "n); e� = (r1�p � � � ; r0; "1�q)

e� = (r�; "1�q; ; ; ; ; "0)

La fonction de vraisemblance exacte est de la forme :

L(B) = 1

(2��2)
n
2 j
j

1
2 jDj

1
2
exp

�1
2�"2

S(�;�)

et le logarithme de la fonction de vraisemblance exacte (inconditionnelle) pour le

processus ARMA aura pour expression :

L( r
B
) =

�
nP
i=1

f
�

rT
rt�1;:::::::r1;B

��
Posons : brt = E

�
rt

rt�1;:::::;r1;B

�
�2"Vt = E (rt � brt)2

det(M
(p;q)
n ) = v1:::::vn

Telle que : M (p;q)
n étant la matrice d�auto-covariance du n-uple r .

Si on suppose que le processus rt est la loi normale , on aura :

f( rt
rt�1;:::::;r1;B

) = 1

[2��2"vt]
1
2
exp

�
�(rt�brt)2

vt

�
Et par la suite :

f( r
B
) =

nQ
t=1

1

[2��2"vt]
1
2
exp

�
�1
2�2"

nP
t=1

(rt�brt)2
vt

�
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de cette dernière relation on conclut que :

L(�; �; �"
2) =

nQ
t=1

1

[2��2"vt]
1
2
exp

�
�1
2�2"

nP
t=1

(rt�brt)2
vt

�
) L(B) = ln[L(�; �; �2)] = n

2
ln(2�)� n

2

nP
t=1

�"
2 � 1

2

nP
t=1

ln(vt)� 1
2�2"
S2(�; �)

= n
2
ln(2�)� n

2

nP
t=1

�"
2� 1

2

nP
t=1

ln
h
det

�
M

(p;q)
n

�i
� 1
2�2"
S2(�; �)

avec : S2(�; �) =
nP
t=1

(rt�brt)2
vt

Par la méthode précédente on a calculé la fonction de vraisemblance exacte utilisant

un changement de variable , alors La fonction de densité conjointe du vecteur aléatoire

" = ("t)i=1;:::;n vue comme fonction de B s�appelle fonction de vraisemblance.

En�n , pour terminer la justi�cation d�un modèle, il faut véri�er si les prévisions que

nous pouvons faire , a partir des modèles (ARMA , linéaire).
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