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Introduction Générale

La mécanique quantique utilise un ensemble d’outils mathématiques indispensables &
l’étude rigoureuse des phénoménes physiques, et parmi ces outils, les opérateurs linéaires.
Lorsque ces opérateurs sont continus leurs manipulation n’offre pas de difficulté majeure,
mais dans le cas contraire, il faut étre d’une extréme prudence, car le domaine de définition
d’opérateur est trés important. L importance que constitue I’étude des opérateurs linéaires,
nous & poussé a choisr ce theme pour l’étudier et [’analyser.

Au premier chapitre; on donne des définitions sur les espaces fonctionnnels spécia-
lement ’espace vectoriel normé, l'espace de Hilbert et ’espace de banach puis en définit
lapplication linéaire continue

Le deuziéme chapitre est consacré auxr opérateurs précisément [’opérateur borné et
l'opérateur adjoint et auto-adjoint, opérateur non borné.

Le troisiéme chapitre, concerne l'opérateur auto-adjoint non borné dans le quel on
parle du spectre des opérateurs fermé, Transposés et adjoints, théoréme de représentation.

décomposition spectrale et le théoréme de stone.



Chapitre 1

Espaces fonctionnels et Application

linéaire continue

1.1 Espace vectoriel normé

1.1.1 Espace vectoriel

Définition 1.1.1 On dit que l’ensemble X est un espace vectoriel surk, ou un k-espace
vectoriel, si :

1) X est muni d’une loi interne + pour laquelle X est un groupe commutatif

2) 1l existe une application (o, u) — au de k x X dans X dite loi externe telle que :
(a+B) = au+ fu
alu+v) = au+ av
o(Bu) = ()

lu=u

V(a, B) € k2
V (u,v) € X2 {

1.1.2 Sous espace vectoriel

Définition 1.1.2 Soit X un espace vectoriel sur k. Soit F une partie de X. On dit que F
est un sous-espace vectoriel de X si :

V(u,v) € F2V X €k

u+veF et \uekF

2) Muni des lois induites, F' est un espace vectoriel

1) F est stable pour les deux lois :

1.1.3 La norme

Définition 1.1.3 Soit X un espace vectoriel sur k. Une application N de X dans R, est

dite une norme si :



1)Vxe X, N(z)=0<=z2=0

2Nz € X, Va ek, N(ax) =| a| N(x)

SNz,y € X, N(z+y) < N(x)+ N(y)

une norme est souvent notée || x || au lieuw de N(x)

Un espace vectoriel muni d’une norme est applé un espace vectoriel normé

Une norme est utilisée pour exprimer la notion de proximité dans un espace vectoriel

définie des distances.

1.2 Application linéaire continue

1.2.1 Espace d’application linéaire continue

Notation 1.2.1 Soient (X, Nx) et (Y, Ny)deuz k-espace normé. On adopte les notations
survantes :
LIX,)Y)={f: X =Y, f linéaire si : Y\ €k, (z,y) € X2, fox+y) = \f(z) + f(y)}
et L(X,)Y) ={f:X =Y, [ linéaire et continue}

Théoréme 1.2.2 Soient X et Y deux espaces normés et T : X — Y une application
linéaire, les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) L’application T est continue sur X ;

i1) L’application T est continue au point Ox ;

iii) 1l existe un nombre M > 0 telque, pour tout © € X on ait | T(z) ||y <|| M(z) ||x

Preuve. Preuve. 1l est calir que(i) = (¢i). si T est continue en 0, il existe un
nombre § > 0 telque pour tout u € X, la condition dx (u,0) < § = dy(T'(u), T(0)) <1 m

Autrement dit :

lw lx< 6 = T(w) ly< 1

Etant donné un vecteur x non nul quelconque dans X.

Le vecteuru = 6 || x ||5' @ vérifie || u ||x< 0 donc|| T'(u) |ly< 1

Ce qui revient a dire que || T'(z) [ly< 67 || = ||x

On ainsi montrer que(iii) est vraie. Avec M = §*

Enfin, sopposons(iii) vérifiée, si une suite (z,) de X tend vers un vecteur z € X, on
aura :

d(T (), T(2)) =[| T(xn) = T(x) y= [ T(2n —2) [y < M || 2n — 2 [|x— 0

Ce qui montre que T est continue au point = et ceci pour tout x € X

Soient p et ¢ deux semi normes. Sur un espace vectoriel X, on dit que p et ¢ sont
équivalents s’il existe deux nombres réels m > 0et M >0

telque : mp < g < Mp. m



1.3 Produit scalaire et espace de Hilbert

1.3.1 Produit scalaire

Définition 1.3.1 ( Forme hermitienne) :
On appelle forme hermitienne sur H une application ¢ :H x H — k qui vérifié, pour
tout x,y € H et tous o, f € k

1) ¢laz + By, 2) = ag(x, 2) + f(y, 2)

2) ¢(z,y) = oy, )

une forme hermitienne est également appelé une forme sesquilinéaire

Théoréme 1.3.2 ( L’inégalité de Cauchy Schwarz ) :
Pour tous x,y dans X on a |< x\y >|< ||z||||yl| ’égalité étant réalisée si et seulement

si, x et y sont lié.

Preuve. Sur R” muni de produit scalaire canonique , 'inégalité de Cauchy-Schwarz
prend la forme suivante :

Vi(z,y) € R xR | 30y awyn P< (i 2?) (ko v®)
On peut déduire de cette inégalité quelques inégalités intéressante sur les réels. m

Corollaire 1.3.3 Une forme hermitienne est définie positive si et seulement si elle est
positive et non dégénérée. De plus pour une forme hermitienne définie positive , l'inégalité

de Cauchy-Schwarz est une égalité si et seulement si x et y sont liés dans H.
Preuve. [1] =

Définition 1.3.4 ( Produit scalaire ) :
On appelle produit scalaire sur H une forme hermitienne définie positive.
Si (-\) est un produit scalaire sur H, Uapplication : || - ||: H — [0, +o0]

T — /< z\r>

est une norme sur H.

1.3.2 Espace de Hilbert

Espace complet

Définition 1.3.5 Soit (x,d) un espace métrique, On dit q’une suite (x,) C E est une
suite de Cauchy pour la distance d si "les termes de la suite finissenr par étre arbitraire-
ment proches”, autrement dit si la propriété suivante est verifiée que :

Ve > 0,dN,Vp,q > N d(z, ,z,) <e

L’espace métrique (X, d)est dit complet si toute suite de Cauchy de (X, d) est conver-

gente.



Espace de Hilbert

Définition 1.3.6 On appelle espace de Hilbert un espace vectoriel H (réel ou compleze)
muni d’un produit scalaire (v,y) —< x,y > telque le semi-norme v — /< x,x > soit
une norme sur H, qui rendre cet espace complet.

Si H est un espace de Hilbert, on notera || x || = /< x,x > pour tout v € H. l’égalité
de Cauchy-Schwarz s’écrit alors : |< x,y >|<| z ||| v || -

La projection orthogonale :

Notation 1.3.7 H est un espace de Hilbert réel ou complexe, on note < - ,- > le produit
scalaire sur H. Dans le cas complexe, on adopte la convention suivante < x,y > est

linéaire par rapport a y et antilinéaire par rapport a x.

Théoréme 1.3.8 soit X un sous espace vectoriel fermé de H

(1) Pour tout x € H, il existe un unique vecteur z € X tel que || v — z |=d(z, X) ,
ce vecteur est noté P,(x)

(2) Le vecteur Px(x) est caractérise par les deux propriétés suivantes : Px(x) € X
et x— Px(r)e X+

(8) L’application Px : H — X est une projection linéaire continue de la norme 1.
On dit que Px est la projection orthogonale de H sur X.

Preuve. [2] =

1.4 Espace de Banach

Définition 1.4.1 Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet pour la
distance associé a la norme
S1'Y est un sous espace vectoriel fermé d’un espace de Banach X, il est lui aussi

complet pour la norme induite par celle de X, donc'Y est un espace de Banach.

Exemple 1.4.2 (R,|.|) et (C,|.|) sont des espaces de Banach.

o (cla,b,R, | . ||o) est un espace de Banach avec || . |loo= Supsciap =| f(x) |

1.4.1 Quelques propriétés des espaces du Banach

1. Tout espace normé de dimension finie est de banach

2. Soit (X, ] . |lx) est un espace vectoriel normé et (F, || . ||r)un Sous espace vectoriel
normé de X si dimension ' < 400, Alors F est fermée.



Preuve. F' est fermée < F' contient les limites les de tout ses suites qui convergent

soit (x,) une suite de F' avec lim,, ., x, =z € F

lim z, =2 < Ve >0,3Ing e N,Vn > ng :|| x, —z ||p< €

n—oo

Puisque F est de dimension finie. m



Chapitre 2

Les opérateurs

2.1 L’opérateur borné

Définition 2.1.1 soit A un opérateur linéaire tel que D(A) = X et R(A) C X. On dit
que A est borné s’il est borné sur la boule unité 51(0), ie si ensemble {||Az||, ||z|| < 1}
est borné

Conformément a cette définition, si A est borné, il existe une constante ¢ > 0 telleque

pour tout x tel que ||| < 1, on a linégalité ||Ax|| < ¢ ... (1)

Théoréme 2.1.2 A est borné si et seulement si ||Ax| < c||x| .coovvvveereerrnnnnnn. (2)

pour tout x € X, ou c’est la constante tirée de (1)

Preuve. Pour = = 0 'inégalité (2) évidente.

Soit x # 0 posons z’ = 75, on al| ' ||=1, il ressort donc de (1) que|| Az’ ||[< ¢, clest
a dire que :
() I<e
Puisque A est linéaire, on a A (ﬁ) = H_ach Ax et puisque la norme est homogéne on
a:
| i Az ||= ”ﬂ?“” < ¢ équivalente a (2)

[l
Réciproquement si (2) a lieu on a || Az ||< ¢ dans 57 (0), ie A est borné. m

Théoréme 2.1.3 Soit M un ensemble borné, M C X, alors l’ensemble{|| Ax,x € M ||}

est borné.

Preuve. Par définition, pour M borné il existe une boule Sg (0) D M
En vertu de (2), pour x € Sgon a || Az |[< C ||z |[< C R

A est borné sur Sg (0) et a fortiori sur sa partie M. m

Corollaire 2.1.4 Toute opérateur linéaire A est borné sur toute boule Sg () pour tout
xog € X et tout R > 0.



2.2 L’opérateur adjoint et auto-adjoint

Théoréme 2.2.1 ( Representation de Reisz)

Soinent(H, <, >) un espace de Hilbert, muni de la norme ||| associée au produit sca-
laire et H* le duel topolojique de H Alors tout o € H* il existe un unique y, € H tel que
pour tout x € H on ait p (z) = < x,y, > .

Evidement dans ce cas on a || o ||= ||yell-

Auterement dit ['application pg est bijective.

Preuve. Si p = 0 il suffit prendre y, = 0

Supposons donc p # 0 alors F' = ker (p) est un sous-espace vectoriel fermé de H tel
queF # H

On a F+ # {0}, soit z € F* tel que p(2) =1

Alors pour tout t e Honaz =z —gp(x)z+p(x)z avecer —p(x)z € F

Doncona<z,z2==<z—p(@)z,2=+<p@)z,2==0+p(x) | 2 |?

D’ou on a p(z) = =T, -

Alors il suffit de prendre y,, =

[E 1

Définition 2.2.2 Soit A un opérateur borné sur un espace de Hilbert H ,pour tout xy €
H, la fonction [ définie sur H par :
f(x) =< Ax,zq > est une forme linéaire borneé sur H.
Par le théoréme de représentation de Reisz, il existe un unique yo € H tel que :
flx)=<=z,y0o > Ve € H
de fagcon équivalente < Ax,xq > = <x,yo = Vr € H

Définition 2.2.3 Soit A un opérateur borné sur un espace de Hilbert H
L’opérateur A* : H — H définie par :
<z, A'y == <Az, y > Vx,y € H est dit opérateur adjoint de A
Les propriétés suivantes sont des conséquences directes de cette définition.
Soint A et B deux opérateur de B (H) et o € C, alors on a :
1. (A+ B)" = A* + B*.

2. (aA)" =a A*.
3. (A") = A.
L) =T

5.(AB)" = B* A",

Théoréme 2.2.4 L’opérateur adjoint A*, d’un opérateur borné A est borne, de plus nous

avons :

LA =l A" | et || A A [=]l A[1* .



Preuve. En premier lieu ,on montre que la norme d’un opérateur est eégale a la
norme de son adjoint on a :
| A (2) [3=< A (2), A% (2) === AA" (2), @ = <|| AA* () ] 2 |
<[P ANIA* (@) all = lla
Et par conséquence || A* () |a<|| A ||| z ||z -
Comme || A* ||= sup, 2o ”A”*m(ﬁm donc on a : || A*]| < JA]|
On a aussi (A*)" = A,donc ||A]| = || (A*)" ]| < ||A*||
D’ou l'égalite || A ||= || A* ||
2.Reste & montrer que ||AA%|| = ||A|?
D’une part nous avons :
|A A | <[| A [[Il A [|=[|A]?
Et d’autre part nous avons :
|A(z) |5=< A(x),A(z) ==< A*A(z),x -
< | AA@) ln ol
<Azl
Ce qui donne :
[AAS = [lA]* . =

Remarque 2.2.5 Nous avons pas en general A = A*
Par exzemple, si H = C?* et Aun opérateur définie par A (z1.22) = (0,21) Alors :
= A(z1,22), (Yr,y2) = = 21%2
et
=< (21, 22) , A (Y1, Y2) == 22771.

Définition 2.2.6 Un opérateur A est dit auto-adjiont (ou hermitien)si A = A*, ie :

<Az, y ==<uz, Ay = Vax,y € H.

Exemple 2.2.7 Considérons l'opérateur A définie sur L* (R) par (Az) (t) = e~ Dz (1)
A un opérateur borné auto -adjoint ,en effet
< Az, y = fj;o e~ (t)y (t)dt = fj;ox (t) [e—(t)y (t)} dt =<z, Ay » .

Remarque 2.2.8 1.tout opérateur borné A sur un espace de Hilbert a la représenta-
tion : T = A+iB

Ou A et B sont deux opérateurs auto-adjonts de plus T* = A —iB

En effet, il suffit de prendre :

A=L(T"+T)etB=L(T*-T)

2.Un opérateur A tel queA = —A* est dit anti-hermitien.

10



2.3 Opérateur non bornés

Soint X et Y deux espaces vectoriels sur k = R ou C, une application linéaire par-
tiellement définie (on dira un opérateur) A de X dans Y est donnée par un sous-espace

vectoriel.

dom (A) de X appelé domaine de A et par une application linaire Lde dom (A)
dans Y.

Auterement dit la donnée A est celle de (X, Y, dom (A), La)

Le graphe de A est le sous espace vectoriel d’un produit X xY égal G = {(z,La (z)) : x € dom (A)}
On va voir que A est complémentaire déterminé par Gr (A), qui est un sous-espace vec-
toriel G de X x Y avec la propriété((o,,y) € G) = (Y =o,) .

Définition 2.3.1 Soit G C X XY wun graphe partiel. Notonsp,: G — X etpy: G —Y
les projections et définissons un opérateur A

en posont dom (A) = p1 (G) et A(p1(z)) = pa2 (z) pour tout z € G

Il est claire que Gr (A) =G

Comme le noyau de la premiére projection de X xY dans X est le sous espace {0} xY
de X XY, la correspondance entre opérateur et graphe partiel est bijective.

Désormais on dira opérateur au lieu d’application linéaire partiellement définie.

On appélle noyau de A le sous-espace ker (A) = {x € dom (A) : A(zx) =0}de X et
image de A le sous espace im (A) = A (dom (A)) de Y.

On appelle extention d’un opérateur A tout opérateur S tel que :

Gr(A) C Tr(S) et on écrit alors A C S.

Définition 2.3.2 Soient S et A deux opérateurs de X dansY , on définit l'opérateur S+ A
en posant dom (S + A) = dom (S) Ndom (A) et on posant (S + A) (z) = S (z) + A(x)
pour tout vecteur x € dom (S + A)

Si R, S, A sont des opérateurs de X dansY on a clairement :
R+S=S+Ret(R+S)+A=R+(S+A).

Définition 2.3.3 Un opérateur A de X dansY est dite injective si [’application
A dom (A) — y est injective.
Soit A un opérateur injecif de X dans'Y
le sous ensemble de Y x X égale a {(y,z) e Y x X : (x, y) € Gr (A)}
est le graphe d’un opérateur A~' (de domaine im (A))appelé inverse de A
Clairement A=est injective et (A=) = A
SiA:X =Y etS:Y — G sont injectifs alors SA injective et (SA)™' = A~1S1.

11



Exemple 2.3.4 Considérons X =Y = Ly (0, 1), soit V. L’opérateur borné de "primi-
tive nulle en 0", (V f) (t) = f(f f(s)ds et posons D = imV.

On a vu queV est injectif .

On peut donc définir lopérateur A = V~'de domaine D en posant pour tout g € D
on a :

(Ag=[f) =V f=9)

Cet opérateur A est donc injectif lui-aussi.

12



Chapitre 3

Décomposition spectrale des

opérateurs

3.1 spectre des opérateurs fermés

Définition 3.1.1 Soint A un opérateur d’un espace de Banach complexe E dans lui méme
et A € C.

on dit que X\ est une valeur réguliére de A si A — X\ Idg est une application linéaire
bijective de dom (A) sur E et si Uapplication linéaire réciproque définit une application
linéaire continue de E dans lui méme.

On appelle spectre de A le complémentaire Sp (A) dans C de l’ensemble des valeur
réquliére de A.

Soit A un opérateur sur un espace de Banach complexe - désignons par s ’ensemble
des A € C qui sont valeur réguliére de A.

pour A € 24, on pose :

Ry(A)=(A-\N""eL(E).

On appelle Ry (A) la résolvante de A.

Lemme 3.1.2 Soient A un opérateur injectif fermé d’un espace de Banach E dans lui
méme et \ une valeur réguliere de A non nulle alors \™* est une valeur réquliére de A~ ‘et
on a :

Ry (A™Y) = =X ARy (A) = —Mdg— X — N*Ry (A).

Preuve. On veut résoudre pour tout y € £ ’équation (A_l — )\_IIdE) (x) =y

(on cherche z € dom (A™!) = im (A))

puisque A est réquliére pour A, on peut écrire y = (A — A\ d) (z) avec z = Ry (4) (y)
On sait alors que z € dom (A) = im (A™1) donc il existe pu € im (A) telque :

13



z = A"1(u). L’équation proposée est :

AT (2) = AT (@) = (A= Md) (AT () = p=AAT (1) = A7 (=) =271 (=)
Il en résulte que z9 = —Ap convient. Par ailleurs A~! — A™'1d est injectif

(donc la solution zq est unique).

Siz€dom (A1) et A7 () — A 'z =0alors x = AA~! (z) € dom (A) et A(z) = Az
implique z = 0 puisque Aest réguliére pour A.

Si Ry-1 (A !)existe on a :

=Ry (A7) (y) = A= —AA(2) = =X AR\ (A) () -

Il reste a expliquer pourquoi 'opérateur AR (A) est borné. Cela provient a I’égalité
(A — Md) Ry (A) = Id, qui donne ARy (A) = ARy (A) + Id qui est bien continue. =

Proposition 3.1.3 Le spectre d’un opérateur fermé A d’un espace de Banach complere E
dans lui méme est une partie de C, et lapplication A — R (A)est continue et holomorphe

du complémentaire du spectre dans L (E).

Preuve. Désignons par {24 I’ensemble des valeurs réguliéres pour A. et montrons que
cet ensemble est ouvert.

Si Q4 est vide, il est ouvert sinon supposons que A\g € {24 et montrons que les valeurs
voisines et Ao sont elle aussi réguliéres et A — R (A) continue dans ce voisinage.

En remlacant A par Ag = A — \gIdg on se raméne & \y = 0. on supposera donc que
A = A —0Idg est une bijection de dom (A)sur E, d’inverse S = Ry (A)continue, on veut
alors montrer qu'il existe € > 0 telque A soit valeur réguliére de A quand | A |< e.

Etant donné y € F quelconque, on veut résoudre enz € dom (A) et avec solution
unique, I’équation A (z) — Az = y.

posons z = A(x) ce qui équivant & x = S5 (z).]’équation précédente devient alors
z—AS () =y ou encore (S — A "'Idg) (z) = =A"'y.

lorsque | A |[< p(S)~", on sait que S — A"'Idp est inversible donc z est unique-
ment défini par z = Ry-1 (S) (—A~'y). Et puisque z = S (z) ceci montre que R, (A) =
~A'SR, 1 (9) existe et borné.

pour tout A € C telque | A |[< p (A1) si on réecrit :

Ry (A) = =\"'SR, 1 (S) = =S (Idg — Xs) .

On voit que A — Ry (A) est continue et holomorphe au voisinage de Ay = 0 mais Ag
est en fait un point quelconque de 4. m

3.2 Transposés et adjoints

Définition 3.2.1 Soient E et ' deux espaces de Banach et A un opérateur densément

défini de E dans F, on défini le transposé de A qui est un opéeateur de F*dans E*, de la
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facon suivante :
Le domaine de A est l’ensemble des Y* € F* telles que la forme linéairexr €
dom (A) — y* (A (x)) soit continue

(en ayant muni l’espace vectoriel dom(A) de la norme induite par celle de E)

Dans le cas ou Y™ € dom (AT) , cette forme linéaire continue ,défine sur le sous-espace
dense dom (A) C E,se prolonge de fagon unique en une forme linéaire x* € E*continue
sur E.

On pose AT (y*) = z*on a donc :

(A7) (y*) =y* (A(z))  pour tous = € dom (A) et y* € dom (A7)

Lorsque E et F' sont deux espace de Hilbert et A un opérateur densément définit de
E dans F, on définit un opérateur A* de Fde la facon suivante :

On définit A* (y) = x si la forme linéaire l,, associée & y € H est dans dom (AT) et si
l, = 2% =T7 (l,) le vecteur y est donc dans le domaine de A* si et seulement si la form
linéaire :

l:uedom(T)— <T (u),y > est continue sur dom(A) et le couple (y, ) € FxXE
est dans le graphe de A* si et seulement si < A(u), y ==< U, T > .cooeeeerrn. (%)

Pour tout u € dom (T) ce qui signifie que x represente la forme linéaire | (et son
prolongement continue & E) on a donc :

Gr(A*) ={(z,y) e F X E :VYze€dom(A), <z, z>=<y,A(z) =}

La forme linéaire uw — < A(u), y > et alors continue puisqu’elle est égale &

u— <z, u > et dans ce cas on a x = A* (y) .

Par définition de l’adjiont il est claire que la condition (1) définit un ensemble fermé
de couples (y, x),ce qui montre que A*est un opérateur fermé.

On dit que A (densément défini sur un Hilbert ) est symétrique si :

<z, Ay) = =<A(x),y>.

Pour tous x, y € dom (A) ,cela revient o dire que A C A* un opérateur A dans lui

meéme est auto-adjiont st A = A*

Tout auto-adjoint est symetrique mais ['inverse n’est pas vrais.

Proposition 3.2.2 Soit A un opérateur densément définie d’un espace de Hilbert E dans
un espace F alors Ker (A*) = Im (A)".

Preuve. Soit y € F', on a y € ker (A*) si et seulement si pour tout z € dom (A), on

a<0,z>==<y, A(z) = cela a lieu si et seulement si y € I (A)". =

Proposition 3.2.3 Soient E et F' deux espace de Hilbert et A un opérateur densément

défini fermé de E dans F
(1) Si R est une extension de A alors R* C A*.
(14)Si A est injectif et Uimage dense alors (A=1)" = (A*)".

15



Proposition 3.2.4 Soient E et F' deux espaces de Hilbert et A un opérateur fermé den-
sément défini de E dans F.

Lopérateur (Idg + A*A) est injectif son image est égale a E et (Idg + A*A) est un
élement positif de L (E) .

L’opérateur A*A est auto-adjoint et son spectre est contenu dans [0, +oo|.

Preuve. Soit z € FE, comme U (G (A*)) est I'orthogonal de Gr (A) il existe deux
vecteurs & € Gr (A) et n € Gr (A*) tel que (z,0) = (+ Uy (n)en d’autre temes il existez €
dom (A) et y € dom (A*)tels que :

(2,0) = (2, A(2))+(A* (y), —y) alorsy = A (z) doncz € dom (A*A) = dom (Idg + A*A)
et © = (Idg + A*A) (2) donc (Idg + A*A) est surjectif.

Soit z € dom(/dg + A*A) comme z € dom (A) et A(z) € dom (A*) tel que :

(,0) = (2, A(2)+(A* (y), —y) alorsy = A (z) donc z € dom (A*A) = dom (Idp + A*A)
et = (Idg + A*A) (2) donc (Idg + A*A)est surjectif.

Soit z € dom (Idg + A*A) comme z € dom (A) et A(z) € dom (A*).

Ona<A*(A(2)),z>===<A(2),A(2) ».

Ona< (Idg+ A*A) (2) 2= = < z+ A*A(2),z = = ||2||* + ||A () ||*alors :

12* < [l21* + [|A (2) [IP == (Idp + A*A) (2) , 2 =< |2 | (Idp + A"A) (2) |;

Donc ||z || < || (Idg + A*A) (2) || il en résulte que Idg + A* A est injectif que I'inverse
(Idg + A*A) est continue et que || (Idg + A*A) || < 1

Enfin, considérons z = (Idg + A*A)~" (z) avec z € E

Ona:<z,(Idg+ A*A) = = < (Idg + A*A) (2) ,z == ||z + |[A(2) |* > 0

Donc (Idg + A*A) 'est un élement positif de L (E) et comme (Idg + A*A) injectif
et auto-adjiont, son image est dense.

L’opérateur (Idg + A*A) est positif de norme < 1, on a Sp (Idg + A*A)™' C [0,1] il
en résulte que S (Idg + A*A) C [1,+oo[ et Sp(A*A) C [0, +o0[. m

3.3 Décomposition spectrale et théoréme de repré-

sentation

Théoréme 3.3.1 Soient H un espace de Hilbert complexe et A un opérateur auto_ adjiont
sur H, le spectre de A est réel : Sp(A) C R.

Proposition 3.3.2 Soint H un espace de Hilbert complexe, A un opérateur fermé surH

et A\, u & SP(A), posonsry = Ry (A), r, = R, (A),l"image ryr, (H) est égale au domaine

2 _
de A%et ryr), = AT,
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Preuve. Rappellons que dom (A?) = {z € dom (A) : Az € dom (A)}
Considérons « = r) (r, (y)) pour un y € H quelconque par définition on a :
ry (H) = dom (A) doncx € dom (A) et Az — A x =1, (y) € dom (A).

Par linéarité, Az € dom (A) donc = € dom (A?)

Inversement supposons = € dom (A?) alors © € dom (A) et 1 = Az — Az € dom (A)
ce qui permet de calculer y = Axy — puxy

On aurra 7,y = x puis r\r,y =«

Si o € dom (A?), on vérifie immédiatement en développant que :

(A=N(A—p)x=A%(z) = NA(z) —pA @)+ pz = (A—pu) (A= Nz

En prenant linverse de cette relation sur I'image commune dom (A%) = ryr, (H) =
rury (H)

On obtient ryr, = r\ry. =

Proposition 3.3.3 Soient H un espace de Hilbert complexe et A un opérateur auto-
adjiont sur H alors R; (A) = (A—1i Idy) " est un opérateur borné normal, et son adjiont
est égale a R; (A).

Preuve. D’aprés le théoréme (3.3.1), les opérateur R; (A) et R_; (A) existent et sont

bornés
D’aprés la propositon précédente il suffit de savior que R_; (A) est adjiont de R; (A)
Soient y, v deux vecteurs quelconque dans H et posons x = R; (A) (y), u = R_; (A) (v)
on a:
<Ri(A) @), v===<z,(A+0)(u) > =<Ar—iz,u>=<y,R;(A)(v)>. =

Théoréme 3.3.4 Soient H un espace de Hilbert séparable et A un opérateur auto-adjoint
de H dans H, il existe un espace mesuré (2, ), une fonction f : Q — R mesurable et
un isomorphisme.

w: Ly (Q,p) — H d’espace de Hilbert tels que A =u My u*.

On donne a Uopérateur My son domaine naturel, la relation ci dessus sous en tend que
u*échangent les domaines de A et de My, c’est a dire qu’on [’égalité u (dom (My))
dom (A) inversement u* (dom (A)) = dom (Mjy) .

Preuve. On va servir de opérateur normal S = (A — i Idy)~ ", il existe une espace
mesuré o—fini (Q,7,1), un unitaire U de Hy = H sur Hy = Ly (Q, 1) une folction h €
Lo (2, 1) tel que :

S =U"M,U.

Ou M), désigne 'opérateur borné sur Ly (€2, ) définie par la multiplication par h

Vg € Ly (%, 1) , My (g) = hy.
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Puisque S est injectif, il en resulte que M}, est injectif cela implique que ’ensemble
T = {h = 0} est négligeable.

Si on comprend la traduction de S surL, (€2, i) il n’est pas bien difficile de comprendre
celle de (A — i) puis celle de A.

L’opérateur (A — i) qui inverse de S = R; (A) se traduit sur Ly (€2, 1) par l'inverse
de la traduction de S : c’est 'opérateur M, de multiplication par la fonction 1/h (fonction
qui est p—presque partout définie).

Le domaine Dyde Ms est I'image de M}, ’ensemble des fonctions g de la forme g = hk
pour k € Ly.comme h # 0 presque partout cele revient a dire que :

={g9€Lls: [y g/h|?du<+oo}.

Pour finir ou définit 'opérateur non borné A, sur Ly (€2, 1) pour son domaine D, et
la formule :

Vg € D3, Az (9) = g/h +ig

Autrement dit si on pose f = i+ 1/h et u = U*, on obtient bien la representation

voulue : 'opérateur de multiplication M; = A, vérifie A = u M u*. [ ]

3.4 Le théoréme de stone

Soit H un espace de hilbert, on appelle groupe & un paramétre d’unitaire une famille
(Vi);er, 47 élément unitaire de £ (H) telle que :

(i) Pour tous s,t € R ona Vi, =V, + V5.

(ii) Pour tout x € H Dapplication t — V; (z) est continue .

Lemme 3.4.1 Soit H un espace de hilbert, (V;),cp un groupe a un paramétre d’unitaires.

D un sous ensemble dense de H tel que pour tout z € D ett € R on ait V; (z) € D.
Soient x,y € H tels que pour z € D application t — (V,(x),z) soit dérivable

en 0 de dérivée i (y,z) alors t — V;(x) est continument dérivable de R dans H est sa

dérivée ent esti Vi (y).

Preuve. L’application t — V; (y) est continue de R dans H . Pour t € R, posons
Ty =x+ f(f i vs (y)ds .1 application t — z; est continument dérivable est sa dérivée en
t est i Vi(y) . Soit z € D, posons ¢ (t) = (zs,2 ) et P (t) = (Vi(z),z ) la fonction ¢
est continument dérivable et sa dérivée en t est (iv; (y), 2)

Soient t, s € Ryona ¢ (t+ s) = (Viy, (s), ViV_1(2)) = (V; ( ),V_1(2)), par hypothése

cette fonction de s est dérivable en 0 et sa dérivée est : i (y, V_; (2 )} i (Vi(y),z) .
On a montré que ¢ est dérivable en t et ¢' = ¢', comme ¢ (0) = v (0) on trouve :
¢ =1 donc pour tout z € D et tout ¢t € R ona ((z; —V;(z)),z) =0 alors :

— Vi (z) € D+ donc V; (x) = x; d’'ou le resultat. =
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Théoréme 3.4.2 (théoréme de stone)

Soit H un espace de hilbert séparable,

(i) soit (Vi),cp un groupe & un paramétre d’opérateurs d’unitaires .1l eviste un
opérateur auto-adjoint A sur H le graphe est l’ensemble des couples (x , y) € H x H
tel que la fonction t — Vi (x) soit dérivable en 0 de dérivée iy . Pour x € dom (A) et
A(Vi(x)) = Vi (A(2)) .

On dit que A est le générateur infinitésimal de (V;),cp -

(ii) tout opérateur autoadjoint A est le générateur infinitésimal d’ un unique groupe

a un paramétre d’unitaires (Vz),cp-

Preuve. Montrons que le domaine de A est dense .

Soient © € H et f : R — R une fonction de classe C* & support compact , posons

zp= [ f(t) )dt ona :

Vi(zy) = ff ds:ff (s —t)V;(s)ds.

donc (V; (zf) — /t St Hf(s—t)— f((s)]Vs(x)ds .Quand ¢ tend vers 0,
(Vi (z5) —2y) /t  tend vers —ff Vi (z) ds. On en déduit que z; € dom (A).

soit f,, une suite de fonctions posmves de classe C* telles que [ [ () dt =1 et telles
que f, soit nulle en dehors de ] =11 [ posons Y, = [ fn (¢ x)dt ona y, € dom (A)
et lim y, = x. donc dom(A) est dense.

Si & € dom (A), pour tout z € H la fonction : ¢t — (V;(z),z) est dérivable en 0,
t — Vi (z) est de classe C"*.

En particulére, pour tout t € R, Papplication : s — V; (V; (z)) est dérivable en 0,
donc V; (z) € dom (A).

Soient z ,y € dom (A).ona (V; (z),y) = (z,V_, (y)) = (V_; (y), z).la dérivée en 0 de
t— (Vi (y),x) est —i (A(y),x), ona donc : i{A(z),y) = —i(A(y),z).On en déduit que
AcC A~

Enfin, soit © € dom(A*), pour tout z € dom(A).

ona < v(x),z >=< x,v_4(z) >. donc t —< v(x),z > est dérivable en 0 et sa dérivée
esti <z, A(z) >=1i < A*(z),z > . par le lemme précédent x € dom(A) et A(z) = A*(z).

passons au deuxiéme point ; Soient (X, 1) un espace mesuré, f : X — R une fonction
mesurable et u : Lo(X, u) — H un isomorphisme d’espaces de Hilbert tels que 1'on ait
A = uMu*, pour t € R, notons g; : X — C l'application exp(itf), posons vy = uMy,u*,
comme |g;| =1, M,, est unitaire donc v; est unitaire.

comme gsg; = gsit, ON & VsUy = Vgiy. 1 t, — t, pour tout € € Ly(X, ) la suite
de fonctions g, ¢ converge partout vers ge, son module est constant égal a |e|, par le
théoreme de convergence dominée, g; € converge vers g;e dans Ls. Il en résulte que t — v,
est fortement continu, c’est donc un groupe & un paramétre d’unitaire, notons S son

générateur infinitésimal, pourtout t € R* .
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On a |g: — 1| < |tf], si € € dom(My), pour tout suite (¢,) tendant vers 0, la suite
de fonctions ¢! (gt,e — €) convergence dominée, ¢, !(gt,e — €) converge vers ife dans L.
Donc t — gse est dérivable en 0 et sa dérivée est ife, on en déduit que ue € dom(S) et
iS(ue) = u(ife). On a montré que A = uMpu* C S. On en déduit que S+ S* C A* = A
donc A = S.

Enfin, Soit (v;)ier et (w;)ier deux groupes & un paramétre d’unitaires ayant méme
générateur infinitésimal A, pour = € dom(A) et t € R, on a v; € dom(A),

A (v(z)) = v (A(x)), et w(z) € dom(A), A (wi(z)) = wi(A(x)).

posons p(t) = ||v;(z) — wy(x)||> pour tout ¢ réel, on a :

0 (8) =l v (@) | +we (@) | — 2Re < vy (2) e (2)

=2(|z [I” —Re < v (2) ,w (x) >)

La fonction p est dérivable en tout ¢t € R et ’'on a :

o (t) = —2Re (=< v (z),i A(w (z)) = 4+ <0 A(v (2)),we (x) >)

Comme A= A*, on a :

< A(v (), w (2) ===< v (z), A(w (z)) > .

Donc ¢’ = 0, comme g (0) = 0, on trouve @ (t) = 0.

Alors vy (x) = wy (x) , comme dom (A) est dense, en déduit vy = wy.

On a en fait montré que, si A est le générateur infinit ésimal d’un groupe a un

paramétre d'unitaire (v;),.p alors v, =exp (it A). m
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