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Introduction Générale

L�optimisation est une branche importante des mathématiques appliquées, plusieurs

domaine d�activité scienti�que peut se réduire à un problème maximisation ou de mini-

misation.

L�importance de l�optimisation dans la résolution des problèmes pratiques en mathé-

matiques appliquées ou dans d�autre activités de recherche est soulignées par de nombreux

auteurs.

Dans ce mémoire, on commence par les dé�nitions et les resultats préliminaires pour

utilisé dans les trois chapitres suivants :

Le premier est consacré aux ensembles convexes, notion intermédiaire entre le cas

linéaire (espaces vectoriels et applications linéaires ) et le cas convexe, qui permettra

de traiter le sujet de maniére trés naturelle.

le second chapitre constitue une introduction aux lesquelles sont abordées progressive-

ment en commençant par les proprietés générales (continuité, di¤érentiabilité, et fonctions

convexes d�une variable réel et de plusieurs variabeles ).

le dernier chapitre est le plus importante, et il est le but de ce thème, il présente le

problème d�optimisation convexe et les conditions d�optimalité dans les deux cas :

- Problème d�optimisation sans contraintes.

- Problème d�optimisation avec containtes.
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Dé�nition et resultats préliminaires :
1-Espace vectoriel
Dé�nition 4.4.1 (Sous espace vectoriel)
Soit E un espace vectoriel.

On dit que F est un sous-espace vectoriel de E, si c�est un espace vectoriel et que

F � E.

Théorème 4.4.2 (Caractérisation des sous-espaces)
Soit E un espace vectoriel.

Soit F un ensemble tel que :

i) F � E,
ii) OE 2 F ,
iii) 8(�; �) 2 |2 , 8(x; y) 2 F 2 , �x+ �y 2 F
Alors F est un espace vectoriel, c�est un sous-espace vectoriel de E.

2-Sous-espace a¢ ne
Dé�nition 4.5.1
Soit X un espace vectoriel réel, un sous-ensemble A de X est un sous-espace a¢ ne

si :

8x 2 A; y 2 A;8� 2 R; �x+ (1� �) y 2 A:

Autrement dit, un sous-espace a¢ ne contient toujours la "droite" passant par deux

de ses points x et y:

3-Espace de Hilbert
Dé�nition 4.6.1
On dit que l�espace vectoriel H muni de la forme sesquilinéaire (�j�) est un espace de

Hilbert si H est complet pour la norme x 7!
p
(xjx).

4-Matrice positive
Dé�nition 4.7.1
Une matrice A dans Mn;m (R) est dite positive [resp. strictement positive] et on note

A � 0 [resp. A > 0], si tous ses coe¢ cients sont positifs ou nuls [resp. strictement positifs].
Si A;B sont deux matrices dansMn;m(R) la notation A � B [resp. A > B, ou A � B,

ou A < B] signi�e que la matrice A�B est positive [resp. A�B est strictement positive,
ou B � A est positive ou B � A est strictement positive].
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5-Matrice semi-dé�nie positive
Dé�nition 4.8.1
Une matrice A, n� n est semi-dé�nie positive si chacun des mineurs
principaux de A est positive.

6-Théorème de Taylor-lagrange
Théorème 4.9.1
Soit f une fonction de classe Cp et (p+1) fois dérivable sur un intervalle I = [a; b] et

à valeurs réelles.

Alors 9c 2]a; b[ tel que :

f(b) =

pX
k=0

(b� a)k

k!
f (k) (a) +

(b� a)p+1

(p+ 1)!
f (p+1) (c) :

7-Théorème de carathéodory
Tout point de l�enveloppe convexe d�un ensemble quelconque est représentable par

une combinaison convexe d�au plus (n+1) éléments de cet ensemble notamment ses point

extrémaux.
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Chapitre 1

Ensemble convexe

1.1 Dé�nition et premieres propriétés

Dé�nition 1.1.1
Soit X un espase vectoriel réel. un sous-ensemble A de X est convexe si :

8x; y 2 A;8� 2 [0; 1] ;�x+ (1� �) y 2 A ;

Autrment dit, un sous-ensemble convexe contient toujours le segment [x:y] : (joignant

deux de ses points x et y).

Une interprétation �optique�consiste à dire que dans une pièce convexe, deux per-

sonnes peuvent toujours s�apercevoir.

Un sous-espace a¢ ne est èvidmment convexe.

1.2 Envloppe a¢ ne et convexe

1.2.1 Enveloppe a¢ ne

Dé�nition 1.2.1
Soit S une partie de Rn, alors il existe une partie a¢ ne unique F � Rn contenant S

appelée enveloppe a¢ ne de S et notée aff (S).

C�est la plus petite partie a¢ ne de Rn contenant S.

aff (S) = F = \fFS=FS � Sg et FS a¢ ne.

Si : S 6= ; =) aff (S) 6= ; (puisque S � aff (S)).
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1.2.2 Enveloppe convexe

Dé�nition 1.2.2
L�intersection de tout les ensembles convexes contenant un sous-ensemble S de Rn

est appelèe : enveloppe convexe de S.

On la note conv (S) ou co (S) c�est le plus petit convexe de Rn contenant S.

Conséquance de la dé�nition

8S � Rn; S est convexe ssi S = conv (S) :

1.3 Intérieur géométrique

Dé�nition 1.3.1
On dit que a appartient à l�intérieur géométrique de S � E si pour tout d 2 E il

existe �t > 0 tel que a+ td 2 S pour tout t 2 [��t; �t] :
L�intérieur géométrique de S est noté intg (S) :

Cette notion, indépendante de toute topologie, est liée à la structure vectorielle de E.

Il est clair que intg (S) � S.
Proposition 1.3.1
Si S est convexe, alors intg (S) est convexe.

Preuve :
Soient a; b 2 intg (S) ; � 2 [0; 1] et c = a + � (b� a) : Soit d 2 E, alors �r; �s > 0

existent tels que t 2 ]��r; �r[ ; alors a+ td 2 S; et t 2 ]��s; �s[ alors b+ td 2 S.
On a :

a+ td+ � (b+ td� a� td) 2 S;

alors

a+ td+ �b+ �td� �a� �td = a+ � (b� a) + td = c+ td 2 S;

donc : intg (S) est convexe.

1.4 Propriétés topologiques des ensembles convexes

Désignons par B, la boule unité euclidienne de Rn

B = fx 2 Rn= kxk � 1g = fx=d (x; 0) � 1g :
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B et C sont des convexes fermés et bornés. Et nous avons :

�8a 2 Rn; 8" > 0, la boule de centre a et rayon " s�écrit :

fx=d (x; a) � "g = a+ fy= kyk � "g = a+ "B:

�8C � Rn, l�ensemble des x dont la distance à C ne dépasse pas " est :

fx 2 Rn=9y 2 C; kx� yk � "g = [fy + "B=y 2 Cg = C + "B:

La clôture (fermeture) de C notée �C ou cl (C). Et son intérieur. Noté �C ou int (C),

peuvent donc s�écrire sous les formes suivantes :

cl (C) = \fC + "B : " > 0g :

int (C) = fx 2 C : 9" > 0; x+ "B � Cg :

Théorème 1.4.1
Soit C un convexe de Rn, d�intérieur non vide,
alors :

8a 2 int (C) ;8b 2 cl (C) : 8� 2 [0; 1[ ; (1� �) a+ �b 2 int (C) :

Preuve :
Prenons � 2 [0; 1[ et montrons qu�il existe �" > 0 tel que :
(1� �) a+ �b+ �"B � C:
En e¤et, b 2 cl (C) =) 8" > 0; b 2 C + "B

=) b 2 C + �"B
=) (1� �) a+ �b+ �"B � (1� �) a+ � (C + �"B) + �"B
= (1� �)

�
a+ 1+�

1���"B
�
+ �C:

D�autre part a 2 int (C) =) 9"0 > 0= a+ "0B � C
donc : a+ 1+�

1���"B � C si
1+�
1���" � "0:

Soit �" = 1��
1+�
"0 � "0 alors :

(1� �) a+ �b+ �"B � (1� �) [a+ �"B] + �C � (1� �)C + �C = C:
Corollaire 1.4.1
Soit C � E convexe d�intérieur non vide. Alors int (C) et cl (C) sont convexe,
et on a :

cl (int (C)) = cl (C) ; et int (cl (C)) = int (C) = intg (C) :
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Proposition 1.4.1 La fermeture d�un convexe est convexe.
Preuve :
Soient C convexe, et a; b 2 cl (C) on prenons z 2 int (C) 6= ;:
Alors :

(1� �) z + �b = y� 2 int (C) ;8� 2 [0; 1[ :

Soit maintenant � 2 [0; 1[ (�xé), alors :

(1� �) a+ �y� 2 int (C) � C;8� 2 [0; 1[ ;

Et donc : lim��!1 [(1� �) a+ �y�] = (1� �) a+ �b 2 cl (C) :

1.4.1 Intérieur relatif

Dé�nition 1.4.1
L�intérieur relatif d�un sous ensemble non vide C de Rn; noté ri (C) est dé�ni comme

l�intérieur de C vu comme sous-ensemble de aff (C).

Ce dernier étant muni de la topologie induite.

ri (C) = fx 2 aff (C) = 9" > 0; (x+ "B) \ aff (C) � Cg ;

Evidemment : int (C) � ri (C) � C � cl (C) :
� L�ensemble cl (C) n ri (C) = fx 2 cl (C) ; x =2 ri (C)g est appelé frontière relative de

C.

� C est dit relativement ouvert si ri (C) = C:
Théorème 1.4.2
Soit ; 6= C � Rn convexe, alors ri (C) est non vide. En autre on a :

cl (ri (C)) = cl (C) ; ri (C) = ri (cl (C)) ;

et

a 2 ri (C) ; b 2 cl (C) et0 < �t < 1 =) c = a+ �t (b� a) 2 ri (C) :
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Preuve :
Soit x0 2 C �xé et soit p la dimension de aff (C) : Alors il existe x1; x2; :::; xp 2 C

tels que les p vecteurs (xi � x0) ; i = 1; :::; p sont linéairement indépendants et

aff (C) =

(
x = x0 +

pX
i=1

ti (xi � x0) : ti 2 R; i = 1; :::; p
)
:

Considérer

S =

(
x = x0 +

pX
i=1

ti (xi � x0) :
pX
i=1

ti < 1 et ti > 0; i = 1; :::; p

)
:

Alors S est un ouvert non vide de aff (C) contenu dans C et donc ri (C) est non vide.

Puisque aff (C) = aff (cl (C)) on a cl (ri (C)) = cl (C) et ri (C) = ri (cl (C)) en

concéquence du théorème.

Ce résultat ne passe pas en dimension in�nie où on peut avoir en outre

aff (C) 6= aff (cl (C)) :
Un contre-exemple est donné par un hyperplan non fermé C d�un espace de Hilbert

H.

On obtient alors cl (C) = H, int (C = ;) et ri (C) = C 6= int (cl (C)) = H:
La notion d�intérieur relatif d�un convexe est donc une notion spéci�que aux espaces

vectoriels de dimension �nie.

Dé�nition 1.4.2
Etant donné ; 6= S � E; on considère l�intersection de tous les convexes fermés

contenant S; on obtient ainsi un convexe fermé qui est aussi le plus petit convexe fermé

contenant S:

On l�appelle enveloppe convexe fermée de S et on le note co (S) :

Proposition 1.4.2 Soit ; 6= S: Alors, co (S) = cl (co (S)) :
Preuve :
Tout convexe fermé contenant S contient co (S) et donc sa fermeture qui est aussi

convexe.

De façon générale l�enveloppe convexe d�un fermé n�est pas fermée. Considérer l�en-

semble :

S =
�
(x1; x2) 2 R2 : x1 > 0; x1x2 = 1

	
[ f(0; 0)g :

On a alors :

co (S) =
�
(x1; x2) 2 R2 : x1 > 0; x2 > 0

	
[ f(0; 0)g :

Cependant, en dimension �nie.
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Proposition 1.4.3 L�enveloppe convexe d�un fermé borné de Rn est fermée bornée.
Preuve :
Soit ; 6= S � Rn fermé borné,

T =

(
t = (t0; t1; :::; tn) 2 Rn+1 :

nX
i=0

ti = 1; ti > 0; i = 0; :::; n

)
:

K = Sn+1 � T et f : K �! Rn dé�nie par :
f (x0; x1; :::; xn; t0; t1; :::; tn) =

Pn
i=0 tixi:

Alors K est compact, f est continue et donc f (K) est compact. Le théorème de

Carathéodory nous dit que f (K) = co (K) :

1.5 Points extrémaux

Dé�nition 1.5.1
Etant donné C � E convexe, c 2 C est dit être un point extrémal de C si :

c = ta+ (1� t) b avec a; b 2 C et t 2 ]0; 1[ =) a = b = c:

Il est clair que si C est un convexe d�intérieur non vide, tous ses points extrémaux sont

contenus dans sa frontière.

En dimension �nie, les points extrémaux d�un convexe sont contenus dans sa frontière

relative.

Un convexe fermé peut ne pas avoir de point extrémal. C�est bien sur le cas de E.

Théorème 1.5.1 (Théorème de Krein_Milman)
Un convexe fermé borné est l�enveloppe convexe de ses points extrémaux.

1.6 Projection

Soit C un convexe fermé non vide de Rn. Pour tout x 2 Rn il existe un et un seul
élément dans C à distance minimale de x cet élément s�appelle la projection de x sur C

et est noté pC (x) : (
pC (x) 2 C;

kpC (x)� xk � kc� xk pour tout c 2 C:
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Caractérisation de pC (x) :
�x 2 C est pC (x) si et seulement si :

hx� �x; c� �xi � 0 pour tout c 2 C:

Dans le cas où C est un cône convexe fermé, la caractérisation ci-dessus se simpli�e quelque

peu :

Soit K un cône convexe fermé de Rn et K� son cône polaire ; alors �x 2 K est pK (x)

si et seulement si :

x� �x 2 K� et hx� �x; �xi = 0:

Une propriétés fondamentale de l�application pC : Rn �! C � Rn est comme suite :

kpC (x1)� pC (x2)k2 � hpC (x1)� pC (x2) ; x1 � x2i

pour tout x1 et x2 dans Rn:
Il en découle notamment :

kpC (x1)� pC (x2)k � kx1 � x2k

pour tout x1 et x2 dans Rn:

1.7 Séparation

Tout hyperplan H =
�
x 2 Rn; aTx = �

	
sépare Rn en deux demi espaces fermés :

H+ =
�
x 2 Rn; aTx � �

	
et H� =

�
x 2 Rn; aTx � �

	
:

Deux sous ensembles C1 et C2 non vides de Rn sont séparés par H si C1 � H+ et

C2 � H� ou inversement.

1.7.1 Séparation large

C1 et C2 sont séparés (au sens large) par H si :

aTx � � 8x 2 C1 et aTx � � 8x 2 C2:
L�éventualité C1 [ C2 � H:

1.7.2 Séparation propre

Si de plus, C1 [ C2 * H; on dit que C1 et C2 sont proprement séparés par H:
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1.7.3 Séparation stricte

C1 et C2 sont strictement séparés par H si :

aTx > �;8x 2 C1 et aTx < �;8x 2 C2 ssi C1 � int (H+) et C2 � int (H�) :

1.7.4 Séparation forte

C1 et C2 sont fortement séparés par H si :

9" > 0= aTx � �+ "; 8x 2 C1; et aTx � �� "; 8x 2 C2:

1.8 Polyédres convexes

Dé�nition 1.8.1
Q est un polyédre convexe s�il est une intersection d�un nombre �ni de demi espaces

fermés.

Un polyédre convexe est donc de la forme :

Q = fx 2 Rn : Ax � ag :

Dé�nition 1.8.2
P est un polytope convexe s�il est enveloppe convexe d�un nombre �ni de points.

Un polytope convexe est donc de la forme :

P =

(
y =

pX
i=1

�isi :

pX
i=1

�i = 1; �i � 0; i = 1; :::; p
)
:

Les si sont appelés sommets du polytope.

P est compact, ses points extrémaux sont des sommets mais tout sommets n�est pas

extrémal.

Dé�nition 1.8.3
D est un cône convexe polyhèdral s�il est de la forme :

D =

(
d =

qX
j=1

�jdj : �j � 0; j = 1; :::; q
)
:

Les dj sont appelés directions du cône convexe polyhèdral.

Proposition 1.8.1 Un cône convexe polyhèdral est fermé.
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Chapitre 2

Fonction convexe

2.1 Fonctions covexes

Dé�nition 2.1.1
On dit que f : E �! �R

�
�R = R [ f�1; +1g

�
est convexe sur E si son épigraphe

est convexe, f est concave si �f est convexe.
Nous serons amenés à considérer la somme de deux nombres r; s 2 �R. Par convention,

on prend +1+ s = +1 pour tout s 2 �R et r �1 = �1 si r < +1:
La proposition suivante étant une conséquence assez directe des dé�nitions, nous en

laissons la preuve aux lecteurs.

Proposition 2.1.1
Les trois notions ci-dessous sont équivalentes :

a) epi (f) est convexe ;

b
� fepi (f) est convexe ;
c) f (a+ t (b� a)) � f (a) + t [f (b)� f (a)] pour tout a; b 2 E et tout t 2 ]0; 1[ :
Les résultats suivants sont aussi aisément obtenus, certains à partir de la dé�nition

géométrique, d�autres à partir de la caractérisation analytique.

- Si f est convexe, alors dom (f) ; S� (f) ; ~S� (f) ; � 2 R sont convexes, tels que :

dom (f) = fx 2 Rn= f (x) < +1g = Rn fx= f (x) = +1g
= fx 2 Rn= 9� 2 R; (x; �) 2 epi (f)g :

Et

S� (f) = epi (f) \ [Rn � f�g] ; 8� 2 R:
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Et
~S� (f) = fx= f (x) < �g :

- Si f; g sont convexes sur E alors f + g est convexe sur E ;

- Si f est convexe sur E et si on a � � 0 alors �f est convexe sur E ;
- Si les fonctions fi; i 2 I sont convexes sur E, alors supi2I fi est convexe sur E.
Il est facile de voir que si E et F sont deux espaces vectoriel sur R, si A est une

application linéaire de E dans F; b 2 F et f : F �! �R est convexe sur F , alors la

fonction g dé�nie par g (x) = f (Ax+ b) est convexe sur E:

Soient f : E �! R, k : R �! R et g = k � f . Alors on montre facilement que :
- Si f est convexe et k convexe croissante, alors g est convexe ;

- Si f est concave et k convexe décroissante, alors g est convexe ;

- Si f est convexe et k concave décroissante, alors g est concave ;

- Si f est concave et k concave croissante, alors g est concave.

Proposition 2.1.2
Soit ' : E � F �! �R convexe. Soit C un convexe de E � F et soit h dé�nie comme

suit :

h (x) = inf
y
[' (x; y) : x; y 2 C] :

Alors, h est convexe sur E:

2.2 Continuité

Il su¢ t de penser à la fonction indicatrice d�un sous-ensemble convexe qui passe

brusquement de 0 à +1 au bord du convexe pour se convaincre qu�une fonction convexe

peut ne pas être continue. Cepandent les �ennuis�se concentrent en quelque sorte au bord

du domaine de la fonction, c�est-à-dire là où elle n�est pas localement bornée.

Lemme 2.2.1
Soit f : X �! �R une fonction convexe sur un espace de Hilbert X et a 2 X un point

au voisinage duquel la fonction est bornée. Alors f est continue en a.

2.3 Semi-continuité (inférieure)

Dé�nition 2.3.1
Une fonction f : Rn ! �R = [�1;+1] est dite semi-continue inférieurment (s.c.i) en

x0 2 Rn si :
8" > 0;9 � > 0 = f (x) � f (x0)� ", dés que kx� x0k � �:
f est dit semi-continue superieurement(s.c.s) en x0 si �f est (s.c.i) en x0.
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Evidemment, f est continue en x0 ssi elle est à la fois (s.c.i) et (s.c.s) en x0.
En�n, on dit que f est (s.c.i) si, elle est (s.c.i) en tout point x 2 Rn.
Remarque 2.3.1
(1)- On peut remplacer Rn dant la dé�nition réciproque par un sous-ensemble quel-

conque C � Rn.
(2)- La semi-continuite inférieure de f en x0 peut être exprimée par :

f (x0) � limk�!1 f
�
xk
�
, pour chaque suite

�
xk
	
convergent vers x0 et telle que :

limk�!1 f
�
xk
�
2 �R:

Autrement dit f est s.c.i en x0 ssi f (x0) = limx!x0 inf f (x) = lim�!0
�
infkx�x0k�� f (x)

�
:

(3)- On peut également exprimer la s.c.i en termes de voisinages comme c�est le cas
pour la continuité. A ce propos, on dit que :

f est s.c.i en x0 si 8� 2 R véri�ant � < f (x0), 9V (voisinage de x ) tel que 8x 2 V
on ait � < f (x).

Exemple 2.3.1
(1)- La fonction identiquement égale à �1 est trivialement s.c.i.

(2)- f (x) =

(
1=x ; x > 0

0 ; x � 0
est s.c.i en x0 = 0:

2.4 Rappel sur la di¤érentiable

On rappelle que, par dé�nition, une fonction f : R �! R est dérivable en a 2 R s�il
existe f

0
(a) 2 R tel que :

� (h) =
f (a+ h)� f (a)� f 0 (a)h

jhj �! 0 lorsque h �! 0:

Cette dé�nition s�étend aux fonctions de plusieurs variables comme suit.

Dé�nition 2.4.1

F : Rn �! Rp est dit di¤érentiable en a 2 Rn s�il existe une matrice p�n, notée F 0
(a) ;

telle que :

� (h) =
1

khk

h
F (a+ h)� F (a)� F 0

(a)h
i
�! 0 lorsque h �! 0:

La matrice F
0
(a) est appelée matrice Jacobienne.

Cela revient à dire que F est di¤érentiable en a s�il existe une matrice F
0
(a) et une

fonction � : Rn �! Rp telles que :

F (a+ h) = F (a) + F
0
(a)h+ khk� (h) et � (h) �! 0 lorsque h �! 0:
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Il est clair que F est continue en a lorsque F est di¤érentiable en a. désignons par

F1 (a) ; :::; Fp (a) les p coordonnées de F (a) et par e1; :::; en les n vecteurs de la base

canonoique de Rn. le coe¢ cient (i; j) de F 0
(a) est :

F
0

ij (a) =
@Fi
@xj

(a) = lim
xj�!0

Fi (a+ xjej)� Fi (a)
xj

:

Ainsi la di¤érentiabilité de F en a entraîne l�existence des dérivées partielles de F

en a mais l�existence des dérivées partielles n�implique pas la di¤érentiabilité. Cela

est illustré par l�exemple suivant :

Exemple 2.4.1

Considérer f : R2 �! R dé�nie par :

f (x; y) =

(
x2�y2
y�x2 si y 6= x2;
0 si y = x2:

Cette fonction n�est pas continue, donc non di¤érentiable à l�origine, les deux dérivées

partielles à l�origine existent et sont nulles.

2.4.1 Dérivés directionnelles

Dé�nition 2.4.2
Soit f : Rn �! �R une fonction quelconque, x0 2 Rn un point tel que f (x0) est �nie.

Alors la dérivée directionnelle de f en x0 dans la direction d 2 Rn est dé�nie par :

f
0 �
x0; d

�
= lim

��!0+
f (x0 + �d)� f (x0)

�

si elle existe.

(�1 sont des valeurs admises pour la limite).

Notons que :

�f 0
�
x0;�d

�
= lim

��!0�
f (x0 + �d)� f (x0)

�
:

� La dérivée directionnelle est dite �bilatérale� si :

f
0 �
x0; d

�
= �f

�
x0;�d

�
:

� Si f 0 (x0; d) existe 8d 2 Rn, on dira que f est directionnellement di¤érentiable en
x0:
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� S�il existe un vecteur constant g0 2 Rn tel que :

f
0 �
x0; d

�
= hg0; di;8d 2 Rn:

On dit que f est G-di¤érentiable (ou di¤érentiable au sens de gateaux) en x0 et on écrit :

f
0
(x0) = g0:

2.4.2 Sous di¤érentiel

Dé�nition 2.4.3
Si f est une fonction convexe de Rn et x0 2 domf et s�il existe g 2 Rn tel que :

f (x)� f
�
x0
�
� hx� x0; gi; 8x 2 Rn:

Alors le vecteur g est appelé sous-gradient de f en x0:

L�ensemble @f (x0) de tous les sous-gradients de f en x0 s�appelle le sous-di¤érentiel

de f en x0:

Il est clair que :

@f
�
x0
�
=
�
g 2 Rn=f (x)� f

�
x0
�
� hx� x0; gi; 8x 2 Rn

	
est un convexe fermé (eventuellement vide) de Rn:
Si x0 2 Rnndomf . Alors @f (x0) = ; (par dé�nition).
@f (x0) = fgg ssi g = rf (x0) (c-à-d ssi f est di¤érentiable en x0 ).
En�n, si @f (x0) 6= ;, on dit que : f est sous-di¤érentiable en x0. C�est le cas si f est

contunie en x0 et alors on montre que @f (x0) est compact (borné).

2.5 Fonctions covexes d�une variable réelle

Soit � : R �! �R: Si � est convexe, dom (�) = ft : � (t) <1g est convexe et est donc
un intervalle. L�observation suivante est fondamentale.

Proposition 2.5.1
Soit � : R �! �R une fonction convexe. S�il existe a tel que :
� (a) = �1 alors � (x) = �1 pour tout x 2 int (dom (�)) :
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Dé�nition 2.5.1
On dit qu�une fonction f : E �! �R est propre si son domaine est non vide et si

f (x) > �1 pour tout x 2 E:
Etant donnée une fonction f : C �! R avec ; 6= C � E; on étend f à E tout entier

en posant f (x) = +1 si x =2 C.
Cette fonction est propre par construction et dom (f) = C:

Théorème 2.5.1
Soit I un intervalle non vide de R et � : I �! R: Chacune des trois conditions

suivantes est équivalente à la convexité de � :
�(c)��(a)
c�a � �(c)��(b)

c�b 8a; b; c 2 I tels que a < b < c;
�(b)��(a)
b�a � �(c)��(a)

c�a 8a; b; c 2 I tels que a < b < c;
�(b)��(a)
b�a � �(c)��(b)

c�b 8a; b; c 2 I tels que a < b < c:
Preuve :
Il est clair que � est convexe si et seulement si pour tout a; c 2 I et t tels que :

b = ta+ (1� t) c et a < b < c on a :

� (b) � t� (a) + (1� t) � (c) :

Cette inégalité est équivalente à chacune des trois conditions suivantes :

on a :

� (b) � t� (a)� t� (c) + � (c)
� (b)� � (c) � t� (a)� t� (c)
� (c)� � (b) � t [� (c)� � (a)]
donc :

t [� (c)� � (a)] � � (c)� � (b) ;

et

� (b)� � (a) � t� (a)� � (a) + (1� t) � (c) = (1� t) [� (c)� � (a)]
donc :

� (b)� � (a) � (1� t) [� (c)� � (a)] ;

et

� (b) + t� (b) � t� (a) + (1� t) � (c) + t� (b)
t� (b)� t� (a) � (1� t) � (c) + t� (b)� � (b)
donc :

t [� (b)� � (a)] � (1� t) [� (c)� � (b)] :
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Théorème 2.5.2
Soit I un intervalle non vide de R et � : I �! R convexe.
Soient a; b; c 2 I tels que a < b < c. Alors � est continue en b et admet une dérivée à

droite et une dérivée à gauche en ce point. En autre :

� (b)� � (a)
b� a � �0� (b) � �

0

+ (b) �
� (c)� � (b)
c� b :

Corollaire 2.5.1
Une fonction convexe d�une variable réelle est continue sur l�intérieur de son domaine.

Corollaire 2.5.2
Soit I un intervalle non vide de R et � : I �! R convexe.
Alors pour tout a; b; c 2 int (I) tels que a < b < c on a :

�
0

+ (a) �
� (b)� � (a)
b� a � �0� (b) � �

0

+ (b) �
� (c)� � (b)
c� b � �0� (c) :

Si � est dérivable les deux demi-dérivées coïncident. On obtient alors des caractérisa-

tions du premier ordre.

Proposition 2.5.2
Soit I un intervalle ouvert non vide de R et � : I �! R dérivable sur I. Les trois

conditions suivantes sont équivalentes :

(a) � est convexe sur I ;

(b) (t� s)
�
�
0
(t)� �0 (s)

�
� 0 pour tout t; s 2 I ;

(c) � (t) � � (s) + (t� s) �0 (s) pour tout t; s 2 I.
Preuve :
Si � est convexe, on obtient (b) et (c) à partir du corollaire précédent. Supposons (b),

et soient a; b; c 2 I avec a < b < c.
Puisque � est dérivable et �

0
est croissante, r et s existe tels que :

a < r < b < s < c; et
� (b)� � (a)
b� a � 00 (r) � 00 (s) � � (c)� � (b)

c� b :

� est donc convexe.

Finalement, supposons (c) véri�ée, alors pour tout t 2 I,
� (t) = sups2I

h
� (s) + (t� s) �0 (s)

i
(faire s = t).

Ainsi � est convexe comme étant sup de fonctions a¢ nes.

La caractérisation du second ordre de convexité est un corollaire direct de la propo-

sition. Elle s�écrit comme suit.
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Proposition 2.5.3
Soit � : I �! R deux fois dérivable sur I intervalle ouvert non vide de R. Alors � est

convexe sur I si et seulement si �
00
(t) � 0 pour tout t 2 I:

Nous terminons notre étude en remarquant que si c = �ta+ (1� �t) b, la valeur
�t� (a) + (1� �t) � (b) correspond à l�approximation de � (c) donnée par l�interpolation

linéaire à partir des points a et b. On a le résultat suivant :

Proposition 2.5.4
Soit � : I �! R deux fois dérivable sur l�intervalle I de R. Soient a; b; c 2 I et �t 2 R

tels que c = �ta+ (1� �t) b. Désignons par J l�enveloppe convexe des trois points a; b et c.
Alors il existe d 2 int (J) tel que :

� (c) = �t� (a) + (1� �t) � (b) +
�t (1� �t)

2
(b� a) 2�00 (d) :

2.6 Fonctions convexes de plusieurs variables

Théorème 2.6.1
Soit C � Rn un convexe d�intérieur non vide et f : C �! R convexe. Alors f est

continue en tout a 2 int (C) :
Proposition 2.6.1
Soit C un convexe ouvert non vide de Rn et f : C �! R di¤érentiable sur C. Les

trois conditions suivantes sont équivalentes :

(a) f est convexe sur C ;

(b) hrf (x)�rf (y) ; x� yi � 0 pour tout x; y 2 C ;
(c) f (y) � f (x) + hrf (x) ; x� yi pour tout x; y 2 C.
Proposition 2.6.2
Soit C un convexe ouvert non vide de Rn et f : C �! R deux fois di¤érentiable sur

C. Alors f est convexe sur C si et seulement si la matrice r2f (x) est semi-dé�nie positive

pour tout x 2 C.

2.7 Stricte et forte convexité

Dé�nition 2.7.1
Soit C un convexe de E et f : C �! R, on dit que f est strictement convexe sur C

si :

f (ta+ (1� t) b) < tf (a) + (1� t) f (b) ; 8t 2 ]0; 1[ et 8a; b 2 C; a 6= b:

- Une fonction strictement convexe est convexe.
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Si f est convexe et non strictement convexe alors il existe :

a; c 2 C, a 6= c; b = �ta+ (1� �t) c avec �t 2 ]0; 1[ tels que :

f (c) = �tf (a) + (1� �t) f (b) :

- La fonction � (t) = f (ta+ (1� t) b) est convexe sur [0; 1] et � (�t) = �t� (0)+ (1� �t) � (1) :
On obtient :

f (ta+ (1� t) b) = � (t) = t� (0) + (1� t) � (1) = tf (a) + (1� t) f (b) 8t 2 [0; 1] ;

d�où la caractérisation suivantes :

Proposition 2.7.1
Soit C un convexe ouvert non vide de Rn et f : C �! R di¤érentiable sur C.
Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(a) f est strictement convexe sur C ;

(b) hrf (x)�rf (y) ; x� yi > 0 pour tout x; y 2 C; x 6= y;
(c) f (y) > f (x)+ hrf (x) ; x� yi > 0 pour tout x; y 2 C; x 6= y:
On en déduit la condition su¢ sante mais non nécessaire (considérer la fonction

f (x) = x4) du second ordre.

Proposition 2.7.2
Soit C un convexe ouvert non vide de Rn et f : C �! R deux fois di¤érentiable sur

C.

Si pour tout x 2 C la matrice r2f (x) est dé�nie positive alors f est strictement

convexe sur C.
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Chapitre 3

Optimisation convexe

3.1 Rappels d�optimisation

Sous la forme générale, un problème d�optimisation s�écrit comme suit :

min
x
[f (x) : x 2 C] : (P )

La fonction f : Rn �! R est appelée fonction objectif, l�ensemble ; 6= C � Rn est appelé
l�ensemble des solutions réalisables.

On appelle solution optimale globale de (P ), tout point �x 2 C satisfaisant

f (�x) � f (x) 8x 2 C:

L�ensemble des points �x ainsi dé�ni est noté argminC f (x) :

On dit qu�un point �x 2 C est solution optimale locale de (P ), s�il existe un voisinage
V de �x tel que :

f (�x) � f (x) 8x 2 C \ V:

L�ensemble des points �x ainsi dé�ni est noté locminC f (x) :

Nous avons toujours argminC f (x) � locminC f (x) :
Rappelons que si f est semi continue inférieurement (s.c.i) et C compact (fermé et

borné) alors argminC f (x) 6= ;:
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3.2 Condition d�optimalité

3.2.1 Le cas sans contraintes

Ici C = Rn. Le probléme est donc :

min
x
[f (x) : x 2 Rn] :

�Conditions du premier ordre
Supposons la fonction f : Rn �! R de classe C1 sur Rn:

Condition nécessaire (CN1)
Si f a un minimum local en �x alors rf (�x) = 0:

Condition su¢ sante (CS1)
Si f est convexe et rf (�x) = 0 alors f a un minimum global en �x:

�Conditions du second ordre
Supposons la fonction f : Rn �! R de classe C2 sur Rn:

Conditions nécessaires (CN2)
Si f a un minimum local en �x 2 Rn alors rf (�x) = 0 et la matrice des dérivées

secondes r2f (�x) est semi-dé�nie positive sur Rn:
Conditions su¢ santes (CS2)

Si rf (�x) = 0 et si la matrice r2f (�x) est dé�nie positive, alors f a un minimum local

en �x:

�Cas des fonctions convexes
Si f est convexe (non nécessairement di¤érentiable), alors une condition nécessaire et

su¢ sante (CNS) pour que �x soit un minimum global est 0 2 @f (�x) :

3.2.2 Le cas avec contraintes

On considère maintenant le problème :

min
x
[f (x) : x 2 C] :

Où C est un convexe de Rn et f est C1 sur un ouvert contenant C. On a les conditions
suivantes d�optimalité en un point �x 2 C:

- Condition nécessaire du premier ordre :
Si f a un minimum local sur C en �x alors hrf (x) ; x� �x i � 0 pour tout x 2 C.
- Condition su¢ sante du premier ordre :
Si f est convexe et hrf (x) ; x � �x i � 0 pour tout x 2 C alors f a un minimum

global sur C en �x:
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Notons que dans les deux cas nous avons rf (�x) 2 ~N (�x) où

~N (�x) =
n
x� 2 Rn : hx�; y � xi � 0 8y 2 ~S (�x)

o
est le cône normal à l�ensemble de niveau.

~S (�x) = fy 2 Rn tel que f (y) < f (�x)g :

On suppose maintenant que C est dé�ni comme suit :

C = fx 2 Rn : gi (x) � 0; i = 1; :::; p; hj (x) = 0; j = 1; :::; qg :

Les contraintes gi (x) � 0 sont appelées contraintes d�inégalités et les contraintes

hj (x) = 0 contraintes d�égalités.

L�obtention de conditions nécessaires d�optimalité nécessite que certaines conditions

appelées conditions de quali�cation des contraintes soient véri�ées.

Les conditions de quali�cation :
�C est un polyédre convexe

C�est le cas lorsque les fonctions gi et hj sont a¢ nes.

�Condition de Slater
La condition de quali�cation des contraintes de Slater est comme suit :

- Les fonctions gi sont convexes et les fonctions hj sont a¢ nes.

- Il existe x0 tel que gi (x0) < 0 et hj (x0) = 0 pour tout i; j:

�Condition de Mangasarian-Fromowitz
La condition de quali�cation des contraintes de Mangasarian-Fromowitz en un point

�x 2 C est comme suit :
- Les q vecteurs rhj (�x) sont linéairement indépendants.
- Il existe �d tel que hrhj (�x) ; �di = 0 pour tout j et hrgi (�x) ; �di < 0 pour tout

i 2 I (�x) :
Le théorème suivant dit de Karush-Kuhn-Tucker-Lagrange donne une condition né-

cessaire d�optimalité :

Théorème 3.2.1
Supposons que les fonctions f; gi; hj sont C1 dans un voisinage de �x 2 C et que les

contraintes véri�ent une des trois conditions de quali�cation ci-dessus.

Si f a un minimum local en �x sur C alors il existe � 2 Rp et � 2 Rq tels que :

rf (�x) +
pX
i=1

�irgi (�x) +
qX
j=1

�jrhj (�x) = 0;
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�i � 0; gi (�x) � 0; �igi (�x) = 0 8i et hj (�x) = 0 8j:

Les quantités �i et �j sont appelées multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker-Lagrange.

Lorsque le problème est convexe (f et gi convexes et hj a¢ nes) on a la condition

su¢ sante d�optimalité :

Théorème 3.2.2
Supposons que les fonctions f; gi sont C1 dans un voisinage de �x 2 C et convexe et

que les fonctions hj sont a¢ nes. S�il existe � 2 Rp et � 2 Rq tels que :

rf (�x) +
pX
i=1

�irgi (�x) +
qX
j=1

�jrhj (�x) = 0;

�i � 0; gi (�x) � 0; �igi (�x) = 0 8i et hj (�x) = 0 8j;

alors f a un minimum global en �x sur C:

On associe au problème d�optimisation :

min
x
ff (x) : gi (x) � 0; i = 1; :::; p; hj (x) = 0; j = 1; :::; qg ;

la fonction l : Rn � [0;1[p � Rq �! R dé�nie par :

l (x; �; �) = f (x) +

pX
i=1

�igi (x) +

qX
j=1

�jhj (x) :

appelée Lagrangien.

Le théorème suivant s�écrit en terme de Lagrangien comme suit :

Théorème 3.2.3
Supposons que les fonctions f , gi , hj sont C1 dans un voisinage de �x 2 C et que les

contraintes véri�ent une condition de cali�cation.

Si f a un minimum local en �x sur C alors il existe � 2 Rp et � 2 Rq tels que :

rxl (�x; �; �) = 0;r�l (�x; �; �) � 0;r�l (�x; �; �) = 0;

� � 0; h�;r�l (�x; �; �)i = 0:
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Conclusion Générale

La notion de convexité est une outil mathématique d�importance capital pour l�étude

des problèmes d�optimisation et autres.

En e¤et, les ensembles et les fonctions convexes jouissant de propriétés algébriques et

topologiques fréquement utilisées dans la caractérisation des solution optimales et même

pour la développement des procedures permettant de calculer (numériquement) ces solu-

tions.
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