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Introduction Générale

La notion d�un problème mathématique mal-posé est apparut dans les discussions

du mathématicien français J. Hadamard [2] dans son ouvrage "Lectures on Cauchy�s

Problem in Linear Partial Di¤erential Equations", après avoir introduit, une vingtaine

d�années avant, la notion d�un problème bien-posé qui doit satisfaire, d�après lui, à trois

propriétés : l�existence, l�unicité et la stabilité de la solution.

La perte d�une des propriétés dé�nit un problème dit mal-posé. C�était une étape

pour la classi�cation des models mathématiques de problèmes de physique associés à des

équations di¤érentielles.

Les méthodes générales de l�analyse mathématique ont bien était adaptées pour

la résolution des problèmes bien-posés, cependant, il n�était pas clair dans quel sens les

problèmes mal-posés pouvaient avoir solution. Plusieurs mathématiciens comme Tikho-

nov, John, Ivanov et d�autres ont travaillé sur la théorie et les méthodes de résolution des

problèmes mal-posés.

Ils ont pu donner une dé�nition mathématique précise "des solutions approchées"

pour des classes générales de ces problèmes. Aujourd�hui, ces problèmes sont un cadre de

recherche très riche.

Dans la littérature mathématique, plusieurs méthodes ont était proposées pour ré-

soudre les problèmes mal-posé, on cite "la méthode de quasi-solution" de Tikhonov, "la

méthode de quasi-réversibilité" par lattès et Lions en 1967, "la méthode de la convexité

logarithmique" développée par John (1960) et autres méthodes.

Ce mémoire, classe de problèmes mal posés, est consacré à la dé�nition d�un problème

mal-posé avec beaucoup d�exemples, et quelques méthodes de régularisation. On présente

en particulier le principe de : la méthode de Tikhonov, le "discrepancy principle" de

Morozov, la méthode de Landweber et la méthode de quasi-réversibilité.
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Chapitre 1

Dé�nition et Exemples de problèmes
mal-posés :

1.1 Dé�nition d�un problème mal-posé :

Avant de parler de problème mal-posé, il faut tout d�abord dé�nir ce qu�est un

problème bien posé. :

On a :

Au = f , A 2 L (H; F) (1.1)

H et F sont des espaces de HILBERT.

Le mathématicien français Jaques Hadamard [2] a dé�nit le concept d�un problème

bien-posé.

Dé�nition 1.1.1 : Un problème est dit bien posé (Au = f), si les trois conditions ci-

dessous sont satisfaites :

1. pour tout f 2 F il existe une solution u� 2 H:
2. pour tout f 2 F la solution u� 2 H est unique.

3. la solution u� dépend de manière continue des données.

Si l�une des 3 conditions n�est pas satisfait alors ce problème est dit mal posé.( ill-posed

en anglais).

* Bien entendu, ces notions doivent être bien précisées par le choix des espaces, ou

les Topologies, dans lesquelles les données et la solution évoluent.

* Un modèle physique étant �xé, mais en réalité les données expérimentales sont en

générale bruitées, et rien ne garantit que de telles données proviennent de ce modèle,

même pour un autre jeu de paramètres.
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* Si une solution existe, il est parfaitement concevable que des paramètres di¤érents

conduisent aux mêmes observations.

* Le fait que la solution d�un problème puisse ne pas exister, n�est pas une di¢ culté

sérieuse. Il est habituellement possible de rétablir l�existence en relaxant la notion de

solution (procédé classique en mathématiques).

* Si un problème a plusieurs solutions (non-unicité) c�est une chose plus sérieuse,

il faut un moyen de choisir entre elles. Dans ce cas, il faut ajouter des informations

supplémentaires pour minimiser le nombre des solutions (une information a priori).

* Le manque de continuité est sans doute le plus problématique, en particulier, en

vue d�une résolution approchée ou numérique. Cela veut dire qu�il n�est pas possible

(indépendamment de la méthode numérique choisie) d�approcher de façon satisfaisante

la solution du problème mal posé, puisque les données disponibles seront bruitées donc

proches mais di¤érentes des données "réelles".

1.2 Exemples de problèmes mal posés :

Exemple 1.2.1 : [13](Systeme matrice linéaire d�équations mal conditionneé)

A �X = B (1.2) 
1 10

10 100:1

!
�
 
X1

X2

!
=

 
11 + �

110:1

!
Transformé en un système linéaire d�équations :

X1 + 10X2 = 11 + �

10X1 + 100:1X2 = 110:1

� = 0 =) X1 = 1; X2 = 1

� = 0:1 =) X1 = 100:1; X2 = �9
* Une faible variation de la valeur de � conduitent à des résultats très éloignées.

Exemple 1.2.2 : (Racines réelles du polynôme)

Q (X) = X2 + 2X + S (1.3)

Donc on a deux racine réel si S � 1 et aucune racine si S > 1:

� = 4� 4S

Si S > 1 ; pas de racines.
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Si S � 1 ; deux racines distinctes.

Si S = 1 ; une racine double.

* Au voisinage de la valeur S, nous trouvons di¤érentes solutions à équation Q (X)

malgré que le changement de la valeur de S est trop petit.

Exemple 1.2.3 : (Di¤érentiation d�une fonction)
Soit f 2 C1 [0; 1]
Si fn(t) = f (t) +

1

n
sin(n2 t) , pour n!1

k fn � f k1! 0; k f 0n � f 0 k1!1

Pour plus de détail on va observer un exemple de Calcul de la dérivée :

Supposons qu�on cherche a calculer la dérivée f 0(x) d�une fonction f (x) a partir

d�une observation bruitée f �(x), telle que

jf (x)� f �(x)j < � pour tout x:

La fonction f est supposée di¤érentiable mais sur l�observation bruitée aucune hypo-

thèse n�est imposée.

Pour calculer la dérivée on pourrait utiliser l�approximation suivante :

f 0(x) � f �(x+ h)� f �(x� h)

2h

* Pour approcher la dérivée avec une grande précision, on devrait prendre h! 0.

Cependant, si h est trop petit, les erreurs de données seront ampli�ées :

f (x+ h)� f (x� h)

2h
� f �(x+ h)� f �(x� h)

2h
� O (

�

h
)

Ceci est une indication que le problème de di¤érentiation est un problème mal posé.

Exemple 1.2.4 : (Le problème de Cauchy pour l�équation de Laplace)
On considère le problème :8>>>>><>>>>>:

� U = 0 ; Y > 0

U jy=o= 0

Uy jy=o= Vn (X) =
sin(n x)

n
U= U (x; y) ; x 2 R; y > 0
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C�est clair que :

U (x; y) =
sin (n x)

2n2
(exp(ny)� exp(�ny)) (N)

(N) est une solution du problème et elle est unique (par l�unicité de la solution du

problème de Cauchy pour les équations elliptiques) .

* Cet exemple appartient à J. Hadamard, et il montre que la condition de Cauchy

peut être arbitrairement petite lorsque la solution tend vers l�in�ni quand n ! 1, pour
tout point (x; y), y > 0, x 6= n* �. Donc ce problème est mal-posé.

Exemple 1.2.5 : Le problème de Neumann pour une fonction u (x) dé�nie sur un inter-
valle [a; b] : 8><>:

u00 (x) = 0

u 0 (a) = u0

u 0 (b) = v0

Si u0 6= v0 ) @u (x) (la solution n�existe pas).
Si u0 = v0;u (x) = u0x + c = c une constante arbitraire ) la solution est

in�nie.

* Le problème n�admet pas de solution unique Donc le problème est mal-posé.

Exemple 1.2.6 : (Le problème de Cauchy)8>>><>>>:
@2u

@t2
+
@u

@x
= 0

u (x ; 0) = 0
@u

@t
(x; 0) = 1

n
exp (�n2 x)

Admet une solution de la forme :

u (x; t) =
1

n2
exp (nt)� exp (�nt)

2
exp

�
�n2 x

�
Si n ! 1, en t = 0, u tend uniformément vers 0 ainsi que sa dérivée partielle en

temps, alors que u (x; t) diverge dans chaque région pour t > 0.

Donc le problème est instable au sens de Hadamard.

* Le manque de stabilité transformé ce problème a un mal posé.

Exemple 1.2.7 : (problème de programmation linéaire)
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La fonction J (u) = u2 il faut minimiser :8><>:
0 � u1 � 2, 0 � u2 � 2

g1(u) = u1 + u2 � 1 � 0

g2(u) = �u1 � u2 + 1 � 0

On voit clairement que le problème admet une seule et unique solution u� = (1; 0).

Maintenant, on considère l�indépendance de la solution u 2 U = R2.

On a g�2 2 Z = C [0; 2] approximer a la fonction donnée g2.

On remplace g2(u) � 0 par :

g�2 (u) = �(1 + �)u1 � u2 + 1 � 0

Et on a :

pz(g2; g
�
2 ) = 2 j � j ! 0 pour � ! 0

* Quelque soit, pour � 2 (�1; 0), le problème perturbée admet une solution unique
u�� = (0; 1), et Pu(u

�; u��) =
p
2:

Exemple 1.2.8 : [10]On considère un domaine rectangulaire ] 0; L[X [ 0; h], sur lequel
on cherche un champ scalaire u connu sur les bords du domaine et satisfaisant l�équation

suivante :

y

f xy

f yh

f xL
u,xy = 0

f y0

8>>>>>><>>>>>>:

ux y = 0 dans ]0; L[X ]0; h[

u (x; 0) = fy0(x)

u (x; h) = fyh(x)

u(0; y) = fx0(y)

u (L; y) = fx L(y)
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Les solutions de l�équation aux dérivées partielles sont nécessairement de la forme :

u (x; y) = U(x) + V (y)

Si bien qu�aucune solution n�existe au problème posé si la donnée f = (fx0; fxL ; fy0,fy h)

ne satisfait pas les conditions suivantes :

fy0(x)� fyh(x) = Cy = cste et fx0(x)� fxL(x) = Cx = cste:

Il sagit ici d�un problème hyperbolique de « propagation » dans lequel on tente

d�imposer la valeur du champ sur tout le bord du domaine. En e¤et, en e¤ectuant le

changement de variables :

X =
y + x

2
; t =

y � x

2

L�équation devient l�équation des ondes : Uxx � U tt = 0

Physiquement, on conçoit que l�on ne peut imposer une valeur quelconque à

l�amplitude de l�onde à un instant donné si l�on se donne son amplitude à l�instant initial.

C�est le sens de la condition sur la donnée f .

Exemple 1.2.9 : Cette mise au point montre l�intérêt de l�utilisation d�une méthode de
régularisation.

Considérons par exemple le problème simpli�é suivant. Soit � la solution du problème

de la chaleur unidimensionnel :8>><>>:
@�

@t
+

@2�

@x2
= 0 ; sur [0; L]X [0; T ]

� (0) = �(L) = 0 ; sur [0; T ]

� (x; T ) = f(x) ; x 2 [0; L]

On connaît la condition �nale �(x; T ) = f(x) et on cherche à déterminer le champ

à l�instant initial :

g(x) = �(x; 0)

Si on note f� k;  kg l�ensemble des solutions du problème de valeurs propres :8<: �d
2 

dx2
= �  dans [0; L]

 (0) =  (L) = 0

Avec
R L 2
0k

dx = 1, alors la température peut être écrite comme combinaison linéaire
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des fonctions propres � k :

�(x; t) =
1X
k=1

v k(t) k(x):

La fonction inconnue g(x) peut également être décomposée sur la même base :

g(x) =
1X
k=1

ck k(x)

Avec :

ck =

Z L

0

g(x) k(x)d x

En remplaçant l�expression de �(x; t) dans le problème initial, on obtient le système

d�équations di¤érentielles suivant :8<:
d vk (t)

d t
+ �kvk(t) = 0 dans [0; L]

vk(0) = ck

Pour tout k. La résolution de ce système d�équations permet alors d�écrire la

température sous la forme :

�(x; t) =
1X
k=1

ck k(x)dx exp(��kt)

En utilisant cette expression, le champ �nal f(x) s�écrit :

f(x) =

1X
k=1

ck k(x) exp(��kT )

=

Z L

0

g(x)K(x; %)d %

Avec :

K(%) =
1X
k=1

exp(��kT ) k(x) k(%):

Le théorème de Picard (Engl et al, 1994) précise alors que le problème inverse admet

une solution si et seulement si :

1X
k=1

jfkj2
(exp(��kT ))2

<1

9



Où fk =
R L
0
f(x) k(x) dx La solution g(x) est dans ce cas donnée par :

g(x) =

1X
k=1

fk k(x)

exp(��kT )

* Cette dernière expression donne un éclairage sur la nature mal posée du problème.

Si une petite perturbation est ajoutée aux données, telle que f � = f + �  k, on obtient la

solution perturbée g� = g+ �  k exp(�kT ). Or, pour tout opérateur auto-adjoint d�inverse

compact (tel que le Laplacien), les valeurs propres �k tendent vers l�in�ni :

lim
k!+1

�k = +1:

Exemple 1.2.10 : Considérons l�équation di¤érentielle :(
u 0 (x) = u (x) � 1

u (0) = 0

Cette équation admet comme solution :

u (x) = exp(x)� 1

Si la condition initiale est donnée par u(0) = %

La solution est alors :

v (x) = (1 + %) exp(x)� 1

De sorte que la di¤érence s�écrit :

v (x)� u (x) = % exp(x)

Si x varie dans l�intervalle [0; 30], on a :

v (30)� u (30) = % exp(30) ' 1013

Si la précision des calculs est de 10�10; le problème est numériquement mal posé.

* La perturbation de la précision des calculs cause des erreurs dans les résultats, ce

qui rend le problème mal posé.

Exemple 1.2.11 Soit le problème suivant :

Au = f

10



A 2 L (H; F ); H; F des espaces de Hilbert.
* Si A est compact et R(A) est non fermé =) A�1est non borné =) la troisième (la

continuité) n�est pas véri�ée.

Alors Le problème reste mal posé.
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Chapitre 2

Quelques Méthodes de régularisation
de problèmes mal posés :

2.1 Méthode de Tikhonov :

Théorème 2.1.1 : Considérons le problème :

A x = y (1)

Pour trouver la solution de l�équation A x = y, l�idée était de faire la régularisation

(c-à-d : pour trouver la solution de l�équation (1), on trouve la solution d�une autre équa-

tion avec paramètre � ( � trés petit ) telle que la limite de la deuxième solution soit une

solution de l�équation (1) ).

On note que : U (X) est un ensemble de tous les sous-espaces fermés dans X.

R est un opérateur continu en y si :

k y 0 � y k�! 0 =) d(Ry0; R y) �! 0

La famille des opérateurs continus R� est dans le voisinage de AXM :

R� : AXM �! U (X)

12



R� : la régularisation de l�équation (1) dans XM alors :

lim
�!0

R� A x = x pour x 2 XM (2)

Où : � est un paramètre positif.

Dé�nition 2.1.2 :
On choisit un sous-ensemble XM � X . XM s�appelle " classe correctrice" s�il

y a les deux conditions suivantes :

1) La solution est unique dans XM . C-à-d :

Ax = Ax0 =) x = x0

2) La solution x 2 XM est stable. C-à-d :

k Ax� Ax0 k�! 0 =)k x � x0 k�! 0

! est une fonction telle que :

k x� x0 k� ! k Ax� Ax0 kY

Cette relation s�appelle "estimation de stabilité" :

Si :

k Ax� Ax0 kX�! 0 =) ! k Ax� Ax0 kY�! 0 =)k x� x0 k�! 0

Donc : on a la stabilité.

Proposition 2.1.3 : XM est compact et la solution est unique alors : la solution est

stable.

Construction de la régularisation :

Nous décrivons en général la méthode qui s�appelle "la stabilisation fonctionnelle"

dé�nie par Tikhonov. On considère que � est la stabilisation fonctionnelle pour la classe

correctrice XM s�il y a les deux conditions suivantes :

1- � semi-continu inférieurement sur X.

2- La partie XM; � = fx 2 XM , �(x) � � g est bornée dans X , 8� .
On considère le problème suivant :(

min (kAv � yk2Y ) + � �(v))

v 2 XM

(s)

13



Lemme 2.1.4 : Si XM; � est compact dans X , 8� . Alors R�(y) solution du problème (s)

existe et R� est la régularisation .

Proposition 2.1.5 : Soit :

�(v; y) =k Av � y k2Y +��(v)

Est semi-continu inférieurement.

La régularisation de Tikhonov devient un problème d�optimisation donc la solution

est un point minimal. On a d�après le lemme précédant :

Si XM; � est compact dans X , 8� , alors : R�(y) la solution du problème existe

et R� est la régularisation. Et Si X ; Y sont deux espaces de Hilbert, x 0 2 X et

M (v) =k v � x0 k2X , donc le problème :

(min k Av � y k2Y +�M(v))

Admet un minimum unique R�(y) qui est une solution unique de ces problèmes tel

que R�est la régularisation.

Dans la régularisation de Tikhonov [13] en transforme l�équation de deuxième ordre

en un problème d�optimisation.

On trouve la solution exacte u par la transformation de Fourier telle que :

u (x; t) =
1p
2�

Z +1

�1
exp(i �t)

v (x; �)

v (1; �)
ĝ(�)d �

Et la solution approchée est un point minimal du problème d�optimisation.

(ii) On trouve la solution exacte u par la transformation de Fourier telle que :

u (x; t) =
1p
2�

Z +1

�1
exp(i �t)

v (x; �)

v (1; �)
ĝ(�)d �

Du problème :8><>:
a (x)uxx + b (x)ux + c (x)u x > 0, t > 0

et u (0; t) = f (t) , L2(R) , t � 0
et u (x; 0) ; x � 0

14



Mais la solution approchée de ces problèmes par régularisation de Tikhonov est une

fonction h (x; t) telle que :

h (x; t) =
1p
2�

Z +1

�1
exp(i � t)

v (x; �)

v (1; �)

1 + �2
����v (x; �)v (1; �)

����2 ĝ�(�) d� tel que � =
�

E

h(x; t) =
1p
2�

Z +1

�1
exp(i � t)

v (x; �)

v (1; �)

1 + �2
����v (x; �)v (1; �)

����2 d�
C�est une solution approchée par la méthode de Tikhonov. L�estimation da stabilité

est du type Hölder :

k u(x; :)� u�(x; :) k � C �
A(x)
A(1)E(1�

A(x)
A(1)

) ; 0 < x < 1

2.2 Méthode de quasi-réversibilité :

La méthode de quasi-réversibilité (Q.R.) à été introduite par R. Lattès et J.-L. Lions

[5].

L�idée générale de la méthode est de remplacer le problème original mal posé par un

problème approché bien posé (Exemple : l�appliquer de di¤érentes façons à l�équation de

la chaleur, puis au système de Lorenz...), et ensuite d�utiliser les solutions de ce nouveau

problème pour construire des solutions approchées du problème de départ (les solutions

sont petites et dégénérent aux bords, "les solutions sont les opérateurs").

Ces opérateurs ainsi modi�és, sont généralement d�ordre di¤érent de l�opérateur initial

et de même nature ou non.

Condition de Régularisation :

Dé�nition 2.2.1 : Soit A un opérateur auto-ajoint (A > 0) sur un espace de Hilbert

H.

Et soient V et H deux espaces de Hilbert avec V � H tel que V dense dans H.

Soit V 0dual de V tel que V � H � V 0

Soit :

D(A(t)) = fu=u 2 V ; A(t)u 2 H g
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Donc A(t) de l�opérateur dans H muni de la norme :

j u jD(A(t))= (k u k2 + j A(t)u j2)
1
2

Est un espace de Hilbert.

Donc

D(A(t)) � H � D(A(t))
0

8 u 2 H, t �! A(t) u on déduit :

k A(t) u k�M k u k

Soit A(t) 2 L (V ; V 0) :

9�; � >0 ; A(t)u+ � j u j2� � k u k2 , 8u 2 V

Nous considérons le problème de trouver une u : [0; T ] �! H telle que :(
u0(t) + Au(t) = 0 ; 0 < t < T

u (T ) = f
(P)

Pour certains f prescrit de la valeur �nale en H. Ce problème est mal-posé, c�est-

à-dire même si la solution unique existe sur [0; T ], elle ne dépend pas en continuité de la

valeur �nale f .

Théorème 2.2.2 : Soient z et I :(
z 2 L2 ([0; T ] ; V 0)

I 2 H , I la valeur initiale

Il existe unique u véri�ant : u 2 L2 ([0; T ] ; V ) u0 =
@u

@t
2 L2 ([0; T ] ; V

0)

Donc : (
u0(t) + A(t)u = z

u(0) = I
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D�après le théorème 1 : si z = 0 donc :(
u0(t) + A(t) u = 0

u (0) = I

Avec u 2 L2 ([0; T ] ; V ) u0 2 L2 ([0; T ] ; V
0) alors f 2 H

On pose

J(I) =j u(T; I) � f j2

D�après le théorème 1 on a :

inf
I2H

J(I) = 0

Dans la méthode originale de quasi- réversibilité [5] Lattes et Lions approximatif

(P)

On remplace le problème original par le problème (P 0) :(
u0�(t) + A u�(t)� �A2u�(t) = 0 ; 0 < t < T

u�(T ) = f
(P 0)

Pour chaque � > 0 et :(
u� 2 L2 ( [0; T ] ; D ( A (t)))

u0� 2 L2
�
[0; T ] ; D ( A (t))0

�
Où l�operateur A est remplacée par une perturbation, dans ce cas par A� �A2.

Remarque 2.2.3 (fondamentale) : Ils montrent que :
V�(t) converge vers f lorsque � �! 0 , pour t < T

En e¤et, on a : (
u0� + Au� � �A2u� = 0

u0�(T ) = f
(P )

Et : (
V 0
� (t) + AV�(t) = 0 ; 0 < t < T

V�(0) = u�(0)
(P 0)

Ils utilisent la valeur initiale V�(0) = u�(0) dans (p0)
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Et trouvent :

u�(A; t) = exp(�(�A2 � A)(T � t)) f (A)

D�où

u�(A; 0) = exp(�(�A2 � A)T ) f (A)

Alors

V�(A; t) = exp(��A2T ) exp(A(T � t)) f (A)

Donc

V�(T ) = exp(��A2T ) f (A)

Or , lorsque � �! 0; exp(��A2T ) f (A) �! f (A) dans H.

Dans le cas générale nous prouvons que V�(T)�!f lorsque � �!0.

Dé�nition 2.2.4 : Miller [7] traite ce problème de grande norme par trouver les pertur-
bations optimales de l�operateur A.

Il a¢ rme qu�il devrait être possible de faire la norme de l�ordre de ��A2T plutôt que
exp(��A2T ) et dérive des conditions sur la perturbation f (A) pour obtenir les meilleurs
résultats possibles.

Comme dans les procédés ci-dessus, il approche (P) avec :(
v 0(t) + f (A)v (t ) = 0; 0 < t < T

v (T ) = f

Et résout encore le problème en utilisant v(0) comme condition initiale. Miller appelle

cette stabilité la quasi-réversibilité.

Il approche le problème :(
u0(t ) + Au (t )�Bu (t ) = 0 ; 0 < t < T

u (0) = f

Avec : (
u0(t ) + Au (t ) �Bu (t ) = 0 ; 0 < t < T

u (0) + � u (T ) = f
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Où B est une famille d�opérateurs équivalents à A, au sens :(
D (B(t)) = D (A(t))

j B( t )u j� C j A( t )u j , 8 u 2 D(A(t))

Exemple 2.2.5 : (Problème de Neumann)
Soit le problème de Neumann : comme ci-dessus pour tout � > 0, On utilise la valeur

initiale u0 = v�(0) :8>>>><>>>>:
@u

@t
+ Au ( t ) = 0

u (x; 0) = I
@u(x; t)

@VA
=
Pn

i;j >1Ai j
@u

@xj
cos(VA; xi) = 0 sur 


Dans ce cas, D(A(t)) dépend (en générale) de t ,on prendra comme problème QR :8>>><>>>:
@u�
@t

� �A2u0�(t) + A u�(t) = 0

u�(x; T ) = f (x)
@u�
@VA

= 0 sur 
;
@

@VA
A u�(t) = 0 sur 


Exemple 2.2.6 : (Ordre supérieur)
Nous considérons u dé�nie par :8>>><>>>:

@u

@t
+ A2 u (t ) = 0 x 2 
 , t > 0
u (x; 0) = I(x) x 2 


u j = 0
@u

@V
j = 0

Ce problème entre dans le cadre d�ordre supérieur, de la façon suivante, on rappelle

que :

H2(
) = fu=u; @u

@xi
;

@2u

@xi@xj
2 L2(
);8i; jg

Espace de Hilbert pour la norme :

(j u j2 +
nX
i=1

j @u
@xi

j2 +
nX

i;j=1

j @2u

@xi@xj
j2) 12
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SoitH 2
0(
) adhérence deD(
) dansH

2(
):

On prend, avec les notation du Ordre supérieur : V = H 2
0(
)

Le problème noter pour cela que :

H2
0 (
) = fu=u 2 H2(
); u j = 0;

@u

@V
j = 0g

La méthode Q.R, donne alors :8>>>>>>><>>>>>>>:

@u�
@t

� �A4u0�(t) + A2u�(t) = 0

u�(T ) = f

u j = 0
@u

@V
j = 0

A2u� j = 0
@

@V
A2u� j = 0

2.3 Méthode de Landweber :

Les méthodes itératives sont des méthodes qui construisent une suite de solutions

approchées qui (dans le cas non bruité) convergent vers la solution désirée.

Dans le contexte des problèmes inverses la situation est plus compliquée : en présence

de bruit, la suite construite par la méthode itérative ne converge pas, en général, vers une

solution du problème de départ.

Il est, encore une fois, nécessaire de régulariser le processus itératif, et c�est l�indice

d�itération lui-même qui joue le rôle de paramètre de régularisation.

En d�autres termes, il convient d�arrêter les itérations plus tôt qu�on ne le ferait dans

un cas non bruité.

Dé�nition 2.3.1 : Landweber [4] écrit l�équation K x = y sous la forme :

x = (I � � K*K)x+ � K*y

Pour � > 0 Le schéma itératif de cette équation est le suivant :

x0 = 0 et xm = (I�� K*K)xm�1+� K*y (1)

Pour m = 1; 2; ::::
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Lemme 2.3.2 : Soit la suite (xm) dé�nie par (1)
Et on dé�nit la fonctionnelle 	 : X �! R par :

	(x) =
1

2
k K x� y k2; x 2 X:

Alors 	 est di¤érentiable au sens de Fréchet pour tout z 2 X et :

	 0(x)x = Re (K z�y;K x) = Re (K*(K z�y); x) ; x 2 X (2)

La fonctionnelle linéaire 	0(x) peut être identi�é avecK*(K z�y) 2 X sur l�espace de

Hilbert X.

Il est facile de voir la forme explicite xm = Rmy , où l�opérateur Rm : Y �! X est

dé�ni par :

Rm = �
m�1X
k=0

(I��K*K)KK*; m = 1; 2; :::: (3)

Théorème 2.3.3 :

a) Soit K : Y �! X un opérateur compact et soit 0 < � <
1

k K k2 , on dé�nit les

opérateurs linéaires et bornés Rm : Y �! X par (3).

Ces opérateurs dé�nissent une stratégie de régularisation de paramètre :

� =
1

m
; m 2 N et k Rm k�

p
a m

:

La suite xm; � = Rmy
� est calculée par les itérations suivantes :

x0; � = 0 et xm; � = (I � a K*K)xm�1; � + � K*y�

Pour m = 1; 2; :::Toute stratégie m (�) �!1(� �! 0) avec �2m(�) �! 0(� �! 0)

est admissible.

b) Soit x = K� z 2 Im (K�) avec kz k � E et 0 < c1 < c2, pour chaque choix

m ( � ) avec c1E� � m(�) � c2
E
�
, l�estimation suivante est véri�ée :

k xm; � � x k� c3
p
� E

Pour c3 qui dépend de c1, c2 et �. Alors l�itération de Landweber est optimale pour

k (K*)�1x k� E.
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c) Maintenant, soit x = K �K z 2 Im(K*K), k z k� E et 0 < c1 < c2, pour chaque

choix m(�) avec c1(E� )
2
3 � m(�) � c2(

E
�
)
2
3 , on a :

k xm; � � x k� c3E
1
3 �

2
3

Pour c3 qui dépend de c1 , c2 et �. Pour cela, l�itération de Landweber est aussi

optimale pour

k (K �K)�1x k� E

*) Pour cette méthode, on observe qu�une haute précision demande un nombre large

m d�itérations mais la stabilité nous force à garde le plus petit possible.

2.4 Principe de Morozov :

On donne ici un exemple de méthode de choix a posteriori du paramètre de régula-

risation. On expose la plus classique de celles-ci, "the discrepancy principle" de Morozov

[8], ou le principe de décalage de Morozov. On présente un principe base sur la méthode

de régularisation Tikhonov.

Dé�nition 2.4.1 : On assume que K : X �! Y est un opérateur compact et injec-

tif dé�ni entre les deux espaces de Hilbert X et Y avec une image dense Im(K) � Y .

En étudie encore l�équation Kx = y , y 2 Y

On calcule maintenant le paramètre de régularisation � = �(�) > 0 ; tel que la

solution de Tikhonov correspondante est la solution de l�équation :

� x�; � +K*K x�; � = K*y

Et elle est le minimum de :

J�(x) =k K x� y k2 +� k x k2

Qui satisfait a l�équation :

k K x�; � � y� k= �

On note que le choix de � par le principe de décalage garantit d�une part que l�erreur
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est � d�autre part � est très petit.

Théorème 2.4.2 : Soit K : X ! Y est un opérateur linéaire compact à image dense dans

Y .

Soit K x = y, x 2 X, y 2 Y , y� 2 Y tels que :

k y� � y k� � < ky� k

Soit x�(�) la solution de Tikhonov satisfaisant k K x�(�);��y� k = � , pour tout

� 2 (0; �0) Alors :
a)x�(�);� ! x pour � ! 0. Donc le principe de décalage est admissible.

b) Soit x = K*z 2 K*(Y ) avec k z k� E, alors :

k x�(�);� � x k� 2
p
� E

Pour cela "the discrepancy principle" est une stratégie de régularisation optimale sous

la condition k (K*)�1x k� E.

La détermination de �(�) est équivalente au problème de trouver la racine de la fonc-

tion monotone :

� (�) =k K x�(�);� � y� k2 ��2

Pour � �xé. Ce n�est pas nécessaire de satisfaire l�équation k K x�(�);� � y� k = � ,

exactement, une inclusion de la forme :

c1 �k K x�(�);� � y� k� c2�

est su¢ sante pour prouver les assertions du théorème précédent.

Dans le théorème suivant, on prouve que l�ordre de convergence O
�p

�
�
est meilleur

pour le principe de décalage de Morozov.

Théorème 2.4.3 : Soit K un opérateur compact et soit �(�) choisit par le principe de

décalage. On assume que pour tout x 2 Im(K*K), y = Kx 6=0 et pour toute suite �n ! 0

et y�n 2 Y , tel que k y � y�n k� �n et k y�n k> �n pour tout n. La solution de Tikhonov

correspondante xn = x�(�n); �n, converge vers x plus vite que
p
�nvers zéro, donc :

1p
�n
k xn � x kn!1! 0

Alors l�image Im (K) est de dimension �ni.

Des e¤orts énormes sont faits pour modi�er le principe de décalage original.
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Conclusion Générale

Dans ce mémoire, nous examinons les problèmes mal posés, où nous avons introduit

la dé�nition de J Hadamard pour le problème bien posé. Ses conditions sont l�existence,

l�unicité et la continuité par rapport aux données. L�absence de l�une de ces conditions

dé�nit un problème mal posé.

Face à ces problèmes mal posés, nous présontons l�utilisation de quelques méthodes de

régularisation telles que : Méthode de Tikhonov, Méthode de Quasi-Réversibilité, Méthode

de Landweber, Pricipe de Morozov, L�objectif étant d�obtenir des résultats corrects et

convergents avec estimation de l�erreur.

Ces régularisations nous aideront à surmonter les problèmes rencontrés dans le do-

maine appliqué.

Mots-clés : problème mal posé, opérateur auto-adjoint, opérateur inversible, Mé-
thode de Tikhonov, Méthode de Quasi-Réversibilité, Méthode de Landweber, Principe de

Morozov, Les espaces, Les normes, La compacité .
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