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Résumé

Dans ce travail nous présentons quelques méthodes pour calculer le nombre
de points d’une courbe elliptique E définie sur un corps fini (F;) donnée par
I’equation de Weierstrass

Y?=X’+AX + B
avec A,B € F,.

Dans le premier chapitre nous présentons les notions de Géométrie Algébrique
qui nous sont nécessaires pour définir les courbes elliptiques et établir la loi
de groupe sur ’ensemble de leurs points rationnels, ce que I’on fait au cha-
pitre deux.

Dans le troisieme chapitre, on s’intéresse au cas ou le corps de base est un
corps fini, obtenant du coup un groupe fini, celui des points rationnels. Ici
le résultat principal est le théoreme de Hasse qui permet de situer 1’ordre de
ce groupe dans un intervalle précis. Ce théoreme sera un ingrédient
essentiel dans I’algorithme de Schoof.

Dans le chapitre quatre, on présente d’abord quelques méthodes pour cal-
culer le cardinal des points rationnels en insistant sur celle de Lang-Trotter
et celle du Baby Step-Giant Step qui existaient avant 1’algorithme de Schoof
et qui n’étaient efficaces que pour des corps finis de taille pas trop grande.

Enfin nous présentons I’algorithme de Schoof en détail et nous [I’illustrons
avec quelques exemples.



Abstract

In this work we pres ent some methods to calculate the number of points an
elliptic curve E defined over a finite field (F,) given by equation Weierstrass :

Y?=X’+AX + B
avec A,B € F,.

In the first chapter we introduce the concepts of algebraic geometry that
we are required to define elliptic curves and establish the group law on the
set of their rational points, that we made in chapter two

In the third chapter, we are interested in cases where the base is a finite
field. Here the main result is the theorem of Hasse that ranks the order of
this group in a specific interval. This theorem will b e an essential ingredient
in the algorithm schoof

In chapter four, we first present some methods to calcu late the
cardinal rational points emphasizing the Lang -Trotter and that of Baby
Step-Giant Step that existed before algorithm Schoof and were only effective
for fi nished bod y size not too big.

Finally, we present algorithm Schoof in detail and illustrate with some examples.
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Introduction Générale

Les courbes elliptiques sont un sujet d’étude classique (et toujours mo-
derne) en Géométrie Algébrique et en Géométrie Arithmétique. Depuis le
milieu des années quatre vingt, elles ont vu leur importance s’accroitre a
cause de leurs nombreuses applications en Cryptographie [4, 5, 10]. Etant
donnée une courbe elliptique sur un corps K, on peut définir sur I’ensemble
de ses points rationnels une structure de groupe abélien. Si le corps K est fini,
ce groupe est fini et on peut 1'utiliser comme base pour des protocoles cryp-
tographiques assurant la sécurité et la confidentialité des données. De plus la
richesse des courbes elliptiques est telle que la sécurité de ces protocoles est
bien supérieure a celle de protocoles basés sur des groupes plus classiques.
La connaissance du nombre de points rationnels de la courbe sur le corps fini
est donc importante tant d'un point de vue théorique que pratique. Dans ce
mémoire nous présentons quelques méthodes pour calculer ce nombre et nous
détaillons 'algorithme de Schoof [13, 14] qui est considéré comme le premier
algorithme déterministe a complexité polynomiale et donc comme étant trés
rapide. Un algorithme plus récent, 'AES (pour Atkin-Elkies-Schoof) [1], est
apparemment beaucoup plus rapide mais nous n’en parlerons pas du tout
dans ce travail qui est organisé comme suit. Dans le premier chapitre nous
présentons les notions de Géométrie Algébrique qui nous sont nécessaires
pour définir les courbes elliptiques et établir la loi de groupe sur ’ensemble
de leurs points rationnels, ce que 'on fait au chapitre deux. Dans le troi-
sieme chapitre, on s’intéresse au cas ou le corps de base est un corps fini,
obtenant du coup un groupe fini, celui des points rationnels. Ici le résultat
principal est le théoreme de Hasse qui permet de situer 'ordre de ce groupe
dans un intervalle précis. Ce théoreme sera un ingrédient essentiel dans ’al-
gorithme de Schoof. Dans le chapitre quatre, on présente d’abord quelques
méthodes pour calculer le cardinal des points rationnels en insistant sur celle
de Lang-Trotter [8] et celle du Baby Step-Giant Step [1, 4] qui existaient



avant 'algorithme de Schoof et qui n’étaient efficaces que pour des corps
finis de taille pas trop grande. Enfin nous présentons ’algorithme de Schoof
en détail et nous Il'illustrons avec quelques exemples.



Chapitre 1

Courbes Algébriques

Ce premier chapitre peut étre considéré comme un mini cours de Géométrie
algébrique. Notre présentation est inspirée de Fulton [3] et des premiers cha-
pitres de Silvermann [15]. Pour le c6té algébrique nous renvoyons a 1’Algebra
de Lang [7]. Le sujet étant difficile nous nous concentrons sur les courbes
algébriques qui sont les seules variétés qui nous intéressent ici. Nous les
définissons comme lieu de zéros de polynémes (en fait d’un polynoéme) aussi
bien dans le plan affine que dans le plan projectif. Nous insistons sur le fait
qu'une courbe projective est la réunion d’une courbe affine plus des points
a l'infini, ce qui simplifie beaucoup la présentation et les calculs puisqu’une
courbe affine plane est déterminée par un polynome irréductible a deux va-
riables (au lieu de trois pour une courbe projective). Ceci facilite aussi le trai-
tement des notions de fonction rationnelle et de point singulier sur la courbe.
Le résultat principal de ce premier chapitre est le théoreme de Riemann-Roch
qui permet de calculer la dimension de certains espace vectoriels définis a par-
tir de diviseurs sur la courbe et qui permet de savoir s’il y a telle ou telle
fonction sur la courbe avec un nombre donné de zéros et de poles. Un diviseur
particulier sur la courbe s’avere étre le diviseur canonique que l'on forme en
utilisant les différentielles (algébriques). Il intervient de maniere essentielle
dans I’énoncé du théoreme de Riemann-Roch. Tout ceci se passant sur un
corps algébriquement clos, nous expliquons, a la fin du chapitre, les chan-
gements qu’on doit effectuer quand le corps n’est plus algébriquement clos,
concernant par exemple les points rationnels de la courbe sur son corps de
définition.



1.1 Courbes Affines

Soit K un corps algébriquement clos. L’espace affine sur K est :
A? = A(K) = {(z,y), 7,y € K}

Si P = (a,b) € A% a et b sont les coordonnées du point P. Pour toute partie
S C K[X,Y] de 'anneau des polynommes & deux variables, on pose :

Z(S)={P c A*/F(P)=0,YF € S}

Définition 1.1.1 : Les ensembles de la forme Z(S) pour S C K[X,Y] sont
les ensembles algébriques de A?.

Il est clair que si I(.S) est I'idéal de 'anneau K[X, Y] engendré par S, alors :

Si V est un ensemble algébrique de A2, son idéal est :
I(V)={F e KIX,)Y]/F(P)=0,YP eV}

SiV = Z(J), le théoreme des zéros de Hilbert permet de préciser la relation
entre J et I(V) :
1(Z(]) =VJ

avec

VI={FeK[X,Y]/In>0,F"eJ}

le radical de J.
comme K[X,Y] est noethérien, tout idéal J est de type fini (i.e engendré par
un nombre fini de polynémes) :

J=<Fy,...F.>F € KIX)Y]
et done :
V=2(J)={PeA/F(P)=0,...,F(P)=0}

est I’ensemble des zéros d'un nombre fini de polynémes. Pour un ensemble
algébrique général de A% on va montrer que r = 1 (et on précisera le sens



du mot ”général”).
Parmi les ensembles algébriques de A%, il y a d’abord @) et A tout entier

0 =Z(K[X,Y])

A* = Z((0))

(0) etant l'idéal de K[X,Y| engendré par le polynome nul : F(X,Y) =0. 1l
y a aussi les points P = (a,b) :

P=Z((X —aY —b))

avec (X —a,Y —b) I'idéal engendré par X —a et Y —b. On vérifie facilement
que la réunion finie et l'intersection d’ensembles algébriques est aussi un
ensemble algébrique. Tout réunion finie de points est donc aussi un ensemble
algébrique. Nous dirons qu'un ensemble algébrique de A? est "général” s’il
est différent de (), A? on toute réunion finie de points.

Proposition 1.1.1 : Soit V C A? un ensemble algébrique "général” de AZ.
Alors il existe F' € K[X,Y] tel que :

V ={P e A2/F(P) =0}

Preuve : Remarquons d’abord que Z((F,G)) = Z(F) N Z(G) ou F et G
sont deux polynomes dans K[X,Y] et (F G) est 'idéal engendré par F et
G. Montrons alors (en suivant Fulton [3]) que si F' et G n’ont pas de facteur
commun, alors Z((F,G)) = Z(F) N Z(G) est formé d’'un ensemble fini de
points. On regarde F, G € K[X,Y] comme des éléments de F/(X)[Y] qui est
un anneau principal(F(X) est le corps des fractions de F'[X]), et dans lequel
I’analogue de ’algorithme d’Euclide étendu a lieu. Comme F' et G n’ont pas
de facteur commun dans F'(X)[Y], il existe U,V dans K(X)[Y] tels que :

UF+VG=1
En reduisant au méme dénominateur, on peut trouver D € K[X] tel que :
DUF +DVG =D

Posons A = DU et B = DV. Donc AF+ BG = D. Si P = (a,b) € Z((F,Q))
alors D(a) = 0. Comme D n’a qu’un nombre fini de zéros, les a possibles sont
en nombre fini. En remplacant X par Y dans toute la discussion précédente,

7



le nombre de b possibles est aussi fini. Ainsi le nombre de points P = (a, b)
dans Z((F,G)) est fini.Soit maintenant V' un ensemble algébrique général de
A?. On sait que

V: Z(Fl,...,Fr>

avec F; € K[X,Y],i = 1,...,r. Siles F; ont un facteur commun F', alors
V = Z(F). Sinon, on applique le résultat précedent et on obtient :
V=ZF)Nn...nZ(F,)

qui constitue un nombre fini de points et donc V' ne serait pas ”général”.
Un ensemble algébrique V' de A? est irréductible si on ne peut pas 'ecrire

V =V,UV, avec V; ; Vet V, ;Cé V' des ensembles algébriques. De maniére

équivalente V' est irréductible si I(V') est un idéal premier de K[X,Y].

Définition 1.1.2 Une courbe algébrique affine C' (plane) est un ensemble
algébrique de A? qui est général et irréductible.

On sait qu'un ensemble algébrique V' de A? sécrit :
V =Z(F)

avec ' € K[X,Y]. Ce dernier anncau est un UFD (unique factorisation
domain). Cela veut dire que tout polynome est produit unique de polynomes
irréductibles :

avec les F; irréductibles. Si V' = C' est une courbe affine, il n ya qu'un seul
facteur ( car C est irréductible et Z(FG) = Z(F)U Z(G)) F = F". Donc
C=Z(F)=Z(F") = Z(F). Autrement dit pour une courbe affine C, on
peut toujours trouver un polynome irréductible F' tel que :

C={PecA*F(P)=0}

Ceci nous amene a une deuxieme définition d’une courbe qui parait beaucoup
plus agréable que la premiere :

Définition 1.1.3 : Une courbe algébrique affine (plane) est le lieu des zéros
d’un polynome irréductible F € K[X,Y] :

C ={PcA*/F(P)=0}

C={(z,y) € K*/F(z,y) = 0}



Remarquer qu'une courbe C' a une nombre infini de points (K algébriquement
clos). Remarquer aussi que si F' est irréductible alors C' = Z(F) = I(C) =
(F). (En général V = Z(F) irréductible % F' irréductible, la réciproque
est comme on vient de le voir vraie : F irréductible = I(C') = (F') premier
= C = Z(F) irréductible ). La définition d’un courbe affine fait intervenir es-
sentiellement la notion de polynome irréductible. On peut donc se demander
comment savoir si ' € K[X,Y] est irréductible. Pour cela on peut montrer
directement que F' ne peut pas sécrire F' = G.H avec G, H € K[X,Y] ou
alors utiliser I'un des criteres d’irréductibilité, par exemple celui d’Eisenstein :

Proposition 1.1.2 (Critére d’irréductibilité d’Fisenstein) : Soit R un an-
neau d’unique factorisation (UFD) et soit F(X) = > ja; X" € R[X] un
polynome. S’il existe p € R irréductible tel que :

1. p divise a;,Vi #n

2. p ne divise pas a,,

3. p? ne divise pas aq

alors F' est un polynome irréductible.

Preuve : Supposons les proprietés 1,2, 3 satisfaites et

s t
F(X) = (Z bin)(Z ¢ X")
i=0 i=0

avec s > 0 et t > 0. Comme ag = bycy , on a que p divise soit by , soit ¢y mais
pas les deux (1 et 3). Supposons que p divise by mais pas ¢o. Donc p ne divise
pas a, = Y. bic,—; et donc p ne peut pas diviser tous les ¢;. Soit & minimun
tel que p ne divise pas ¢,. Mais on a a; = > . bcx—; qui est divisible par
p (par 2), mais p ne divise pas by et ne divise pas ¢, contradiction. On doit
donc avoir soit s = 0, soit t = 0.

En utilisant I'isomorphisme K[X|[Y] = K[X,Y] on applique ce critere dans
R[Y] avec R = K[X] (qui est un UFD).

Exemple 1.1.1 : Soit F(X) = X2 +Y? -1 € K[X,Y]. Supposons que
F(X)=(aX +bY +¢)(a X +bY +¢)
=ad' X%+ (ab +ba)XY + 00 Y? + (ac + ca)X + (b +b¢c)Y 4 c¢

On doit donc avoir :

/

aad =bh =1



cc = —1
ab +ba =ac +dc=bc +bc=0
ac +adc=0=acc+ad?=0=>d?=a
ab +ba =0=abb+b’a =0=ba =—a

donc ' (2 4+ b?) = 0, contradiction puisque a # 0,b # 0 et ¢ # 0. (ad =
1,bb = 1,¢¢ = —1). Le polynéme F(X) est donc irréductible. Il définit la
courbe affine (le cercle) :

C=Z(X*+Y?*-1)

Exemple 1.1.2 : Dans cet exemple nous allons utiliser le critere d’Fisen-
stem._Soz't K =T, un corps fini avec ¢ = p™ (p un nombre premier) et soit
K =T, la cloture algébrique de F,. Soit dans K[X,Y]

F(X)= X7 yyett 1
— yatl 4 xatl _q
= aq+1Yq+1 + ag

avec agp1 =1 et ag = X —1 et a; = 0 pouri # 0,q+1 vu comme polynome
en Y a coefficients dans K[X]. Soit P = X +1 € K[X]. P est clairement
irréductible dans K[X].

St K est de caractéristique 2 alors on a :
q .
X4 1=X"" - 1= (X -1)()_X7)
i=0

et donc X + 1 divise ag mais pas aqy1 et comme

q

D U=q+1=1#0

1=0

On voit que (X — 1)? ne divise pas ag. Par le critére d’Eisenstein, F est
irréductible. Si car K # 2, on doit avoir ¢ + 1 = 2r pour un certain entier r
(q impair). Donc

X 41 =X 4+ 1=(X"+1)(X"—1)

10



r—1
=X+ )X -1)) X'
=0
Donc X — 1 divise ag mais pas ag41. De plus (X — 1)? ne divise clairement
pas ag et donc F' est irréductible. On a ainsi la courbe
C=Z(X +yrtt —1)
sur K =T,

Définition 1.1.4 : Soit C' une courbe affine. L’anneau quotient K[C| =

KXY , , : PR
I[(d) L est appelé l'anneau des coordonnées (ou l’anneau des fonctions réguliéres

sur C').

Comme I(C') est un idéal premier, K[C] est un anneau intégre (sans diviseurs
de zéro : ab =0 = a = 0 ou b = 0). Un élément f de K[C] est une classe
d’équivalence modulo I(C') :

f=F+I1(C)=F (mod I(C))
et f peut -étre vue comme une fonction sur C' :

f:¢ — K
P — f(P)=F(P).

Définition 1.1.5 : Une fonction réguliere sur C' est une application
f:C— K.
telle qu’il existe F € K[X,Y] avec f = F), (ie f(P) = F(P),YP e C).

Les fonctions régulieres sur C' sont donc les éléments f € K[C] ( ceci explique
pourquoi K[C] est appelé 'anneau des fonctions réguliers). Comme K[C] est
integre, il a un corps des fractions qu’on va noter K(C') :

K(O)={f=7 gheK[C], h#0}

avec £ = Z—: s gh =g¢h K (C) est appelé le corps des fonctions rationnelles
sur C' car tout élément f € K(C') définit une fonction :

Sl

f:C—K

11



[ est définie en P € C' si on peut I'écrire f = 7 avec g, h € K[C] et h(P) # 0.
On pose alors :
9(P)

f(P)Zm

On a evidemment des inclusions :
K C K[C] C K(C)
Pour tout point P € C, on pose :
Op(C) ={f € K(C)/ f définie en P}
C’est un anneau local au sens algébrique. Son unique idéal maximal est :
Mp(C) ={f € K(C)/f(P) =0}

Si C'= Z(F) avec F € K[X,Y] irréductible est une courbe affine, un point
P € C est dit singulier si

oF oF
E)_X(P) = 8_Y(P) =0

Sinon P est non singulier.

Définition 1.1.6 : Une courbe affine C' est non singuliére si tous ses points
sont non singuliers.

Remarque 1.1.1 : La non singularité de P € C' peut se lire sur son anneau
local Op(C) : P est non singulier < L’anneau Op(C) est un anneau de
valuation discréte [3].

Exemple 1.1.3 : Soit C = Z(X?+Y?—1). On a :

OF OF

donc 2£(P) = S£(P) =0« P = (0,0). Mais P = (0,0) n'appartient pas a

C. Tous les points de C' sont donc non singuliers et C' est non singuliére.

12



1.2 Courbes Projectives
Sur K3 — {(0,0,0)} définissons la relation :
(z,y,2) « (Jcl,y/,z/) SINeEK Jx = e,y = y,z= Az

On vérifie facilement que c¢’est une relation d’équivalence. La classe de (z, y, z)
sera noteé (x : y : 2). Le plan projectif P? = P?(K) est :

PHK) ={(z:y:2)/(2,y,2) # (0,0,0)}

K3 —1{(0,0,0)}

~J

Si P=(a:b:c) € P*K), a,b,c sont appeleés les coordonneés homogenes
(ou projectives) de P.

Définition 1.2.1 : Un mondme de degré d est un polynome G € K[X,Y, 7]
de la forme :
G =aX"Y®z%

avec a # 0 € K et dy +dy + d3 = d. Un polynome F € K[X,Y,Z] est
dit homogéne s’il est la somme de monomes de méme degré. Un idéal I C
K[X,Y, Z] est homogéne s’il est engendré par des polynémes homogénes.

Soient P = (a:b:c) € P2et F € K[X,Y, Z] homogéne. Comme F'(Aa, b, Ac)
= M F(a,b,c) (avec d le degré de F), I'écriture :

F(P)=0
a un sens pour P € P2,

Définition 1.2.2 : Un ensemble algébrique de P? est un ensemble de la
forme :

V=2(M)={PcP?/F(P)=0, VF € M}.
avec M C K[X,Y, Z] une partie de polynémes homogenes. L’idéal de V est :

I(V)={F € K[X,Y,Z] homogéne/F(P)=0,VP eV}

V' est irréductible ssi I(V') est un idéal premier.

13



Comme dans le cas affine, on arrive a la définition d’une courbe projective
(plane) :

Définition 1.2.3 : Une courbe projective plane est un ensemble algébrique
C' qui est irréductible et “général” (général a le méme sens que dans le cas

affine).

Ainsi C s’écrit : B
C=Z(F)={PcP*/F(P) =0}

avec I un polynéme homogene irréductible. Avant de donner quelques exemples
nous allons voir qu’il y a un lien entre les courbes affines et les courbes pro-
jectives. Soient les applications :

¢1 : A? — P2
(a,b) — (1,a,b)

(bg : A? — P2
(a,b) — (a,1,b)

¢3 : A? — P2
(a,b) — (a,b,1)

o1, ¢o et ¢35 appliquent bijectivement A2 sur les partie :
U={(a:b:c)eP"/a#0}
V={(a:b:c) e P"/b+#0}
W={(a:b:c) e P"/c#0}

De plus on voit bien que :

PP=UUVUW

et P? est recouvert par trois copies de A2. Soit C' une courbes projective.
Alors o B B
C=(CnuU)yuCnVyuCnw)

Donc C;, = (CNU), Cy = (CNV) et C3=(CNW) sont des courbes affines
données par les idéaux :

I(C) ={F(1,Y,2),F € I(C)}
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I(Cy) ={F(X,1,2),F € I(C)}

1(Cy) = {F(X,Y,1),F € I(C)}

Les polynomes F(1,Y,Z), F(X,1,Z) et F(X,Y,1) sont appelés les desho-
mogénisations de F'. Ainsi toute courbe projective donne naissance a trois
courbes affines et on a par exemple :

C=CU(CnHy)

avec Hy = P? — U (on suppose bien sur C NU # () sinon on choisit V ou
W). Hy est appelé hyperplan a l'infini. Ses points sont les points a l'infini.
On a donc montré :

Proposition 1.2.1 : Toute courbe projective C est la réunion d’une courbe
affine C et de points a l'infini.

Exemple 1.2.1 : Soit C = Z(X? +Y? = Z7%). En faisant Z = 1, on obtient
la courbe affine C3 = Z(X?+Y?—1) = CNW. les points a linfini sont ceux
pour lequels Z =0 :

CNHy ={P=(a:b:c)eC/c=0}

Comme a, b, c ne doiwent pas étre tous nuls, a ou b doit étre non nul. Sup-
posons a # 0 et donc a = 1. Les points a l'infini sont donc les (1,b,0) avec
¥»+1=0. 5 K =C par exemple , on trouve b*> = —1 et b = i, ce qui
donne deuz points a linfini : (1,4,0) et (1,—1,0). (Remarquer que b*>+1 =0
a toujours des solutions dans tout corps K algébriquement clos). En faisant
X =1, on obtient C; et en faisant Y = 1, on obtient Cy. On a donc par
exemple, st K =C :

C=C3U{(1,i,0),(1,—4,0)}

Si I € K[X,Y], son homogéinesé est le polynome F" € K[X,Y, Z] donné
par :
XY
FMX,Y,Z)=Z2F(=,>).
( Y ? ) (Z, Z)
avec d = degF. F" est un polynome homogene et il est irréductible si F' I'est.
Définition 1.2.4 : Soit C = Z(F) courbe affine. La cloture projective de C
est :

C=Z(F"

C’est une courbe projective (plane).
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On peut récuper C' & partir de C par :

C=¢'(CNW)
Exemple 1.2.2 : Reprenons l'ezemple de C = Z(X?+Y?—1) avec F(X,Y) =
X2 4+Y?%—1. L’homogéneisé de I est :

FMX,Y, 7Z) = Z*F( )

Y

N >
N =

X2 y?
_ 2
=2 mtE Y
— X2 4 Y2 o Z?
et C = Z(F") est la courbe projective de I'ezemple précédent.

Contrairement aux courbes affines, on ne peut parler de fonctions régulieres
pour les courbes projectives. En effet une fonction réguliere sur C serait la
restriction d’un polynome homogene & C. Mais si F(X,Y,Z) € K[X,Y, 7],
on a F(a,b,c) # NF(a,b,c) = F(\a, \b,\c) en général (d = degré de F)
et donc F(P) ne serait pas définie pour P = (a : b : ¢) € C. Par contre la
notion de fonction rationnelle persiste.

Définition 1.2.5 : Une fonction rationnelle sur C est la classe d’équivalence

& qvec G, H des polynomes homogénes de méme degré pour la relation

H
déquivalence % = % < GH =G'H.
On obtient donc : B
f:C—K
f est définié en P si on peut I'écrire f = % avec H(P) # 0. On pose alors
G(P)
P)=—+.

Remarquer que comme G et H ont méme degré, cette derniere écriture a un
sens. En effet si P=(a:b:c¢),on a:



XNG(a,b,c)  Gla,b,c)
f()\a, Ab, )\C) - )\dH(a’ b, c) N H(CL, b, C)

Les fonctions rationnelles sur C' forment un corps K (C). C’est le corps des
fonctions rationnelles sur C'. Comme C est irréductible 7(C') est premier et
donc :
K[X,)Y, Z]

1(C)
est un anneau integre et a donc un corps quotient qu’on va noter Quot(K[C]).

Le corps K (C') des fonctions rationnelles sur C est un sous-corps de Quot(K[C]).

K[C] =

K(C) = {%, G,H c K[C], degG =degH, H # 0}

Le corps des fonctions rationnelles d’'une courbe projective est isomorphe
au corps des fonctions rationnalles de I'une des courbes affines associés.Par
exemple si f = % est une fonction rationnelle sur C', alors

G(X,Y,1)

H(X,Y,1)

est une fonction rationnelle sur C3. Inversement par homogénéisation toute
fonction sur C3 donnera une fonction sur C.
L’anneau local en P € C' d’une courbe projective est :

Op(C) = {f € K(C)/ f définie en P}
C’est aussi un anneau local d’idéal maximal :
Mp(C) ={f € Op(C)/f(P) =0}

La non singularité se définit comme dans le cas affine. Si ' = Z(F) avec
F € K[X,Y, Z] homogene alors P = (a: b: c) € C est singulier si :

or _or _OF _
0X oY 07

en P. Sinon P est non singulier. C' est non singuliere ou réguliere si tous ses
points sont non singuliers.
Une courbe projective est donc formée d’une partie affine plus les points a
I'infini :

C = C'U{ points a l'infini }
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Le nombre de points a l'infini est fini. En effet si on fait Z =0et X =1, les
points a l'infini sont les (1, b,0) avec b solution de

F(1,Y,0) =0.
C’est un polynome en Y disons de degré n et il y a au plus n solutions.

1.3 Ordre d’une fonction en un point

La discussion etant de nature locale en P, on peut supposer que notre
courbe C une courbe affine. Soit donc C une courbe affine et P € C. L’anneau
local de C en P est :

Opc ={f € K(C)/f définie en P}
d’idéal maximal :
Mp(C) ={f € K(C)/f(P) =0}.

Op(C) — Mp(C) = Up(C) sont les unités de Opc i.e les éléments inver-
sibles pour la multiplication. On peut caractériser la non singularité de P de
maniere purement algébrique ne faisant pas intervenir I'equation de C':

Proposition 1.3.1 : P € C est non singulier si et seulement si Mp(C)
est un idéal principal de Op(C). De plus tout idéal de Opc est de la forme
Mp(C)". Si f € Op(C), lUordre de f en P est :

v(f) = ordp(f) = min{n/f € Mp(C)"}
Pour P non singulier, on obtient donc une application (une valuation) :

v: Op(C) — NUoo
fr—"v(f)

C’est une valuation discrete sur Op(C') i.e que v a les propriétés :
« v(f +g) = min(v(f),v(g))-
* v(fg) = v(f) +v(g).

* v(0) =oo,v(a) =0siac K.
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Définition 1.3.1 : Un paramétre local en P est un générateur t de Mp(C).
En particulier v(t) = 1.

Deux parametres locaux ¢,¢ different par une unité u € U p(C) :
t =ut
et tout élément f € Op(C) s’écrit :

f=ut"
avec n = v(f),u € Up(C). On peut étendre v & K(C') entier en posant :
f
v(5) = v(f) —vlg)
Tout f € K(C) s’écrit alors :
f=ut"

avec cette fois ci, n € Z et n = ordp(f) = v(f).

Définition 1.3.2 : La fonction rationnelle f a un zéro d’ordre m en P si
ordp(f) =m > 0. Elle a un pole d’ordre m en P siordp(f) = —m <0 avec
m > 0. Si ordp(f) =0, alors f est définie en P et f(P) # 0.

En termes de la valuation V', on a :
Op(C) ={f € K(C)/v(f) = 0}
Mp(C) = {f € K(C)/v(f) > 0}
Up(C) ={f € Op(C)/v(f) =0}
Exemple 1.3.1 : Soit C = Z(X? +Y? —1). Tous les points de C' sont non
singuliers. Soit P = (1,0) € C, y =Y (mod X?+Y?—1) est un paramétre
local en P puisque y(P) =0. Soit f =1—z (x =X (mod X*+Y? —1)).
On peut écrire :
1
o=y
/ T + Y
—.(P) #0, donc 5 € Up(C). L'ordre de f en P est donc ordp(f) = 2.

1+x°

Remarque 1.3.1 : Bien sur la méme démarche aurait pu étre faite dans
le cas d’une courbe projective avec les mémes résultats. Nous mentionnons
neanmoins un résultat important qui marche dans le cas projectif mais pas
dans le cas affine : Soit C une courbe projective non singuliére. Soit f € K(C)
une fonction rationnelle. Alors f a autant de zéros que de péles (comptés avec
multiplicité). Voir par exemple [3] ou [15]
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1.4 Applications entre Courbes

Intuitivement une application entre courbes envoie un point vers un autre
point mais peut ne pas étre définie partout. Soient C et Cy deux courbes
projectives. Une application rationnelle :

¢:C1 — Oy

est une application de la forme ¢ = (f1, f2, f3), avec fi sfo. fs € C; des
fonctions rationnelles, telles que (f1(P), fo(P), f3(P)) € K(C3) en tout point
P en laquel les f sont définies (et au moin un f;(P) # 0).

Définition 1.4.1 : ¢ = (f1, f2, f3) : C1 — Cy est définie en P € C, si on
peut trouver une fontion g € K(C4) telle que :
x gf; définie en P, Vi.
x (gfi)(P) # 0 pour au moins un i.
On pose alors :

o(P) = (91(P), gf2(P), gfs(P))

Remarque 1.4.1 :
1. g =1 est possible.
2. g dépend de P. pour un autre point il peut étre nécessaire de changer

de g.

Un morphisme entre courbes est une application rationnelle partout définie.
Un isomorphisme est un morphisme bijectif d’inverse un morphisme.

Proposition 1.4.1 : L’application rationnelle ¢ : C, — C, est définie en
P si P € C} est non singulier.

Preuve : Soit ¢ = (f1, fa, f3) avec f; € K(C}). Soit t un parametre local en
P € C, posons :
n = minizl’gngpo(fi)

On a alors :
ordp(t™"f;) > 0,Vi=1,2,3

et
ordp(t™"f;) =0

pour au moins un j et t7"f;, t7"fy et t7"f3 sont donc définies en P et
t7"f;(P) # 0. Cela veut dire que ¢ est définie en P.
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Corollaire 1.4.1 : Si C; est non singuliére, alors toute application ration-
nelle ¢ : C; — Cy est un morphisme.

Preuve : Tous les points sont non singuliers. Appliquer la proposition précédente.
Signalons aussi (saus démonstration) que si ¢ : C; — Cy est non constante,
alors elle est forcément surjective.
Un morphisme ¢ : C; — C, réduit par composition avec ¢, un morphisme
(injectif entre corps) :
¢* : K(Cl) — K(CQ)
f— ¢ f=[o0

Entre les corps de fonctions des deux courbes.

1.5 Diviseurs et Différentielles

Soit C une courbe projective non singuliere (sur un corps K-algebriquement
clos).

Définition 1.5.1 : Un diviseur sur C est un élément D du groupe abelien
libre engendré par les points de C.Un tel diviseurs sécrit donc :

D= npP
PeC

avec np € Z et np = 0 pour presque tout P .
Le support de D est :

suppD = {P € C/np # 0}
L’addition de deux diviseurs

D=> npP et D= nyP
peC peC

est :

D+ D = Z(np +np)P

peC

Le diviseur O et D = > npP avec np = 0,VP. Un ordre pariel sur les diviseurs
peut étre défini par :

D§D/<:>np§np/,‘v’P€€

Si np > 0 pour tout P, D est un diviseur effectif.
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Définition 1.5.2 : Le degré du diviseur D = > npP est

degD = Z np

peC
si f € K(C) est une fonction rationnelle sur C, son diviseur est :

(f) = Z vp(f)P = Z ordp(f)P.

preC peC

Un tel diviseur est dit principal.
Deuz diviseurs D et D" seront dits linéairement équivalents si D — D' = (f)
pour une certaine fonction f

Comme une fonction rationnelle f a autant de zéros que de poles (comptés
avec multiplicité), on a :

deg(f) = ordp(f) =0

pPeC
Ainsi I'application :

deg : Div(C) — Z
D +—— degD.

descend au quotient par ’equivalence linéaire :

. Div(C)
[D] +—— deg[D] = degD.

avec Div(C) le groupe des diviseurs sur C' et Prin(C) le sous groupe des
diviseurs principaux. [D] est la classe du diviseur D modulo I'équivalence
linéaire.

Définition 1.5.3 Le groupe de Picard de C est :
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Il a comme sous groupe
Pic(C) — {Diviseurs' de_ degré 0}
Prin(C)

On peut montrer que Pic’(C) est en fait une varieté algébrique. Cest la
jacobienne de la courbe.

Soit C' une courbe projective non singuliére et soit K (C) son corps des fonc-
tions rationnelles.

Définition 1.5.4 : L’espace des formes differentielles sur C est le K -espace
vectoriel Q¢ engendré par les symbles de la forme df avec f € K(C) avec les
relations :

x d(f +g) = df + dg. B

x d(fg) = fdg + g df Yf,ge K(C).

x d(A) =0,Y\ € K.

En tant que K (C)-espace vectoriel , Q¢ est de dimension 1 . Par exemple si
P € C et sit est un parametre local en P, alors toute forme w € Q¢ séerit :

w = gdt

avec g € K(C') une fonction unique (mais qui dépend de w et t). En particulier
si w = df = gdt alors g = % est appelleé la différentieble de f en t et g sera
définie en P si f lest.

Proposition 1.5.1 : Soit w € Q¢ avec w # 0. Si w = gdt on pose g = =.
Alors ordp(%;) ne dépend que de w et P. On le note ordp(w).
dt g dt
/ W t E
deux définies en P et donc OT’dp(dd—tt) =0.Siw=gdt ona:

Preuve : Soit t un autre parameétre local en P. Alors sont toutes

. dt
— gdt = o(at
w=yg g(dt)
et ,
Y gt = ()
a % T N

dt
donc ordp(Z7) = ordpg et ordp(g;) = ordp(g) + 0po<E) = ordp(g) i.e

N——
0

ordp(27) = ordp(3).
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Remarque 1.5.1 : Comme pour les fonctions rationnelles, on a ordp(w) =
0 sauff pour un nombre fini de points P € C.

Définition 1.5.5 : La forme w est réguliére (ou holomorphe) si
ordp(w) > 0,YP € C

Elle est non nulle st o
ordp(w) < 0,YP € C

Deux formes différentielles non nulles wy,w, different par une fonction ra-

tionnelle (¢ est un K (C)-espace de dimension 1) :

wy = fuwy
avec f € K(C)*.
Définition 1.5.6 : Le diviseur de w € Q¢ est :

div(w) = Z ordp(w)P € Div(C)
pPeC
Pour deux formes non nulles wy,ws on a donc :

div(wy) = div(f) + div(wy)

si we = fwy. ie que div(wy) et div(ws) sont linéariement équivalents. Ceci
motive la :

Définition 1.5.7 : Le diviseur canonique de C est la classe dans Pic(C) du
diviseur d’une forme w non nulle. On la note K.

Kz = div(w) € Pic(C)

1.6 Le théoreme de Riemann-Roch

Soit C' une courbe projective non singuliere. Soit D € Div(C). On pose :

L(D) ={f € K(C)*/div(f) + D = 0} U{0}
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Rappelons que D > 0si D = Y npP et np > 0,VP (un tel diviseur est
dit effectif). L(D) est donc 'ensemble des fonctions rationnelles sur C' (non
nulles) telles que div(f) + D soit effectif. C’est un K-espace vectoriel de
dimension finie. Si D = > npP la condition div(f) + D > 0 veut dire que
f a des poles en P d’ordre au plus —np si np < 0 et des zéros en P d’ordre
np si np > 0. Cette condition d’éffectivité permet donc de décrire les poles
et les zéros des fonctions rationnelles.

Définition 1.6.1 : On note [(D) = dimy L(D)

Exemple 1.6.1 :

1. Si degD < 0 alors L(D) = {0} et (D) = 0. En effet si f € L(D)
et f#0, on a:0 = deg(div(f)) > deg(—D) = —deg(D) et donc
deg(D) > 0

2. 8i D et D' sont deuz diviseurs linéairement équivalents i.e D' = D +
div(f), alors L(D) = L(D") et I(D) = I(D"). En effet Iapplication
(linéaire) :

L(D) — L(D)
g — gf.
est un isomorphisme.

3. Soit Kz = div(w) le diviseur canonique sur C. Soit f € L(Kg). On
doit donc avoir
div(f) = —Kg

et donc div(fw) > 0. Autrement dit fw est une forme holomorphe
(ou réguliére). Inversement si fw est holomorphe, alors f € L(Kg)
donc : L(Kg) est isomorphe a lespace des formes holomorphes sur C
en envoyant [ vers fw.

Nous donons maintenant (sans démonstration) I'un des résultats les plus
fondamentaux de la théorie des courbes algébriques. Nous 'utiliserons au
chapitre deux pour trouver I’équation générale d’une courbe elliptique.

Théoréme 1.6.1 (Théoréme de Riemann Roch)[3] : Soit C une courbe pro-
jective non singuliere et soit Kz son diviseur canonique. Il existe un entier
g > 0, appelé le genre de la courbe, tel que pour tout diviseur D € Div(C)
on ait :

(D) —l(Kg— D) =degD —g+1
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On peut déja trier quelques conséquences importantes de ce théoreme. Par
exemple on a I(Kg) = g. En effet en prenant D = 0 le théoreme donne :

[(0) = I(Kg) = deg(0) —g +1
1-I(Kg)=1—yg
I(Kz) =g
(L(0) = K,1(0) = 1)

On aurait d’ailleurs pu définir le genre g comme la dimension [(Kg) de
L(K#), ou en en termes du degré de Kz puisque le théoreme donne aussi :

degKe =29 — 2
En effet si D = K&, on a :
(Kg) —U(Kg — Kg) =degKg — g+ 1
g—1=degKz—g+1
degKs = 2g — 2

Enfin le théoréme permet de déterminer [(D) si le degré de D assez large.

plus exactement on a :
(D) =degD —g+1

Si degD > 2g — 2. En effet si degD > 2g — 2 alors deg(Kz — D) < 0. Donc
L(Ks— D) = {0} et [(Kg — D) = 0. Le théoreme donne :

(D) —0=degD —g+1

(D) =degD —g+1

1.7 Courbes sur un corps non algébriquement
clos

L’étude des courbes sur des corps non algébriquement clos est assez cou-
rante et est trés importante. Selon la nature du corps K, cette étude peut

prendre différentes formes. Par exemple I’étude de ’arithmetique des courbes
a lieu quand le corps K est par exemple un corps fini, un corps local, ou un
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corps global (Q, ou les corps de nombres). Il est donc nécessaire de se de-
barasser de la condition que K soit un corps algébriquement clos. Dans ce
mémoire, nous donnons les changements qui doivent s’imposer dans toutes
les discussions précédentes quand K n’est pas algébriquement clos. Soit donc
K un corps (parfait) et soit K sa cloture algébrique.

Une courbe affine C C A%(K) sera dite définie sur K si C = Z(F) avec
F € K[X,Y]. L’ensemble :

C(K)=CnNA*K)={P = (a,b) € Cla,b € K}

est appelé I'ensemble des points rationnels de C' sur K. De méme une courbes
projective C' C P2?(K) sera dite définie sur K si C = Z(F) avec F €
K[X,Y,Z]. Un point P € C est K-rationnel il a des coordonnées homogenes
a,b,c € K. L’ensemble :

CO(K) = {P € C/P est K-rationnel}

est 'ensemble des points de C' a coordonnées dans K. Si C' C A%(K) est une
courbe affine définie sur K, posons :

[(C/K) = I(C) N K[X,Y]
I(C/K) est un idéal et on peut aussi définir

_ KX/ Y]
M= Tierm

qui est un anneau integre (I(C') premier = [(C/K) premier). Le corps quo-
tient : o
K(C) = Quot(K[C]) € K(C)

est le corps des fonctions rationnelles sur C' définies sur K ou encore le
corps des K-fonctions rationnelles. On définit de méme le corps des K-
fonctions d’'une courbe projective C' définie sur K. Une application rationnelle

¢ : C; — O, entre deux courbes projectives définie sur K sera dite définie
sur K si ¢ = (f1, fo, f3) avec les f; des fonction K-rationnelles.

Une autre maniere de décrire les points K-rationnels, les fonctions K-rationnelles,
etc ...est d’utiliser le groupe de Galois G = Gal(K/K). L’action de G sur

K s’étend naturellement en une action de G sur A%(K), P*(K), K[X,Y],
K[X,Y,Z],C, C, K[C] et K(C)(= K(C)). Soit par exemple C' C P?(K) une
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courbe projective définie sur K. Si P = (a:b:c) € C et o € G, l'action de
o sur P est:

et on a

C(K)={PeC/o(P)=PVo G}
K(C)={feK(O)/o(f) = f, Yo € G}

etc,...(o opere sur f en opérant sur les coefficients des polynomes G, H tels

que f =% avec g = G mod I(C) et h = H mod I(C)). Un diviseur

D = Z npP € Div(C)
peC
est définie sur K si o(D) = D pour tout 0 € G = Gal(K/K) (cela veut

dire que ny(py = nP,VP € 0). Les diviseures de C' définis sur K forment un
sous-groupe Div(C'/K) C Div(C). Pour D € Div(C/K), I'espace :

Lx(D) = K(C) N L(D)

est un K-espace vectoriel de dimension finie et sa dimension (sur K) est
égale & la dimension de L(D) (sur K). Un diviseur D € Div(C/K) avec
D > 0 est dit premier si D ne peut pas s’ecrire D = Dy + Dy avec D1,
D, effectifs € Div(C/K). Div(C/K) est engendré par les diviseurs premiers
qui correspondent en quelque sorte aux points rationnels de C' sur K et ses
différentes extensions algébriques.
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Chapitre 2

Courbes Elliptiques

Dans ce chapitre nous définissons ce qu’est une courbe elliptique sur un
corps quelconque. Nous utilisons le théoreme de Riemann-Roch pour ca-
ractériser ces courbes en termes d’un polynome particulier appelé équation de
Weirstrass. La courbe elliptique est alors la réunion de la courbe affine donnée
par ce polynome plus exactement un point a I'infini. Quand la caractéristique
du corps est différente de 2 et 3, ’équation de Weirstrass se simplifie encore
et prend la forme simple Y? = X3+ AX + B avec une condition sur les coeffi-
cients A et B qui reflete la non singularité de la courbe. Un fait remarquable,
qui est a l'origine des nombreuses applications des courbes elliptiques, est
que les points de la courbe forment un groupe pour une certaine opération
d’addition. Cette addition est définie dans un premier temps purement de
maniere géométrique mais nous en donnons une expression algébrique qui
utilise 'équation de Weirstrass. Les fonctions rationnelles da la courbe vers
elle méme qui préservent cette structure de goupe seront appelés ici des endo-
morphismes et acquierent une importance capitale dans I’étude des propriétés
de la courbe. Parmi eux notons les endomorphismes de multiplication par m
pour m € Z qui servent par exemple a définir les points de torsion de la
courbe comme étant les éléments du noyau de la multiplication par m pour
différents m. Nous caractérisons ces points a la fin du chapitre en termes de
polynomes spéciaux appelés les polynomes de division. Ces polynomes per-
mettent aussi de calculer les multiples nP d’un point P. Pour ce chapitre
notre référence principale est [15], mais nous utilisons aussi ’approche plus
élémentaire de [2], pour définir par exemple le degré et la séparabilité d'un
endomorphisme.
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2.1 Définition

Soit K un corps et soit K sa cloture algébrique.

Définition 2.1.1 : Une courbe elliptique (sur K ) est une paire (E,O) avec

E une courbe projective non singuliere de genre 1 et O un point de E. La
courbe elliptique (E, O) est définie sur K si E est définie sur K (en tant que
courbe) et O € E(K).

On sait que E = Z(F) avec F(X,Y,Z) € K[X,Y, Z] (si E est définie sur K).
Le théoreme de Riemann-Roch va nous permettre de déterminer la nature
de F. Remarquons d’abord que, par Riemann-Roch, on a :

dimL(n(0)) = deg(nO) —g+1=n
pour tout m > 1, puisque ¢ = 1 et deg(nO) = n > 2g —2 = 0. 1l
existe donc une fonction rationnelle  possédant un unique pole d’ordre deux
exactement en P et une fonction rationnelle y possédant un unique pole
d’ordre 3 exactement en P. Il y a donc 7 fonctions dans L(60) a savoir :

1,2, 2%, 2%, 2y,y et y? et il doit donc y avoir une relation de dépendance
entre elles : 9A;, i =1,...,7 € K tel que :

Ay + Aoz + Agy + Agz® + Asay + Agy® + Arz® =0
qu’on peut arranger (voir [15]) en :
y2 + a2y + azy = 23 + ayr? + agx + ag
On obtient ainsi une application (E est non singuliere) :

6 E — P2
P +— (z(P):y(P):1)

dont I'image est la partie affine d’une courbe projective C' dans P? d’equation :
Y2+ a1 XY + a3y = X2+ ay X? + ay X + ag
et par homogéneisation :

Y2Z +a XY Z+a3YZ? = X3+ auX?Z + ayXZ? + ag Z°
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a; € K. C' n’a qu'un seul point & I'infini qui est (0: 1 : 0). De plus on a :
x 1
$(0) = (x(0),(0),1) = (5(0), 1, 5(0)) =(0,1,0)
(% est définie en O est i(O) =0, car y a un pole d’ordre 2 en O, T est définie
en P et #(0) = 0). On a donc montré :

Proposition 2.1.1 : Toute courbe elliptique (E,O) définie sur K est iso-
morphe a une courbe C' d’équation (de Weierstrass) :

Y2Z 4+ XYZ 4+ a3sYZ? = X2+ 0, X?Z + ay X Z* + ag Z°
qui a un seul point a Uinfini (0:1:0) et qui correspond au point O de E.

Grace & cette proposition, on va identifier £ & C et (0:1:0) & O. De plus
comme il n y a qu'un seul point a l'infini, on a :

E=FuU{(0:1:0)}
avec F la partie affine de E d’équation :
Y2+ a XY + a3y = X° + apX? + as X + ag

ai,...,as € K. On peut donc travailler avec cette partie affine (en n’oubliant
pas le point a l'infini). Si le corps K est de caractéristique différente de 2 et
3, on peut encore simplifier I’equation de Weierstrass d’une courbe elliptique.
Si car (K') # 2, on peut effectuer le changement de variable :

1
Y — §(Y — a1 X — a3)
pour transformer I’equation en :
Y2 =4X3 4+ b, X2 + 20, X + bg

avec by = a? + 4ay ; by = 2a4 + aja3 et bg = a3 + 4ag. Si de plus car K # 3,
le changement de variables :

X —=3by Y

(X,Y)l—)( 36 710_8)

la transforme encore en :

Y? = X3 +27¢, X — bdeq
avec cqg = b2 — 24by; cg = —bs + 36byby — 216bg. En posant A = —27¢y et
B = —54c¢g, on obtient :
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Théoréeme 2.1.1 : Si car K # 2,3, toute courbe elliptique (E,O) a une
équation de Weierstrass (simplifiée) :

Y?=X"+AX+B

avec

A= —(4A*+27B*) # 0
et A,B € K si E est définie sur K.
Preuve : Il nous reste seulement & montrer la condition A = —(4A43 +
27B%) # 0. Remarquons d’abord que le point & linfini (0 : 1 : 0) n’est
jamais singulier. En effet, on a pour F(X,Y,7) =Y?Z - X3 - AXZ? - BZ3
I’equation homgene de la courbe :

OF
—— =Y?_-2AX7 —3BZ?
YA

=1len (0:1:0). S"il y a des points singuliers, ils doivent se situer dans la
partie affine. Comme 1'équation affine est F(X,Y) =Y? - X3 — AX — Bun
point singulier doit vérifier :
_OF  O0F
90X oY
en ce point. Un tel point existe donc si et seulement si le polynéme P(X) =
X3 4+ AX + B a des racines multiples ce qui a lieu si et seulement si son

discriminant
A:H(ri—rj):O
i#]
avec les r;, les racines du polynome. On peut calculer le discriminant d'un
polynome du troisieme degré aX?® + bX?2 + cX + d par :

A = b?c? + 18abed — 27a*d? — 4ac® — 4b3d

Dans notre cas a = 1,b = 0,¢c = A et d = B. Donc A = —(443 + 27B?).
Comme une courbe elliptique est non singuliere on doit donc avoir :

A= —(4A° +27B%) #0

0

Dans la suite de ce travail, on supposera toujours, en suivant Schoof [13], que
carK # 2,3. Pour nous une courbe elliptique sur un corps K sera toujours
donnée par ’équation de Weierstrass simplifiée :

Y2=X>+AX+B
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avec —(4A3 4+ 27B?) # 0. Le point base O étant la seul point a l'infini de la
cloture projective de 1’équation affine :

O=(0:1:0)

Remarquer aussi que le polynome Y? — X3 — AX — B est irréductible. En effet
on peut le réecrire asY?+a,Y +ag avecas = 1,a; =0et ag = —X*—AX —B.
Soit « une racine de X® + AX + B. Alors P = X — a est un polyndme
irréductible qui divise ag et a; mais qui ne divise pas ay. De plus P? ne divise
pas ag car sinon le polynome X3+ AX + B aurait a comme racine double, ce
qui contredit la non-singularité de la courbe. On applique alors Eisenstein.

2.2 Loi de Groupe

Soit £ une courbe elliptique d’équation de Weierstrass Y2 = X3 + AX +
B plus le point & linfini (0 : 1 : 0), avec A, B € K. Par le théoréme de
Bezout (voir par exemple Fulton [3]) toute droite D a exactement tois points
d’intersection avec E (car 1'équation de la courbe est de degré 3 et celle
de la droité de degré 1 et 3.1 = 3). Ces trois points peuvent ne pas étre
distincts, par exemple si D est la tangente a la courbe en un point. Ce fait
est a la base de la définition d’une loi de groupe sur I’ensemble des points de
la courbe elliptique, ce qui ouvre tant un champ d’applications inattendues
(par exemple en théorie des codes et en cryptographie).

Définition 2.2.1 : La loi ® sur E(K) est définie de la manicre suivante.
Soient P,Q € E(K) et soit D la droite passant par P et Q (la tangente en
P si P = Q). Soit R la troisiéme point d’intersection de D avec E et Soit
D' la droite passant par R et le point & Uinfini O = (0 : 1 :0). Soit R la
troisiéme point d’intersection de D' avec E. On pose :

PpQ=FR

33



Remarque 2.2.1 : La droite passant par R et O est la verticale a la courbe
passant par R puisque O se situe sur la droite a l'infini (une droite horizontale

a linfini).

Proposition 2.2.1 : La loi @ est une loi de groupe abélien sur E(K) d’elément
neutre O = (0:1:0).

Preuve : Remarquons d’abord que si P, (), R sont les points d’intersection
de D = PQ avec E, alors on a (P ® Q) ® R = O. En effet la droite RR’
avec R = P @ @ rencontre la courbe en O et la droite OO (la tangente
en O) rencontre la courbe en O. D’autre part la construction de P & @ est
symétrique en P et () et donc :

PaQ=QaP

Ceci montre la commutativité. Montrons que O est élément neutre. Soient
D et D' les droites passant respectivement par P,O et P & O, O.
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Ona D = D'. Les points d’intersection de D et D" avec E sont respectivement
P,O,Ret R,O,P® O. Donc :

Pe0=P vPecERK).

Ceci montre que O est élément neutre. Soit R le point d’intersection de la
droite D = OP avec la courbe. On a donc :

(P®O)®R=0

1.e
PoR=0

et donc R = ©P est le symétrique de P. Enfin pour 'associativité, voir un
peu plus loin.

Cette définition géométrique de la loi de groupe n’est pas trés pratique et on
a besoin de formules exprimant les coordonnées de P & @) et &P en termes
de ceux de P et Q).

Supposons d’abord que P # Q) et P # O, Q) # O. La droite D = P(@) a pour
pente :

Y2 — U1
m:
To — T
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Si P = (x1,y1) et Q = (22,y2) sont deux points de la courbe. Si z; # o,
alors ’équation de la droite est :

y=m(z — 1) +y
Les points d’intersection avec la courbe s’obtiennent en faisant :
(m(z —2)) +y)? =2>+Ar + B

ou encore
2 —mat+... =0

On connait deux racines de cette equation qui sont x; et xo. Si 2% + az? +
br+c=(x—r)(x—s)(x—t),Ona:

r+s+t=—a.
Donc les coordonnées (z,y) du geme point d’intersection R vérifient :

r = m?—x — Ty
y = mz—z)+y (e POQ=0R).

P @ @ s’obtient en reflétant R par rapport a 'axe des x. Si P® Q = (z3,y3),
on a donc :

T3 = m? — T, — To

ys = m(r1— ) —n
A

P

\
2
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Si 21 = xo(mais y; # y2), la droite D = P(Q) est verticale et le point R est O
et donc P®Q = 0. Si P=Q = (x1,y1) la droite D = PQ est la tangente a

d
la courbe en P. la pente m = d_y de la tangente s’obtient par dérivation de
o

I’équation de Weierstrass :

Zy@ = 32° + A.
dx

et donc
_dy 3t + A
dx 211
enP

Siy; = 0, cette tangente est verticale et donc P®Q = O. Si y; # 0, ’équation
de cette droite est :
y=m(z — 1) + y1.

et en substituant dans 1’équation de la courbe, on obtient comme avant :

22 —m2at+ ... =0

On connait une racine double de cette équation, a savoir x;. Si P ® () =
(x3,93), on a donc :

{ x5 = m?®—21
Ys = m($1—$3)—y1

Si P ou @ = O, on a bien sur :

Pe@Q=pr (Q=0)

ou :
P®Q=0 (P=0)

Pour calculer ©P = (z',%) il suffit de refléter P = (x,yo) par rapport a

Paxe des z : ,
{ r = X
y = =Y

En effet on a P& 6P & O = O et donc la droite passant par P et P est
la verticale d’équation : z = zy. En particulier ' = z, et pour trouver
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il suffit de trouver la seconde racine de y? — 23 — Azy — B = 0, la premicre
étant yo. En faisant :

y? —ap— Axg— B =cly —vo)(y—v)

On obtient :

’

c=1 et Yy = —Y
On a donc obtenu un algorithme pour calculer ’addition de deux points et

le symétrique d’un point :

Proposition 2.2.2 : Soit E une courbe elliptique (sur K ) donnée par I’équation
de Weierstrass : Y? = X3 + AX + B plus le point a Uinfini O = (0:1:0).
Alors on a :

1. Si P = (x0,y0) € E(K), alors 6P = (xo, =)
2. Si P=(x1,11) et Q = (x2,y2), alors P ® Q = (x3,y3) est donné par :
(a) Six) =19 €ty #ys :

P&Q=0

(b) x Sixy=x9 ety =y2#0 (ie P=Q), on a:

r3 = m?— 21
Yys = m($1 - $3) — W
avec
B 32341
291

x Stxy=x9 ety =1y =0

PpQ=0
(¢) Sixy # xo, alors :
T3 = m?—T, — To
ys = m(z1—x3) —

avec
Y2 —
m =

To2 — X7
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D’aprés ces formules, les coordonnées de la somme ou de la différence de deux
points sont rationnelles en les coordonnées des deux points. Autrement dit si
les deux points sont a coordonnées dans un corps L sur lequel est définie la
courbe , leur somme ou différence sont aussi des points a coordonnées dans
ce corps. On obtient donc :

Corollaire 2.2.1 : SLF est définie sur K, alors E_(K_), et plus généralement
E(L) pour K C L C K, sont des sous-groupes de E(K), avec par exemple :

E(K) ={(z,y) € K*/y* = 2® + Az + B} U{O}
les points rationnels de E sur K.

Il nous reste a montrer I'associativité de la loi de groupe. Pour cela on va
montrer qu’il y a une bijection :

E — Picd(E) = 28
P — [P-0].

entre la courbe elliptique et sa jacobienne J = Pic’(F). Comme une courbe
elliptique est de genre g = 1, on a P ~ () en tant que diviseurs si et seulement
si P = @ en tant que points. En effet si P ~ @Q, soit f € K(FE) telle que :
div(f) = P — Q. Donc f € L(Q). Par Riemann-Roch, dim(L(Q)) =1 i.e
LQ)2 K et f=\€K iediv(f) =0. Donc P = Q.

Proposition 2.2.3 : L’application :
—  Pic’(E)
— [P —O].

[0

=

est une bijection.

Preuve : Soit D € Div’(E) un diviseur de degré O. Par Riemann-Roch et
comme g =1,o0n a:

dim(L(D + 0)) =1
Soit f € L(D + O) non nulle. Comme div(f) > —D — O et deg(div(f)) =0,

on doit avoir :

div(f)=—-D -0+ P
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pour un certain points P. Donc
D~P-0

A tout diviseur de degré 0 D correspond donc un point P € E tel que
D~P—-0.SiD~D et D~P—-0etD ~P —O alors P~ P et donc
P = P'. A deux diviseurs équivalents correspond donc le méme point P et
donc V[D] € Pic®(E), il existe P € E/a(P) = [D]. Ceci montre que a est
surjective. Supposons a(P) = a(Q), donc P — 0O ~ Q — O et P ~ (@ et donc
P = Q. Ceci montre que « est injective.

Comme Pic(E) est un groupe (abélien), cette bijection permet de définir une
loi de groupe sur E(K) en utilisant celle de Pic’(E). On a donc deux lois
sur F(K). Celle définie plus haut et celle provenant de Pic®(E).

Proposition 2.2.4 : Ces deux lois sont les mémes.
Preuve : 1l suffit montrer que :
a(P®Q) =alP)+a@Q)

avec @ Paddition dans E(K) définie plus haut et + l'addition dans Pic’(E).
Soit D la droite passant par P,Q),R. Si f est I’équation de D, on a :

f

div(7) = P+ Q+ R —30

De méme soit D’ la droite passant par R,0 et P & Q. Si g est I'équation de
D', ona:
div(Z) =R+ (P®Q)+0 —30
z

=R+ (P®Q)—2.

Donc dz’v(g) = (PeQ)—P-Q+0~0et (PEQ)—0 ~ (P-0)+(Q—-0,).
i.e o(P® Q) = a(P)+ a(Q). La seconde loi, notons la @y, est définie par :

P&y Q=a ' (a(P)+a(Q))

Donc :

et les deux lois sont les mémes.



Corollaire 2.2.2 : @ est associative.

Preuve : @ est égale & @, qui provient de I'addition dans Pic’(E) qui est
associative de fagon naturelle. Donc @5 et & sont aussi associatives.

Exemple 2.2.1 :

1. Soit la courbe elliptique d’équation affine Y? = X3 +2X + 1. Elle est
définie par exemple sur le corps K = Fy = {0,1,2,3,4}. Les éléments
de F5 sont les congruences modulo 5. On reconnait immédiatement les
deux points P, = (1,2) et P» = (3,2) qui sont rationnels sur F5. En
effet, on a :

P+21+1=4=2° mod 5

et :
3P +23+1=34=4=2? mod 5
En appliquant les formules précédentes :

2—2
mEmEOmodB
et donc si Py = (x3,y3) = PL® Py, on a :

r3 = —1—-3=—-4=1mod?)
y3 = —2= 3 mod 5.

i.e Ps =P @& P, = (1,3). C’est aussi un point rationnel de la courbe
sur Fs.

2. Considérons le méme courbe sur le méme corps. Soit P = (1,3) (le Ps
du 1). Nous voulons calculer P ® P = 2P. Si P = (z1,v1), on a :

37+ A
m =
2y,
bone: 31+2 5
= = =—-—=5.6=0mod 5
T3 T 6 me
et doncm =0 dans F5. Si P® P = (x,y) on a :
r = —1—-1=-2=3mod 5
y = —3=2mod?5

donc P® P =2P = (3,2) ie (1,3)+(1,3)=(3,2)
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Dans cet exemple on a utilisé la notation :

Pe...eoP = nP pour n > 0
oP®...00FP = nP pour n < 0

Dans la suite on écrira + pour @ et donc la notation devient :
P+...+4P = nP n >0
—-P—...— P = nP n <0

2.3 Endomorphismes et Points de Torsion

Soit E une courbe elliptique définie sur le corps K.

Définition 2.3.1 : Un endomorphisme de E est une application rationnelle
¢ E — FE qui est aussi un morphisme de groupes E(K) — F(K).

Morphisme de groupes veut dire que :

* (P + Py) = ¢(Pr) + ¢(P).
x ¢(0) =0.

et comme ¢ est une application rationnelle elle s’écrit (en coordonnées af-
fines) :
(b(P) = (b(l’, y) = (Rl(xvy)v R2<x>y))

avec R; et Ry des fonctions rationnelles sur E (i.e quotient de polynomes).

Exemple 2.3.1 :

1. L’endomorphisme nul est :

<
<
O

o
—
i.e : ¢(P)=0, VP € E(K).
2. Si Uequation affine de E est Y? = X® + AX + B, alors :
$p:FE — E
P — 2P
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est un morphisme de E. Il est clair que ¢ est un morphisme de groupes.
De plus un calcul facile utilisant les formules vues précédemment donne :

¢<P) = ¢(xay) = (RI(I,Q),RQ(JJ,:U))

avec

32+ A
R = ()2 -2
322+ A 3z + A
R = (&) (B — (&) -
2(2,y) = ( % )3z —( 5 )~y
qui sont des fonctions rationnelles.
3. Plus généralement les morphismes :
m]:E — FE
P — mP.

sont des endomorphismes de E, pour m € Z. Si E est défini sur K,
tous ces endomorphismes sont aussi définis sur K.

Comme les courbes elliptiques sont non singulieres, on peut remplacer appli-
cation rationnelle par morphisme (entre courbes). De plus tout morphisme
non constant est nécessairement surjectif ( voir chapitre 1).

Définition 2.3.2 Le sous-groupe des points de m — torsion est l’ensemble
des points de E d’ordre m :

Elm] ={P € E(K)/mP = O}
= Ker[m)].

Le sous groupe de torsion de E est :

et



Proposition 2.3.1 : Soit m € Z avec m # 0. Alors [m] # [0] et E[m] est
fini. Si [m| = (Rym, Rom) avec Ry, et Ray, des fonctions rationnelles, alors
Ry, et R, ont des poles exactement en les éléments de E[m].

Preuve : Remarquons d’abord que si [m] # [0] alors E[m] < co. En effet si
[m] = [0] alors E[m] = Ker[m] = E(K) qui est infini . Si [m] = (Ry,,, Rom) #
0], alors [m]P = mP = 0 veut dire que Ry,, et Ry, ont un pole en P. Comme
une fonction rationnelle n’a qu'un nombre fini de poles, on doit avoir que
#E[m] < oco. Enfin pour [m] # [0] si m # 0, nous renvoyons a [15].

Pour m = 1, on a R;; = X et Ry; = Y. Remarquer que si m # n, alors
[m] # [n](en effet on aurait sinon [m —n] = [0] et donc m —n = 0). On peut
donc calculer les Ry, et Rs,, par récurrence sur m. Pour obtenir R;; et Ras,
on utilise la formule [2] = [1] 4 [1] :

Ry = —2X+4+A? (=-X-X+)\?)
RQQ - —/\(ng—X>—Y
avec :
/\—3X2+A
Y

Si m < 2, alors [m — 1] # [1] et on utilise la formule [m] = [m — 1] + [1] :
Ry = —Rygm—1) — X + N

Rgm - —)\<R1m - X) - Y
avec :
Ropm—1) =Y

N\ =
Rim—1) — X

On peut encore simplifier I'écriture d’un endomorphisme ¢ : E — E en
utilisant 1’équation de la courbe. Comme les points de la courbe P = (z,y) €
E(K) vérifient y*> = 23+ Az + B, on peut remplacer toute puissance paire de
y par un polynome en x et toute puissance impaire par y fois un polynome
en x. Si:

Qb(P) = qb(x,y) = (Rl(sc,y),Rg(:c,y)),

on peut donc écrire :




et de méme pour R,. En multipliant R, par P, — P,y et remplacant y? par
x® + Az + B, on peut encore écrire :

Qu(2) + Qs(@)y Q1+ Qy
Qslx) 7 Qh

et de méme pour R,. Comme ¢ est un endomorphisme, on a :

gb(:t, _y) = ¢(—($,y>) = —gb(I,y)

et donc R; et Ry vérifient :

Rl<x>y) =

Rl(xv _y) = R1($, y) et R2(x7 _y) = _RQ(xv y)
ce qui donne ¢y(x) = 0 et ¢;(x) = 0. On a donc montré :

Proposition 2.3.2 : Tout endomorphisme ¢ : E — E peut s’écrire :

¢(I7y) = (fl(x)ayf2(x))

avec fi(x) = gg; et folz) = Z,Eg deux fonctions rationnelles.

Définition 2.3.3 : Soit ¢ : E — E un endomorphisme et écrivons ¢(x,y) =
(fi(x),yfa(x)), avec fi(x) = % et pged(P, Q) = 1. Alors le degré de ¢ est :

deg(¢) = max{deg(P(x)), deg(Q(x))}

(et deg(0) = 0 pour ¢ = 0 l'endomorphisme nul). ¢ # 0 est dit séparable si
la dérivée de f, nest pas identiquement nulle : f; # 0.

Exemple 2.3.2 : Reprenons l'ezemple de l'endomorphisme [2] :

2]:E — E
P — 2P

On a vu que Ry(x,y) = (3“"3;%4 —2x). Aprés des calculs faciles, on obtient :

_ x* — 2Ax%? — 8Bx + A?

filz) 4(x® 4+ Az + B)
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donc deg[2] = 4. Pour ce qui est de la séparabilité remarquons que si fi(x) =

587 alors fy #0 <= P #0 ouQ #0. En effet on a f, = % et donc
f{ =0<«<= P'Q—Q P =0. Donc toute racine de P est racine de P' et toute
racine de Q est racine de Q'. Mais ceci est impossible car degP = degP — 1
et degQ = degQ — 1. Donc P’ =0 et Q" = 0. Ici Q(x) = 4(2® + Az + B)
et Q' (v) = 4(32% + A) qui est non nul (car la caractéristique du corps est
différente de 2,3 ).

L’interét des endomorphismes séparables est que 1'on dispose d’une formule
qui permet de calculer le degré d’un tel endomorphisme en utilisant le noyau
de ¢ :

deg(¢) = #Ker(¢).
avec Ker(¢) = {P € E(K)/#(P) = 0}. Pour une démonstration compléte
nous renvoyons a [15] ainsi qu’an fait que si m # 0 dans K (i.e p ne divise
pas m), alors [m] est séparable de degré m?2. De plus E[m] est un -2 -module

mZ
libre de rang 2 :
Z A

Blml = 27 ® oz

2.4 Polynémes de Division

Soit E une courbe elliptique définie sur F, d’équation de Weierstrass
Y? = X34 AX + B. Les polynomes de division associés a cette courbe sont
certains polyomes dans [F,[ X, Y] qui ont un lien avec les points de torsion de
la courbe et qui permettent de calculer les multiples nP d’un point P de la
courbe .

Définition 2.4.1 : Les polyomes de division 1, (X,Y) sont des éléments de
F,[X,Y] définis inductivement par :

v, = -1

Yo =0

(G =1

(O = 2Y

(X = 3X*+6AX?%2+12BX — A?

Yy = 4Y (X5 +54X*+20BX? —5A2X?% — 4ABX — 8B% — A3)

Yan, = (;p_;)(qvbn-l—ﬂ/}qz@—l - ¢n—2¢721+1) n>0
77/}2714-1 = (¢n+2¢2 - ¢§1+1¢n—1) n>0
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Proposition 2.4.1 : P = (z,y) € E[n] & ¥,(z,y) = 0.

Preuve : Nous démontrons cette proposition en traitant, par exemple le cas
n = 3. Le méme argument est valable pour les autres n. Soit P = (x,y) €
E[3]. Donc 3P = 0 i.e 2P = —P. La premiére coordonneé de 2P doit étre
égale a la premiere coordonneé de —P qui est z. Donc
3z2 4+ A)?
oo B AT
42
r.e
(+32)(4y?) = 92* + 6Ax* + A?
En utilisant y? = 2> + Az + B on a :

12(z* + A2® + Bx) = 92" + 6Az? 4+ A

et donc

32" + 6Az” + 12Bx — A> = 0

he

Inversement si 3(x,y) = 0, alors 2P = £ P et donc P = 0 ou 3P = 0 i.e
P € E[3]. (Remarquer que 5 est un polynéme en z seul ).
En général les polynomes de division 1, sont des polynomes en X, Y mais en
utilisant 1’équation de la courbe on montre (par exemple par récurrence sur
n) que v, € F,[X] est un polynoéme en X seul si n est impair et ¢, € YF,[X]
si n est pair.
Les polynomes de division permettent aussi de calculer les multiples nP d’un
point :

Proposition 2.4.2 On a
. ¢n71¢n+1 an

nP = (x 0z 2%11)
_ (27 _ wnflwn+1 ¢n+2w721—1 - ¢n—2@/}721+1)
- v dy3

Preuve : voir [6]
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Chapitre 3

Courbes Elliptiques sur un
Corps Fini

Si K =T, est un corps fini, le groupe des points rationnels d'une courbe
elliptique sur K est fini et devient un analogue du groupe F, pour les ap-
plications en cryptographie par exemple. Il est donc nécessaire de connaitre
son ordre i.e le nombre de ses éléments. Pour des corps finis pas trop larges,
on peut calculer ce nombre directement en essayant toutes les valeurs dans
le corps et voir quelles sont celles qui vérifient I'équation de Weierstrass.
Pour des corps plus larges, cela n’est plus possible et il faut utiliser d’autres
méthodes. Le théoreme de Hasse, qu’on présente dans ce chapitre, permet de
donner une premiere estimation du nombre de points. Cette estimation sera
utilisée par Schoof pour déterminer l'ordre exactement. On ne peut donc
sous-estimer l'importance de ce théoreme dont la démonstration est basée
sur les propriéttés de I’endomorphisme de Frobenius sur la courbe elliptique
et qui étend le Frobenius sur le corps fini. A la fin du chapitre nous don-
nons quelques exemples d’application du théoreme de Hasse. Pour tout ce
qui concerne les corps finis, nous renvoyons le lecteur a notre mémoire de
Licence [11] ou encore a [9].

3.1 Cas d’un corps fini

Soit I, le corps fini & ¢ éléments et soit F, sa cloture algébrique. On sait
que ¢ = p” avec p un nombre premier (p est donc la caractéristique de F, et
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on supposera comme convenu que p # 2, 3). Si F, est le corps premier :
F,={0,1,2,....p—1}

[F, est une extension algébrique de F,, de degré r (i.e que I, est un F,-espace
vectoriel de dimension r). Soit £ une courbe elliptique définie sur le corps F,
donnée par ’équation de Weierstrass :

Y2=X3+ AX + B

avec A, B € F,. (Remarquer que le point a 'infini O = (0, 1,0) est rationnel
sur F,). Soit E(F,) = {(z,y) € F2/y* = 2* + Az + B} U {O}, le groupe
des points rationnels de la courbe sur F, (c’est un groupe abélien d’aprés les
résultats du chapitre 2).

Proposition 3.1.1 : E(F,) est un groupe finii.e que #E(F,) < cc.

Preuve : Comme [, est un corps fini, il n y a qu'un nombre fini de possibilités
pour les couples (x,y) qui vérifient y* = 2® + Ar + B dans F, et donc
#E(F,) < oo.

D’aprés ce résultat, tous les points de E(Fq) sont des points de torsion i.e
que VP € E(F,), il existe m € N tel que :

mP =0

En effet Uordre du groupe E(F,) est fini et I'ordre de tout point (i.e du sous-
groupe engendré par le point) divise I'ordre du groupe.

Le nombre maximum des x € F, vérifiant y? = 2% + Ax + B est ¢ et pour
chaque z, il y a possibilité de deux valeurs pour y. Donc le nombre maximum
de points de E sur F, est 2¢ + 1. L’équation quadratique y? = 2 + Az + B
a 50% de chance d’avoir une solution en y pour un x donné et on peut donc
estimer le nombre de points & #E(F,) = ¢+ 1. (On rajoute le 1 pour le point
a 'infini).

Exemple 3.1.1 :

1. Prenons g =p =7 et soit la courbe elliptique E d’équation de Weiers-
trass Y? = X3+ X + 1. E est définie sur F; (remarquer que E est non
singuliere). On peut calculer #E(F7) en déterminant tous les points
rationnels grace an tableau suivant :
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|3+ +1] vy
0 1 +1
1 3
2 4 12
3 3
4 6
) )
6 6
Les carrés y* dans By sont 0 (poury =0) ;1 (poury=1ouy=—1=

6);2 (poury=3=ouy=-3=4)etd (poury=2ouy=-2=5).
Donc E(F;) ={(0,1),(0,6),(2,2),(2,5)} U{O} et #E(F;) = 5.

2. La meéme courbe peut étre définie sur Fs (¢ = p = 5) et un tableau ana-
logue donne E(F5) = {(0,1),(0,4),(2,1),(2,4),(2,4),(3,1),(3,4), (4,2), (4,3)}u
{O} et donc #E(F5) =9.

3.2 L’endomorphisme de Frobenius

Soit le morphisme de Frobenius sur la cloture algébrique Fq de F,.

%:Fq — Fq
r — zf

¢, est en fait un automorphisme de F, :

¢q<x + y) = ¢q($) + ¢q(y)

et on a:
pglx)=verelf, (=rezel)

Si E est une courbe elliptique définie sur F,, ¢, opere sur les coordonnés (z, )
de tout point P € E(IF,) et ceci définit une application, qu’on notera aussi

g _ L
¢q: E(Fy) — E(F,)
(@,y) — (dq(), dq(y))
O — O
Ici il faut s’assurer que si P = (z,9) € E(F,), alors ¢,(P) = (29,y9) €
aussi & E(F,). Soit Y2 = X3+ AX + B I'équation de E avec A, B € F,. Soit
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P = (z,y) € E(F,). Donc y*> = 2* + Az + B. En utilisant (x +y)? = 29 + ¢
et 7 =z si z € F,, ou obtient en prenant les puissances '™ :

(y°)" = (27 + Az + B)f
(y)? = (a%)?+ Atz + (B)*
(y*)? = (29 + Az?+ B

et donc (29, y?) = ¢,(P) € E(F,). Remarquons aussi que P = (z,y) € E(F,)
si et seulement si ¢ (P) = P.

Proposition 3.2.1 : ¢, est un endomorphisme de E

Preuve : On a ¢,(z,y) = (29,y?) et donc ¢, est donnée par des fonctions
rationnelles (en fait des polynomes, ce qui est encore mieux). Donc ¢, est
un morphisme de la courbe E vers E. Il nous reste donc a montrer que c’est
un morphisme de groupes (de E(F,) vers E(F,)). Soient P, = (z1,1;) et
Py = (z9,1») deux points de E(F,). Il faut montrer que :

Go(P1 + P2) = ¢q(P1) + ¢q(P2)
Soit sz(l'g,yg):Pl—FPQ. Ona, Sil’l#l@i

r3 = mQ — 1 — X2
Ys = m(xl - $3) — U
avec
Y2 — U1
m _—
To — T

iemes .

En prenant les puissances ¢

!/
i = m? -2l - 2l
q o q q
y3 = m (2] —x3) — Y]
avec . .
/ Yo — U1
m = -3 q
Loy — T
et donce
_ q .4
¢q(x3ay3) - (x37y3)

= Oq(21,41) + g(22,92)
On traite de la méme facon les cas x1 = 29, Py ou P, =0 et P, = P,.
On a donc montré que ¢, est une application rationnelle (en fait un mor-
phisme ) et que c’est aussi un morphisme de groupes. Donc c’est un endo-
morphisme de la courbe elliptique E.
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Proposition 3.2.2 : deg(¢,) = q et ¢, n’est pas séparable.

Preuve : On a ¢,(z,y) = (fi(z),y?) avec fi(x) = x¢ et donc deg(¢,) = q.
De plus f;(z) = qv?' =0 et f] est identiquement nul. Ceci montre que ¢n
n’est pas séparable.

Comme ¢, est un endomorphisme de E, il en est méme de ¢2 = ¢q0¢, et plus
généralement de ¢ = ¢, 0...0 ¢, pour n > 1. Comme [~1|(z,y) = (v, —y),

nfois

la multiplication par —1 est aussi un endomorphisme et donc les ¢ — 1 sont
des endomorphisme de E pour tout n > 1. Ici on a bien sur :

(05 —)(P) = dy(P)— P, VP € E(F,)

Proposition 3.2.3 : On a :

1. Ker(¢y —1) = E(Fgn).
2. ¢y — 1 est séparable et donc #E(Fgn) = deg(dy — 1).

Preuve : Ici F,» est I'unique extension de F, de degré n (dans F,). Les
éléments de F,n sont caractérisés par © € Fn < 27 = z et donc P €
E(F,) & ¢y (P) = P. Le fait que ¢ — 1 soit séparable se démontre en utili-
sant la définition de la séparabilité mais est assez technique et nous renvoyons
le lecteur a [15] ou [16] pour plus de détails.

Posons : .

a = qg+1—#E(F,)
= q+1—deg(¢p,—1).

On a déja donné une premiere estimation de #E(F,) :
#E(Fq> ~q+1

et donc a calcule en quelque sorte ’écart entre #E(Fq) et ¢ + 1. Pour tout
entier m # 0 dans K, on sait que :

Z

T miZ

Em) 2 Z® Ly (Zn, )

Autrement dit en tant que Z,,-module Eﬁn} est libre de rang 2. Si {1, o } est
une base de E[m/], tout autre élément de E[m| s’écrit nyaq+nsan (ny,ng € Zy,
uniques). Si :

o E(Fq) — E(Fq>

52



est un endomorphisme alors ¢ envoie E[m] vers E[m m] (puisque ¢(mP) =
me(P) = O si mP = O et donc ¢(P) € E[m] si P € E[m]) et donc induit

un morphisme : B
Gm : Elm] — E[m]

qui est représenté dans la base {ay, as} par la matrice 2x2 :
a b
c d )’

Om(aq) = aog + cay
qu(ag) = bOél‘l'dOéQ

avec a,b,c,d € Z,, et :

En utilisant la dualité de Weil [16] sur la courbe elliptique E, on peut montrer
[16] les deux faits suivants que nous utiliserons dans la proposition suivante
et dans la preuve du théoreme de Hasse.

1. Si ¢ est un endomorphisme non nul de E, alors on a :
det(¢m) = deg(¢) (mod m)
2. Pour deux endomorphismes ¢, et ¢5 et deux entiers a et b on a :
deg(agi+bpz) = adeg(¢1)+b’deg(ds)+ab(deg(¢1+dz)—deg(¢1)—deg(¢2))
La proposition suivante permet de regarder a comme la trace de (¢q)m
Proposition 3.2.4 : On a :

a = Trace((¢pq)m) (mod m)

et a est ['unique entier qui vérifie cette congruence pour tout m # 0 dans K
(i.e que la caractéristique du corps ne divise pas m).

Preuve : (¢,),, est représenté par la matrice 2 x 2 :
a b
c d )’
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Comme ¢, — 1 est séparable on a :

#Ker(ﬁbq - 1) = d69(¢q - 1)
det((¢g)m —I) (mod m)
= ad—bc—(a+b)+1 (modm)

Or ad —bc = det((¢g)m = degpy, = q (mod m) et #Ker(¢p,—1) =q¢+1—a,

par définition de a. Donc :

Par le théoreme de Cayley-Hamilton, on a donc :

(¢q)m2 - a<¢q)m + qI =0 (mOd m)

~(37)

la matrice identité (on a utilisé le fait que a = Trace(¢y)m et ¢ = det(Pg)m).
Si ' est un autre entier qui vérifie :

avec :

o' = trace(dy)m

pour tout m # 0 dans K, il doit aussi vérifier I’équation de Cayley-Hamilton :

(6q)2, — a,(qﬁq)m +ql =0 (mod m)

donc :

(a— a/)(¢q)m = <<¢q)3n — a(Pg)m) +q) — <¢q)3n - al(¢q>m +q)=0

pour tout m # 0 dans K. Donc (a—a')¢, = 0 sur E[m] pour tout m # 0 (dans
K.) Cela veut dire que le noyau de (a—a’)¢, est infini et donc (a —a')¢, = 0.
Comme
¢: E(F,) — E(F,)

est surjective, ou en déduit que a —a’ tue E(F,) et donc tue aussi E[m] pour
tout m > 1 ((a —a' )P = 0,YP € E(F,)). Or dans E[m] il ya toujours des
points d’ordre m et donc @ —a =0 (mod m) pour tout m # 0. Cela veut
dire que a = a'.
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Un argument analogue permet aussi de montrer que a est I'unique entier qui
vérifie :
¢§ —ag,+ql =0
Le polynome X2 — aX + q est le polynome caractéristique du Frobenius ¢,.
Par application a un point P = (x,y) € E(F,), on obtient :
(@7, y") — a(2?,y") + q(z,y) = 0

puisque oz, y) = (27, 47). Comme ((¢)2) — a(@g)m +q = 0,m # 0 dans
K, le noyau de ¢q2 — ag, + ¢ contient tous les E[m| et est donc infini. On
doit donc avoir

¢q2_a¢q+q:0

Pour I'unicité de a, on récopie I'argument précédent.

3.3 Théoreme de Hasse
Le théoreme de Hasse permet de préciser encore mieux l’estimation :
#E(Fq) ~q+1

en délimitant @ = ¢ + 1 — #E(F,). C’est un ingrédient essentiel dans 1’algo-
rithme de Schoof.

Théoréme 3.3.1 (Hasse) : Soit E une courbe elliptique définie surF,. Alors
on a :

lg+1—#E(F,)| < 2vq
ou encore |a| < 2,/q.

Preuve : On a : .
a = q+1—#E(F,)
= Q+1_d€g(¢q_1)

Or on a de maniere générale :

deg(rég —1) = r’degd, + s*deg(—1) +rs(deg(¢g — 1) — deg, — deg(—1))
= r?q+s*—rsa

Puisque degp, = q et deg(—1) = 1. Comme deg(r¢, — s) > 0, on a

r’+ s> —rsa>0
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et divisant par s?, on obtient :
r

A=) = a(2) +1>0

Comme Q est dense dans R. on a donc
g’ +ar+1>0, VzeR.
et le discriminant de ce polynome doit étre < 0. On a donc :
a? — 4q < 0.
ie
lal <2v/q
Comme on vient de le voir la preuve du théoreme de Hasse n’est pas trés

profonde, mais le résultat en lui méme est trés important comme on le verra
plus tard. En enlevant la valeur absolue il devient :

—-2/q<a<2/q

ou encore

¢g+1—-2q<#E(F,) <qg+1+2/q

Exemple 3.3.1 :

1. Reprenons la courbe E : Y? = X3 4+ X + 1 sur F7. On a déja calculé
#EF;)=5.Icionaq="Tetdncqg+1=38 et2\/§:2\/7~5,29.
D’autre part q+1—2,/q=8—5,29 ~ 2,71 et q+1+2,/q ~ 13,29 et
on a bien :

2,71 <5<13,29

2. Soit la méme courbe sur Fs. On a déja calculé #E(Fs) = 9. Ici ¢ =5
etq+1="6et2,/g=2vV5~4,47. ¢+1—2,/g~6—4,47 ~ 1,53 et
q+1+2,/q=06+4,47 ~ 10,47 et on a bien :

1,53 < 9 < 10,47
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Chapitre 4
L’Algorithme de Schoof

Ce chapitre constitue le coeur de ce travail. En plus de la méthode directe
vue dans le chapitre précédent, nous présentons trois autres méthodes pour
calculer le nombre de points d'une courbe elliptique sur un corps fini : la
méthode de Lang-Trotter [8], celle du Baby Step-Giant Step [4, 1] et 'algo-
rithme de Schoof [13]. Lang et Trotter utilisent une généralisation du symbole
de Legendre pour donner une formule simple pour calculer le cardinal des
points. Malheureusement cette formule n’est exploitable que pour des corps
de taille modeste. La méthode du Baby Step-Giant Step utilise les propriétés
de I'ensemble des points en tant que groupe et notamment le théoreme de
Lagrange et calcule le nombre de points en une succession d’étapes. Elle est
valable pour des corps de taille plus grande tout en restant raisonnable. En-
fin T'algorithme de Schoof, valable pour des corps finis quelconques, utilise
I’équation caractéristique de 'endomorphisme de Frobenius pour calculer le
nombre de points a travers plusieurs cas qu’on peut ramener a des calculs
simples de pgcd. Nous illustrons toutes ces méthodes tout le long du chapitre
avec quelques exemples en nous aidant notamment du logiciel PARI [12]

4.1 Méthode de Lang-Trotter

Cette méthode de calcul de #E(F,) est basée sur une généralisation du
symbole de Legendre. Si p est un nombre premier impair , le symbole de
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Legendre (modulo p) est :

a +1 si 2?=a (mod p) a une solution
(-)=<¢ —1 si 2?=a (mod p) n’a pas de solution
0 st a=0

et est défini pour tout entier a € Z. En d’autres termes on a :

a
(=) = (#de solutions de z* = a) — 1
p
(En effet si équation 22 = a (mod p) a une solution , elle va en avoir
exactement 2 et (%) = 2 —1 = 1. Si I’équation n’a pas de solutions , alors
(3) =0—1=—1etsia=0,1'¢quation a une solution double z = 0 et donc
(3) =1—1=0). La congruence r? =a (mod p) peut étre vue comme une
équation 22 = a dans p% = IF, et on peut réecrire le symbole de Legendre :
a a
(=) = (%)
pe T

Ceci admet une généralisation quand [F,, est remplacé par [F, avec ¢ = p".

Définition 4.1.1 : Soit ¢ = p™. Le symbole de Legendre généralisé est :

a +1 si 2? =a a une solution dans T,
(IET) =< —1 si x*=a n'a pas de solution dans F,

q 0 st a=20

avec a € IFy.

qg—1

Proposition 4.1.1 : Ona () =az

a
Fq

*

Preuve : La proposition est vraie si @ = 0. Supposons a # 0. On sait que F

est cyclique d’ordre ¢ — 1. Donc on a :
al=1 Vace Iy
on encore puisque g — 1 est pair :

1

(@7)*=1 VaeF;
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Donc B

o'z ==+1 dans I,
Soit y un générateur de I} (une racine primitive (¢ — 1)°"¢ de l'unité ). Si
I'équation 22 = @ a une solution b , cette solution sécrit b = 3" pour un
entier r entre 1 et ¢ — 1 . Donc

a=(y") =y

et
a'T = @D — (¢ =1 dans I,

g—1 .
Inversement supposons a 2 = 1.Sia= yk. On a:

et donc ¢ —1 divise k%. Ceci montre que k est un entier pair. On peut donc
écrire :

a=(y?) =a?

avec z = y* et donc () = 1. On a donc montré que (5-) = 1 < a's
q q

=1.
Ceci démontre la proposition.

L’idée de Lang et Trotter est d'utiliser ce symbole pour un calcul élémentaire
du nombre de points d'une courbe elliptique . Si I’équation de Weierstrass
sur F, de F est Y2 = X3 + AX + B, on calcule 2° + Ax + B pour tout
x € F, et on cherche ensuite les racines carrées y de a® + Az + B si elles
existent. Cette existence est testée avec le symbole de Legendre (’”?’J“]‘F“—‘”J’B).
plus exactement on a le : ’

Théoréme 4.1.1 (Lang et Trotter)[8] : Soit E une courbe elliptique sur F,
d’équation de Weierstrass Y? = X® + AX + B. Alors on a :

WEE) =q+14 Y (AT B,

F
xclF, g

Preuve : Si 23 + Azg + B est une carré dans F, il ya deux points de la
courbe sur F, : (zq,y) et (z9, —y) pour y une racine careé de xj + Az + B.
Si 23 + Azg+ B =0, il ya un seul point (zg,0) et si 23 + Azg + B n’est pas
un carré il n y a aucun point. En rajoutant le point a I'infini, on a donc :

nl x3 T
#EF) = 1+ Toes, (1 4+ (25220
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Pour calculer les symboles de Legendre, on utilise la proposition 4.1.1 ou
alors ou peut calculer tous les carrés dans [, et en faire une liste. Supposons,
pour simplifier que ¢ = p. On prépare un vecteur ayant p entrées, une entrée
pour chaque élément de [F, et toutes les entrées valant —1

—1
—1

-1
Pour 1 < j <p-—1, on éleve j au carré et on calcule j? = (mod p). On
remplace la k%™ entreé par +1 et 'entrée 0 par 0. Le vecteur obtenu est le
vecteur des valeurs du symbole de Legendre.

Exemple 4.1.1 :

1. Soit la courbe E d’équation Y? = X3 + X 4+ 1 sur Fs. On sait déja que
#E(F5) = 9. Pour v = 0,1,2,3 et 4, 2° + 2 + 1 vaut respectivement
1,3,1,1 et 4. On a donc

#E(FS)_5+1—|—(%)+(§)+(%)+ 1 4

pour calculer les symboles de Legendre, on utilise [’égalite (ﬁ) =a’7 =
a*. Ce qui donne ici (1) =12 =1, (2) =3=9=—1¢et (3) =4 =
16 =1 et donc :

#E(F;)=64+1—-1+1+1+1=9

Les carrés dans Fs sont 02 =0, 12 =1,22 =4, 32 =9 =4, et 4> = 1.
Le vecteur des valeurs du symbole de Legendre initial est :

5—

et le vecteur final est :



et donc (2) = 0,(3) =+1,(3) = =1,(8) = =1 et (3) = +1 et clest
bien le méme résultat.

2. Soit la courbe E d’équation Y? = X? + X +1 sur F; . On sait déja que
#E(F;) =5. Pourx =0,1,2,3,4,5 et 6, 2°+x+ 1 vaut respectivement
1,3,4,3,6,5 et 6. On a donc

1 3 4 3 6 5 6

EF,)=7T+1+ (= = = = = = =

#E(F) =T+14 () +E) + () + (B)+ C) +(2) + ()
Pour calculer les symboles de Legendre, on utilise [’égalite (%) a7 =
a®. Ce qui donne ici (1) = 13 =1, (3) = 3% =27 = 6 = —1,

#EF;)=74+1+1-1-1-1-1+1-1=5

Les carrés dans F7 sont 02 =0, 12 =1,22=4,32=2,42=2,52=4
et 62 = 1. Le vecteur des valeurs du symbole de Legendre initial est :

et le vecteur final est

On remarque qu’on a le méme résultat.

4.2 Baby Step - Giant Step

Par le théoréme de Hasse on sait que N = #E(F,) vérifie :
q+1-2/g<N<qg+1+2q
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Une autre méthode pour trouver #E(Fq) et de choisir un point quelconque
P € E(F,) (par exemple en choisissant x € F, de telle sorte que 2% + Az + B
soit un carré et de trouver un entier m dans l'intervalle [g+1—2,/q, ¢+1+2,/q]
tel que mP = 0. Alors on est siir que #FE(F,) = m. En effet on a aussi
NP = 0 puisque 'ordre du point divise 'ordre du groupe et donc forcement
N = m. Si m n’est pas le seul entier dans l'intervalle qui vérifie mP = 0,
on repéte la méme procédure avec un autre point () pour trouver un entier
n dans l'intervalle tel que nQ) = 0 et on essaie de voir si le ppecm de m et n
divise un seul entier N dans l'intervalle. Sinon on repéte avec un troisieme
point ... etc . Pour trouver m tel que mP = 0, on peut essayer toutes les
valeurs dans I'intervalle [¢ +1 — \/q,q¢ 4+ 14 /g (on sait qu 'un tel m existe
puisque NP = 0 et N est dans U'intervalle), ou alors utiliser la méthode du
Baby Step-Giant Step qui est plus rapide. Le point P étant choisi, on calcule
Q = (q¢+ 1)P et les points jP avec j =0,1,2,...,s et s un entier > gi. On
calcule ensuite les points @ + k(2sP) pour k = —s, —(s—1),..., s jusqu’a ce
qu’on arrive a une égalité :

Q + k(2sP) = +jP

Le fait qu’on puisse toujours trouver une telle egalité se démontre de la
. . - . 1
maniere suivante. Soit a = ¢ + 1 — #L(F;). On sait que |a| < 2,/g = 2¢2 <

2s*. Si on pose ap = a (mod 2s) avec —s < ag < s et a; = 4% | alors

2
a=ap+2sa; et —s < a; <s(car |a1|§%<s+l).Pourk:—a1,on
a:

Q+k(2sP) = (¢+1—2sa;)P
(q +1—a+ CLo)P
NP +ayP

= CL()P = :l:jP

On a donc (¢ + 1+ 2sk F j)P = O et on peut prendre :

m=q+1+2skFj

Si p1,...,p. sont les facteurs premiers distincts de m, pour chaque i =
1,...,r, on calcule (;i?)P. Si (%)P = O, on remplace m par o et on repéte

le processus . Si ()P # O, Vi , alors m est I'ordre de P (Si t est I'ordre
de P, on sait que t divise m Supposons t # m dans ce dernier cas. Soit p
un diviseur premier de 7 (et donc aussi de m) donc pt divise m et t divise
. Donc 2P = O, contradiction). Le passage de jP a (j 4+ 1)P constitue
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la ”Baby Step” et le passage de k(2sP) a (k + 1)(2sP) constitue la ”Giant
Step” , d’ou le nom de "Baby Step-Giant Step”. On obtient en définitive
I'algorithme suivant pour calculer #E(F,) :

1.

11.

12.

S B

Choisir un entier s avec s > ¥/q.

Pour 7 =0, ..., s, calculer jP.

Q<+ (g+1)P.

Calculer Q + k(2sP), |k| < s.

Jusqu’a ce qu’il existe un j avec @ + k(2sP) = £jP.

m <«— q+ 1+ 2sk F j (m vérifie mP = O).

Factoriser m. Soient py, ..., p, les diviseurs premiers distincts de m.

Tant que 7 < r, faire :
Si Z%_P =0

alors m <— ;—”i.

sinon ¢ <— ¢ + 1.

Fin Si.

Fin Tant que.

.n<+— 1.
10.

n <— ppcm(n,m) (m est Uentier obtenu dans l'etape 8. C’est 'ordre
de P).

Tant que n divise plus d'un entier N dans l'intervalle [¢ +1 —2,/q,q +

1+2,/q,

Choisir un autre point P et aller a I’étape 1.
Fin Tant que.

Retourner N (C'est #E(F,)).

Exemple 4.2.1 : Soit la courbe elliptique E sur Fs d’équation de Weiers-
trass Y2 = X3+ X + 1. On a déja calculé

E(Fs) = {(0,1),(0,4),(2,1),(2,4),(3,1),(3,4), (4,2), (4,3)} U{O}

et donc

#E(F5) =9

Voyons si on peut trouver le méme résultat en utilisant la méthode du “Baby
. . 1 1

Step-Giant Step”. Ici on a ¢ =p =5 et donc g5 =51 = 1.49. On peut donc

prendre s = 2. Choisissons le point P = (0, 1) et calculons jP pour j = 0,1,2.
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On trouve 0P = O, 1P = P = (0,1) et pour calculer 2P = (x3,y3), on utilise
les formules de la proposition. On a si P = (x1,y1) = (0,1)

2?/1 2
et donc
3 =m? — 2z, =4
et

ys = m(x; — x3) —y; = 2

et donc 2P = (4,2). Un calcul analogue nous donne 4P = 2(2P) = (3,4).
Ensuite on doit calculer Q@ = (¢ + 1)P = 6P. Pour cela on utilise [’égalité
6P =2P +4P. Si 6P = (x3,y3), 2P = (z1,y1) et 4P = (x2,y2) on a pour

Y2 — U1
m =
To — 1

=3

x3:m2—x1—$2:2
et
ys =m(x; —x3) —y; =4

et donc @ = 6P = (2,4). L’étape suivante consiste a calculer Q@ + k(2sP)
pour k = —2,—1,0,1,2 jusqu’a ce qu’on trouve une égalité Q+k(2sP) = Q+
k(4P) = £jP. En utilisant les formules précédentes, on trouve QQ +0(4P) =
Q # +jP pour tout j et Q + 1(4P) = Q + 4P = (2,4) + (3,4) = (0,1) =
P =1P. Donc pourk=1etj=1, on a Q+ k(2sP) = jP. On a ainsi

m=5+14+221-1=9

Comme 9 = 32, 9 n'a qu’un seul facteur premier qui est 3. Si 3P # O alors
lordre du point P est 9, sinon c’est 3. Calculons 3P. On a

3P =P+2P =(0,1)+ (4,2) = (2,1)

Donc 3P # O et lordre de P est m = 9. On sait donc que 9 divise #E(Fs)
et que celui-ci vérifie B
1.53 < #E(F5) < 10.47

On a donc #E(F5) = 9.
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Exemple 4.2.2 : Considérons la méme courbe Y? = X3 + X + 1 mais sur
le corps F7. On sait déja que

EGF?) = {(O’ 1)’ (Oa 6)? (27 2)7 (2’ 5)} U {O}

et donc #E(F;) = 5. Comme ¢ = p = 7 et 74 = 1.62, on peut la aussi
prendre s = 2. Choisissons toujours le point P = (0,1). On calcule OP = O,
1P =P = (0,1) et 2P = (2,5). On calcule aussi 4P = 2(2P) = (0,6) et
Q =8P = 2(4P) = (2,2). On remarque que QQ + 4P = 2P, donc k = 1 et
] =2 et donc

m=74+1+221-2=10

Les diviseurs premiers de 10 sont 2 et 5. On teste si %P =2P =0, ce
qui n’est pas le cas puisque 2P = (2,5) # O. On laisse donc m intact et on
passe au diviseur premier suivant qui est 2. On a 1—20P =5P =4P + P =
(0,6) + (0,1) = (0,—1) + (0,1) = (0,1) — (0,1) = P — P = O. On remplace
doncm = 10 par m =5 et l'ordre du point P est 5. On sait ainsi que 5 divise
#E(F;) et on a vu que ce dernier vérifie

2.71 < #E(F;) < 13,29

Comme 5 divise deuz entiers dans cet intervalle, a savoir 5 et 10, on doit re-
commencer le processus avec un autre point, déterminer son ordre et calculer
le ppem des deux ordres. Si ce ppcm divise un seul entier dans ['intervalle,
cet entier est le nombre de points, sinon il faut recommencer avec un autre
point, etc. Mais ici on peut conclure plus rapidement. En effet on sait que
#E(F;) =5 ou 10. Si c’est 10 il doit y avoir un point P d’ordre 2 i.e 2P = O
ou encore P = —P. Si P = (z,y), on doit donc avoir y = —y et donc 2y = 0
i.e y=0. z doit donc vérifier 3+ x +1 =0 dans F;. Mais un calcul rapide
montre qu’un tel x n’existe pas et donc il n y a pas de point d’ordre 2. On en
conclut que #E(F;) = 5.

4.3 L’Algorithme de Schoof

Pour calculer #E(F,) il suffit de calculer a = ¢ + 1 — #E(F,). Par le
théoreme de Hasse on sait que :

lal <2vq
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Ou encore :

—2/g<a<2yq
C’est a dire que a et contenu dans I'intervalle [-2,/g, 2,/q] qui est de longueur
4,/q. Pour connaitre a, il suffit donc de le connaitre modulo un entier N qui
vérifie :

N > 4./q

En effet si a = b (mod N) avec b > 0, alors on auraa =boua=b— N
k

et on tranchera en utilisant I'inégalité de Hasse. Si N = [] /; est un produit
i=1

de nombres premiers distincts et par le théoreme des restes chinois, pour

connaitre a  (mod N), il suffit de connaitre a; = a (mod [;) pour i =

1,...,k. Le probleme du calcul de a (et donc de #E(IF,)) se réduit donc au

suivant :

Probléeme : Calculer ¢ (mod [) pour [ un nombre premier.

4.3.1 Théoreme des Restes Chinois

Le théoréme des restes chinois nous procure une méthode pour trouver le
plus petit entier satisfaisant a un certain nombre de congruences. On I'uti-
lise dans 'algorithme de Schoof pour calculer les a; = @ (mod ;) pour un
ensemble de nombres premiers [; avec a = ¢ + 1 — #E(F,) et retrouver a.

Théoreme 4.3.1 : Soient nq,...,n, des entiers premiers entre euzr deuxr a
deur et soit N = niy.na..... n, leur produit. Pour tous entiers aq,...,a,, il
existe un entier a unique modulo N tel que

a=a; (modn,)

pour tout 1 =1,...,7r.

Preuve : Pour chaque 7, n; et n; = nﬂ sont premiers entre eux i.e pged(n;, 1;) =

1. Par le théoreme de Bezout (algorfthme d’Euclide étendu), il existe des en-
tiers u; et v; tel que u;n; + v;n; = 1. Posons [; = v;n;. On a :

l;=1 (mod ny;)
et
l;=0 (mod n,)
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T
pour j # . Sion pose a = »_ a;l; (mod N), alors a est solution du systeme
i=1
de congruences :

a=a; (modn)

a, (mod n,)

a
Exemple 4.3.1 : Soit a résoudre le systeme :

1 (mod 2)
0 (mod 5)
6 (mod 7)
7 (mod 11)

SIS
11

Icion any =2, ny=>5,n3 =717, ng =11, et ils sont premiers entre eur deux
a deux. De plus N =2 x5 x7x 11 =770.

x ny=2,n; =385 et 1y =1 (mod 2) donc [y = 385

% ng = 5,1y = 154 et 4my =1 (mod 5) donc ly = 616

x ng ="7,13 =110 et 3.7i3 =1 (mod 7) donc I3 = 330
)

x ng=11,714 =70 et 3.y =1 (mod 1
et a =Y a;l; = 3835 =755 (mod 770).

1 donc Iy = 210

Remarque 4.3.1 : Pour calculer a (mod 1), pour | un nombre premier,
Schoof utilise les propriétés du Frobenius vues dans le chapitre 3 et notam-
ment l’egalité :

a = trace(¢,); (mod 1)
qui rappelons le est vraie pour | # 0 dans Fy i.e pour | # p (si ¢ =p™). On
choisira donc tous les | # p dans la suite.

4.3.2 Casl=2

Soit E d’équation Y2 = X?® + AX + B. S'il existe zyp € F, tel que 23 +
Az + B = 0 alors le point P = (x0,0) est un point d’ordre 2 de la courbe (i.e
2P = O) et donc P € E[2] (le sous-groupe des points de 2-torsion). Comme
Iordre de P divise I'ordre du groupe E(F,) qui est #E(F,), ou en déduit que
ce dernier est pair i.e :

¢g+1—a=0 (mod 2)
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Comme ¢ est impair, cela donne :
a=0 (mod 2)

Un point de 2-torsion vérifie 2P = O i.e P = —P. Donc si P = (¢, o), on a
forcément yo = 0. Autrement dit les points de 2-torsion sont les (z,0) avec
7o solution de X3+ AX + B. Donc si cette équation n’a pas de solution, alors
il n y a pas de point de 2-torsion et donc #E(F,) est impair ce qui donne
a=1 (mod 2). On a donc montré :

Proposition 4.3.1 : Si l’équation X + AX + B a des solutions dans F,
alors
a=0 (mod 2)

Sinon
a=1 (mod 2)

Comme les éléments de I, vérifient tous ’équation
X1—-X=0
I'équation X? + AX + B aura une solution dans F, si et seulement si :
pged(X?— X, X* + AX + B) # 1

L’algorithme d’Euclide appliqué aux polynomes permet de calculer ce pged
de maniere trés rapide.

Corollaire 4.3.1 :
a=0 (mod 2)

0

pged(X9 — X, X* + AX + B) # 1

Exemple 4.3.2 :

1. Soit E d’equation Y?> = X3 + X + 1 définie sur Fs. En utilisant la
commande ged de PARI, on calcule facilement

pged(X° — X, X+ X +1) =1

et donca=1 (mod 2). On serait arrivé au méme résultat en remar-
quant que 'équation X> + X + 1 n'a pas de solution dans Fs.
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2. Soit E d’équation Y? = X3+ X +1 définie sur F7. La aussi en utilisant
la commande ged de PARI, on trouve

pged( X" — X, X+ X +1) =1
et donc a =1 (mod 2). Ici aussi I’équation X3 + X + 1 n’a pas de

solution dans IF;.

4.3.3 Casl+#2,p

Par le chapitre précédent, on sait que le Frobenius ¢, vérifie I’équation
caractéristique

¢3 + qldp = agq
i.e que pour tout P € E(F,), on a
93(P) + a(P) = apy(P)

ou encore si P = (x,y) et sachant que ¢p(z,y) = (29,y?) :

(27, y7) + q(z,y) = a(z?, y?)

avec toujours @ = ¢ + 1 — #E(F,). Si le point P = (x,y) est un point de
I-torsion, i.e P € E]l], ou encore I(z,y) = O, alors on a :

qP =¢qP

avec ¢ = ¢ (mod [) qu’on peut choisir de telle sort que [g| < % En effet si
on écrit ¢ =kl +q, on a

qP = (kl+9q)P
k(LP) + gP
O +gP

De méme on peut écrire :

agq(P) = ad,(P)
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avec @ =a (mod (). En effet sia =kl +@a, on a:

a¢q(P) = (Kl +a)¢q(P>
= klpy(P)
= k(bq(lP) a
= O+ ag,(P)
= aﬁbq(P)

Modulo [ (i.e sur les points de [-torsion), ’équation précédente devient :
(@, y") +q(z,y) = a(x%,y?) (mod )

et on sait que @ est 'unique entier qui vérifie cette équation. L’idée de I’al-
gorithme de Schoof est de calculer toute les quantités intervenant dans cette
équation (en tant que fonctions rationnelles de z et y) et de trouver I'unique
entier @ qui vérifie I'egalité. On pourrait par exemple calculer les deux fonc-
tions rationnelles donnant (z4°, yq2) + ¢(z,y) d’une part, et calculer les deux
fonctions rationnelles donnant a(z9, y?) et essayer de trouver 1'egalité en es-
sayant toutes les valeurs @ = 0,1,2,...,l—1 possibles. On peut aussi utiliser,
en suivant Schoof, les polynomes de division qui comme on ’a vu permettent
le calcul des multiples d’un point P. Sur E[l] 'équation caractéristique du
Frobenius est :
o +7q =g

1.e

G(P) +qP = atu(P), VP e ]
aveca=a (modl)etg=g (modl)et|g| <% En utilisant les polynomes
de division on peut réecrire gP et ag;(P) :

(5. 35) = ,y) = (o — L 22
Va-1Vat1\q Vo

dgbl(P) = (l’%, yg) = (xq - ( )qj(

TE ))

et I'équation devient pour P = (z,y) € E[l] :

s

2 2 _ —
(7, y") + Gz, y) = a(x?,y)

ou encore
2 2

(27, y") + (7q,Yq) = (25, y2)
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On rencontre a ce stade un premier obstacle car la formule pour calculer
($q2,yq2) + G(z,y) varie selon que les deux points sont distincts ou selon
qu’ils aient ou non la méme z-coordonnée. Autrement dit on doit distinguer
les cas (z0,y?") # +q(x,y) et (z7,y?") = +g(x,y). On sait en effet d’aprés
les formules de la loi d’addition sur la courbe elliptique que si P = (z1,y1)
et Q@ = (22,42) :

Tl = T9g < Q =+P

L’algorithme de Schoof commence par tester s’il existe un P = (z,y) € E[l]*
tel que (z7°,y7") = 4q(x,y). Pour cela on compare les z-coordonnées i.e on

vérifie si : et
27 —g;=x— q712q+1
(G

ou encore
(@7 — 2)¢2 + g1 =0

Par les propriétés des polynomes de division, ce dernier polynome est un

polynéme en z seul. Appelons le P(z). On a donc montré que :

AP = (x,y) € E[l]*/¢{(P) = £qP <= P(x) =0
Il est maintenant trés aisé d’obtenir la :

Proposition 4.3.2 : Il existe P = (z,y) € E[l]* tel que

$(P) =£qP (ie (27,y7) = £q(z,y))

st et seulement si

pgcd(P(z), Yi(z) # 1

Preuve : On sait que P = (z,y) € E[l] <= ¥(z,y) = 0. Pour savoir si
¢ (P) = +qP on évalue P(z) = 0 sur les points de [-torsion. Un tel point
existe <= P(x) et ¢;(x) ont des racines communes i.e pged(¢y(x), P(x)) # 1.
Ainsi selon qu'il existe ou non un point P € E[[]* tel que (2¢°,y9") = +q(z, )
les méthodes de calcul de @ vont différer (tout simplement parce que les
formules de la loi d’addition ne sont pas le mémes). S'il existe un P € E[l]*
tel que ¢?(P) = +qP, on est dans le cas 1 de l'algorithme de Schoof. Sinon
siVP € E[l]*, $?(P) # £qP on est dans le cas 2 de I’algorithme de Schoof et
on dispose , par la proposition precédente, d’un test simple pour vérifier cela.
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Remarquons aussi (et c’est trés important pour I'algorithme) que si pour un
point P € E[l]*, on a calculé un nombre b € £ tel que :

¢} (P) —bp(P) +qP =0

alors b = @ et on aura calculé @ pour tous les autres points (autrement dit
pour calculer @ il suffit de le faire au niveau d’un point quelconque de E[l]*
a travers 1’équation caractéristique). En effet, on sait aussi que :

¢} (P) —ag(P)+qP =0

donc (@ — E)Q_bl(P) = O. Comme P est un point de [-torsion, ¢;(P) I'est aussi

et donc @ — b divise li.e @ — b = O dans Z et donc @ = b.

1Z
Algorithme de Schoof cas 1 B
On suppose qu'il existe P = (z,y) € E[l]* tel que :

¢i(P) = £qP
1.€ L.
(7, y7) = £q(z,y)

La proposition suivante permet déja de lister toutes les possibilités pour @
dans ce cas.

Proposition 4.3.3 : Si ¢?(P) = &P pour un P € EI[l]*, alors @ ne peut
prendre que trois valeurs possibles :

a=0 ou a=2w ou a=—2w.
avec w € & vérifiant § = w?.
Preuve : Si ¢?(P) = gP, on obtient par I'équation caractéristique :
2qP = agy(P)

Remarquer que 2g # 0 (dans ZZZ) (carl#£2etl#pet|q < é, ce qui donne
2#0,7# 0 et 2g # 0). Donc dans ce cas on doit avoir @ # 0 (dans ~). De
plus en prenant au carré, on obtient

4q2P = @ ¢} (P) = a*qP

donc
i7" =a’g
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et

ou encore

62(%)2:102 avec w = /q

ce qui donne @ = +2w. Donc si on est dans le cas ¢} = +qgP, on sait que
7 = w? est un carré dans Z et @ = £2w # 0. Si ¢ (P) = —¢P (ce qui est sir
si g n’est pas un carré dans %), I’équation caractéristique donne :

agy(p) =0

et comme ¢;(P) #0et 0 <a<!—1, on doit avoir

a=20
dans %.
On peut reformuler cette proposition en disant que si ¢?(p) = —qP alors

a = 0etsi@?(P) = qP alors ¢ = w? est un carré et @ = +2w. Pour continuer
I’algorithme on peut procéder ainsi : On teste si ¢ est un carré ou non dans
%. Si g n’est pas un carré dans % (rappelons qu’on est toujours dans le cas
1: ¢}(P) = £P) alors on est sr que @ = 0. Sinon si 7 est un carré dans 2
on aura soit ¢?(p) = +qP, soit ¢?(P) = —gP et il nous faut un moyen pour
distinguer les 2 cas. (Si ¢?(P) = gP, on sait que g est un carré mais l'inverse
n’est pas toujours vrai . Il se peut que ¢ soit un carré et qu’ on ait quand

méme ¢7(P) = —gP). Si g est un carré et ¢7(P) = gP, on doit avoir

(61— w)(r +w)(P) = ¢/ (P) —gP =0

et donc
¢ (P) = twP
ce que 'on peut tester en comparant les x coordonneés :
729 = 1 — ww—lww—&-l
(A
ou encore

(xq - I’)@Dz] + Qzbw—lr(ﬁw-i-l =0

Appelons ce dernier polynome @Q(z) (c’est un polynome en z seul). On a donc

¢u(P) = twP < Qz) =0
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& pged(Q(x), ¥u(x)) # 1
puisque P = (z,y) € E[l] & ¢(x) = 0. Si pged(Q(x),¢y(x)) = 1, alors on
doit étre dans le cas ¢?(P) = —gP. Résumons :
Proposition 4.3.4 : Sachant que ¢?(P) = +qP, on a
1. siq n'est pas un carré alors a =0
2. st q est un carré alors on a :
(a) sipged(Q(z),Yi(x)) =1, alors a = 0.
(b) si pged(Q(x),v(x)) # 1 alors @ = +2w avec § = w?
Preuve : Si g n’est pas un carré, on est dans le cas ¢? = —gP et donc a = 0.
Si g est un carré, on est dans 'un des deux cas ¢?(P) = gP ou ¢?(P) = —gP.
Si ¢Z(P) = qP, on doit avoir ¢;(P) = +wP et donc pged(Q(x), () # 1 ce
qui donne a = +2w. Sinon on est dans le cas ¢7(P) = —gP et a = 0.

Il nous reste a discerner entre @ = +2w et a = —2w dans le cas ¢7(P) = gP
(et donc g carré dans %Z). Pour cela il suffit de remarquer que :

¢ (P)=wP = a=+2w

n(P) = —wP = a=—2w

La x coordonnée de ¢;(P) est la méme que celle de wP ou —wP. Donc pour
savoir si ¢;(P) = wP ou ¢;(P) = —wP, on compare les y-coordonneés. Si
¢1(P) = wP, on doit avoir :

q __ ¢2w

T
ou encore :
2,y" = Y2 =0
Appelons ce polyome R(x) (remarquer que c’est un polynome en z seul
puisque y*> = 2* + Az + B). On a donc : si P = (v,y) € E[l]* : ¢y(P) =
wP < R(z) =0 et donc

¢1(P) = wP < pged(R(x),{i(z)) # 1
On a donc obtenu :

Proposition 4.3.5 Si pged(R(x),¥(x)) # lalors @ = 2w, sinon @ = —2w.
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Preuve : pged(R(z), ¢ (x) # 1 = ¢;(P) = wP et donc a = 2w. Si pged(R(x), Y (x)) =

1, on ne peut pas avoir ¢;(p) = wP et a = —2w.
On peut maintenant donner un résumé de ce premier cas de I’algorithme de
Schoof :
Resumé du cas 1 :
1. Si pged(P(x),y(z)) # 1, il existe P € E[l]*/¢?(p) = £qP.

A
1Z"

3. @ =0 si g est un carré et pged(Q(z), v (x)) =
4. Siq est un carré et pged(Q(z),

1(x
(a) @ = +2w si pged(R(z), (7)) #
)=

(b) @= —2w si pged(R(z), ¥u(x)
Algorithme de Schoof Cas 2 :
Cest le cas ou ¢?(P) # +£qP, VP € E[l]*. Ce qui arrive si pged(P(x), 1 (z)) =
1. L’algorithme procede alors par tester pour chaque j € (%)* s’il existe un
P = (z,y) € E[l] tel que :

2. a =0 si g n’est pas un carré dans

) ;é 1, alors soit w/w? =7g. On a :

2 2 _ .
(7, y") +q(z,y) = j(2%,y?) = (2§, v])

Puisqu’on est dans le cas 2 i.e x1 # x5, le calcul de (a:'qZ,yq2) +q(x,y) se fait
en utilisant :

Y2
Coxy— 1
Ici on a
Ve e Y= 20yt
Y2 1/1—2—% Yy = 21/%
et

2N, /,2
To—T1 =1 Vg-1Yg41 2 = (x — 27)g — Yg1¥an
2 — L1 — - T 5 -

V3 (2

Ce qui donne :

_ Y2 — Y1 _ (1/1§+21/)§ 1 ¢q 2¢q+1 - 4¢§yq2+1) _ @
Ty — Ty Ayg(—g-1bger — 2(2T — x)) 5

Si (x3,y3) = (xq2,yq2) +q(x,y), alors on a :

% 1wq+1
1/}2

23 =m?— 11 — 29 =m? — (2% + )+

75



et

wa— 1 ww 1
vg

2

Y3 = m(2z) + 19 —m?) —y; = m(2xq2 +x— —m?) — y*

De plus comme v, (2%, y9) = ¢, (z,y)?, on a :

. ¢j—1¢j+1 ¢j+2¢32'71 - ¢j—2¢32'+1
V3 dyy)?

Comme pour deux points P = (z1,y1) et Q = (22,92) on a :

gt y?) = ((z

)% ( ))

P::l:Q<:>$1:I'2

en égalant les z-coordonnées de (z9°,y%") + G(z,y) et j(z% y?) on pourra
déterminer si @ = £j. Donc @ = £ si et seulement si :

n %—quﬂ (o wj—;fjﬂ)q

m? — (2% + )

Ce qu’on peut arranger en :
1/1]2-q(042¢§ — 52¢§($q2 +2) + BPhg_1bg1) — 521/1;(1/1]2-[] T — (Yj—1¢41)?) =0

Par les propriétés des polynomes de division ,,, on vérifie facilement que ce
polynome est un polynéme en z seul. Appelons le S(z). On a donc obtenu :

Proposition 4.3.6 : Soit j € (Z)*, il existe P = (z,y) € E[l] tel que :

2 2 _ .
(27, y") +q(z, y) = x4 (27, y7)
st et seulement si :

pged(S(x), ¢i(x)) # 1

Preuve : Un tel point existe si et seulement si S(x) = 0 et donc S et ¢; ont
des racines communes. Donc pged(S(z), ¢i(z)) # 1.
Une fois qu’on sait qu’il existe un P = (z,y) € E|[l] tel que :

(=7, ™) + q(x, y) = +5(29,y9)

1.e a = £ il reste a déterminer si a = +7 ou a = —j. Pour cela on utilise le
fait que si P = (z1,y1) et Q = (x2,92) alors

P=qQ — T1=x9 €t Y =1y
P=—-Q <= z1=29 et y =—yo
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On va donc comparer les y-coordonnées de (27,47 ) +g(x,y) et j(z?,y?). Si
elles sont égales alors @ = +7j sinon @ = —j. Si elles sont égales on doit avoir :

¢q_1w§+l 9 e _ 1/1j+21/12;1 - 1/’j—2¢2‘+1
w—g—m)_y _( J4y¢33 :

m(2z7 + x —

)
Ce qui donne
(4y0?)* (m (g (227" + ) — g 10 — Pom®) — ¢2y”)

—wg(ijwqu - "%'72%2'“)(1 =0

avec .
]
ou encore
2
(4y¢?)q(%(w§(2xq2 + ) — g1t — wﬁ%) — wgy(f)
— 2 (42t 4 — Wy} )? =0
ou encore

(4yp?) 1 (@B?2(a” + x) — af*Pg1¥g — a®Y2 — BP2yT)
— B2 (Yjp0t0s | — Yj0t05 )T =0

Toujours en utilisant les proprietés des polynomes de division, ce polynome
est un polynéme en x seul. Appelons le T'(z). On a donc :

Proposition 4.3.7 : @ = +j si et seulement si pged(T(x), ¥y(x)) # 1.

Preuve : @ = +j si et seulement si T'(z) = 0 pour P = (x,%) € E[l]. Donc
T et v, ont des racines communes et donc pged(T', ;) # 1.

Remarque 4.3.2 Comme dans un premier temps il s’agit de déterminer si
a= =75 pour 1l <5 <I1—1, 1 suffit de vérifier cela pour 1 < j < 1_71 car i
1§j§l_71al0rsl_71<—j§l—1

Resumé du cas 2

1. Si pged(P(x),¢(z)) = 1 alors ¢?(P) # +gP,VP € Ell] et on est dans
le cas 2 de Schoof .
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2. Pour j € {1,..., 51}, on essaie de trouver un P = (z,y) € E[] tel
que : L.
(=,y") +a(z,y) = £j(27,y7)
Un tel P existe < pged(S(x),¢i(x)) # 1 et a = £5.
3. @ =+j si pged(T(z),Y(x)) # 1 et @ = —j sinon.
Nous donnons maintenant 1’algorithme de Schoof complet.
Algorithme de Schoof
Soit une courbe elliptique sur F, d’équation Y2 = X3 4+ AX + B et soit
a=q+1—-#E(F,).
1. Sipged(X?— X, X3>+AX +B)=1alorsa=1 (mod 2).
Sinon a =0 (mod 2).
2. Créer un ensemble de petits nombres premiers L = {ly,ls,... 1} avec
h<l<..< lk,lz #p,VZ et

k
=1

Calculer les [;, polynomes de division g, ¥1, Y2, ..., ¥y,
pour tout | € L, calculer g =¢ (mod ).
Si pged(P(z),1(x)) # 1 alors il existe P € E[l] tel que ¢?(P) = +gP.
Si g n’est pas un carré  (mod [) , alors a =0 (mod ).
Sinon si g est un carré  (mod [) calculer w tel que w?> =g (mod I).
Si pged(Q(x), 1 (z)) =1, alorsa=0 (mod )
Sinon

9. Sipgcd(R(x),(x)) # 1, alors a = 2w (mod 1)

Sinon @ = —2w (mod ).

10. Si pged(P(z),¢(x)) = 1, alors ¢?(P) # +gP et on est dans le cas 2
de Schoof.

11. Pouurjzl,...,l’T1

12. Si pged(S(x), () # 1, il existe P € EJl] tel que
6/(P)+qP =£j¢(P) (mod 1)

X NS e W

et done
a=+j (modl).
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13. Si pged(T(x), 1 (x)) #1 , alorsa=j (mod ).
Sinon a = —j (mod [).

14. Passer au j suivant.
15. Passer au [ suivant.
16. A ce stade on aura calculé a (mod ;) pour tout [; € L.

17. On utilise la théoréme des restes chinois pour calculer a  (mod N) avec

et donc a.
18. Calculer #E(F,) =q+1— a.

4.4 Exemples

Nous illustrons I'algorithme de Schoof a travers deux exemples.
Exemple 1 :
Soit la courbe elliptique E d’équation : Y2 = X3 4+ X + 1 sur F;. Nous
allons utiliser I'algorithme de Schoof pour calculer #E(IF7) en nous aidant
du logiciel PARI.
Iciona g = p=Tet donc4,/q ~ 10,58. On peut donc prendre N = 15 = 3.5.
Donc l; = 3 et I = 5. En utilisant PARI, on calcule les premiers polynoémes
de division :
¢0:07¢1:1,¢2:2Y
Py = 3X* +6X2 412X — 1
gy = 4Y (X® +5X* +20X3 —5X?2 —4X —9)
s = —27X 12 130X —260X°—41X8—272X7+228 X6 4 712X° -2077X*—
1936X3 — 866 X2 — 740X — 287
Il ne faut pas oublier qu’ici, tous les calculs de polynomes et de leur pged se
font modulo 7.
¥l =3
Onag=7 (mod 3)= 1. On commence par tester s’il y a un point P € F[3]
tel que :

$3(P) = £P
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Pour cela on calcule le polynome :

Pz) = (27 —2)uf =Yg 1tgn
(9‘77 - 5UW% — Yoy

= (@ -2

Puis on regarde si pged(P(x),13(x)) = 1 ou # 1. En utilisant la commande
gcd (modulo 7) de PARI, on trouve :

pged(P(x), ¢s(x)) = ¢s(x) # 1

et donc on est dans le cas 1 de I'algorithme de Schoof. Comme g = 1 est un
carré dans 3%(1 = 1?), I’étape suivante consiste a calculer le polynome :

Qx) = (27— w)w%7+ Yot

= 2!—x=x"—zx

et a voir si pged(Q(x),¥3(x)) = 1 ou # 1. Toujours en utilisant PARI, on
trouve

pged(Q(z), ¥s(x)) = 1

et donca=01i.e:
a=0 (mod 3)

x[=5:
Icionag="7 (mod?5)=2.

Plz) = (27 — 2)P2 + g1tgn

(27 — )2 + Y1ty

4y2($49 _ $) + w?)

= 4252 4+ 42°° 4 424 — 2t + 222+ 8 — 1

La commande gcd de PARI donne :

pgcd(P(x),vs(x)) =1

et on est donc dans le cas 2 de l'algorithme de Schoof. Comme [ = 5, on a
St =51 =2 Donc pour j = 1,2 , on essaie de trouver un point P € E[5]

¢2(P) 4 2P = +j¢s(P)

80



Un tel P existe si et seulement si pged(S(x),vs(z)) # 1 avec
S(x) = " (a*05 — B3 (a” + @) + B*q1vqi)
— B2 (W12 — (hjthj)?).
et & =m avec :
O = Ygraths 4 — Yol — dy”
B = dyg(—thg-1tg — V2(2" — 1))
Ici ¢ = 2 et donc

a = hyhf — oty — Ay
tha — AP3Y™0 = oy — 32y
= V(%% - 32Y%?)

g = 4@/@02(—%% - w%(-’flg - -T))
= 4Y¢y(—bs — P3(2* — x))
=AYy — AV P(a* — z)
= —8Y?%3 — 32V (2% — 1))

* Pour j=1(etg=2),ona:
S(x) = 4Y2a® — 4Y?B2(2® + 1) + B3 — 4Y2 %"
et en utilisant PARI , on trouve pged(S(z),¥5(x)) = 1 (modulo 7) et donc

on passe a j = 2.
* Pour j =2 (et g=2),ona:

S($> — 214(Y2)7(4Y2a2) —4Y252(l'45 ‘l'ﬂf) +B2w3) _4y2ﬁ2(214(y2)7x7 _¢§)

et on trouve :

pged(S(z),¥5(z)) = b # 1

Donc
a=a (mod5)==2

Pour savoir si @ = +2 ou @ = —2, on doit utiliser le polynéme 7T'(z) : @ = +2
si pged(T(x),¥5(x)) # 1 et @ = —2 si pged(T(x), ¥s5(z)) = 1 avec :

T(z) = (dyy2) (@B¢2(2T + 2) — af*Pg1tbger — a*2 — Bop2yT)
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=B (005 — Yj21hj)"
Ici,onaj=2est g=2. Donc
T(x) = (4yv3) (22 + 2)93) — af®s — o’ — Be3y™) — Bov3uy3)

et on trouve :

pyged(T(x), ¥s(x)) =1

donc
a=-2=3 (mod5)
On a donc
a=0 (mod 3)
a=3 (modb)
et

ce qui donne

Ainsi on a

#E(F;)=q+1-a=8-3=5
Exemple 2 : B
Soit la méme courbe E d’équation : Y2 = X3 + X + 1 mais sur Fs. Ici on a
q =p =5 et donc 4,/q ~ 8,94. On peut donc prendre N = 14 = 2.7. Donc
Iy =2 et Iy = 7. En plus des polynomes de division déja calculés, on aura
aussi besoin de g, jusqu’a 19 que I'on calcule avec PARI.
x| =2
Comme pged(X® — X, X3+ X +1)=1,onaa=a (mod?2)=1.
x[=T7:
Onag=>5 (mod7). On commence par tester s’il y a un point P € E[T]
tel que :

G2(P) = £5P

Pour cela on calcule le polynome :

P(z) = (33q2 - 33)7/% — Yg1¥g11
= (2% — o) — Yudg
= (2% — 2)¥3 — Yatle
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Puis on regarde si pged(P(x),¥7(z)) = 1 ou # 1. On trouve :

pgcd(P(z),v7(z)) =1

et donc on est dans le cas 2 de 'algorithme de Schoof. Comme [ = 7, on a
1_71 = % = 3. Donc pour j = 1,2, 3, on essaie de trouver un point P € F|[7]
tel que

¢2(P) 4 5P = £j¢7(P)

Un tel P existe si et seulement si pged(S(x),7(z)) # 1. Pour j = 3, on
trouve

pged(S(z), ¥r(w)) # 1

et donc @ = a (mod 7) = £3. Pour savoir si @ = +3 ou —3, on utilise le
polynéme T'(x). On trouve

pgcd(T (), 7 (x)) =1
et donc @ = —3. On a donc
a=1 (mod 2)

et
a=-3=4 (mod?7)

ce qui donne a =11 (mod 14) et

Ainsi
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Conclusion Générale

D’aprés ce qui précéde on voit plusieurs méthodes pour calculer le nombre
de points d'une courbe elliptique E définie sur un corps fini F, donnée par
I’equation de Weierstrass :

Y =X3+AX+B

avec : A, B € F,.
Mais Il suffit d’'utilisée 1'algorithme de Schoof qui est considéré comme le
premier algorithme déterministe a complexité polynomiale et donc comme
étant trés rapide.
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