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Introduction Générale

L�analyse fonctionnelle est un domaine des mathématiques qu�est l�étude des vecteurs,

espaces vectoriels et de leurs opérations. En particulier, qu�il est souvent considérée comme

l�étude des espaces vectoriels normés complets. Ces espaces vectoriels s�étendent sur deux

nombres réels et complexes et sont appelés o¢ ciellement les espaces de Banach.

Un espace de Hilbert (nomé en l�honneur de David Hilbert) est un exemple d�un

espace de Banach et c�est un espace dont le produit intérieur crée une norme.

L�analyse fonctionnelle est normalement introduite par l�étude des espaces linéaires

et normés et suivie par les concepts d�espaces de Hilbert et fonctionnelles linéaires. Cette

étape est suivie par la notion d�espaces de Banach double, la théorie de Hahn-Banach,

les opérateurs linéaires bornés (ainsi que les opérateurs compacts et les opérateurs inver-

sibles), et en�n les nombreux aspects de la théorie spectrale.

L�étude des premières équations intégrales remonte à D. Bernoulli vers 1730. La théo-

rie des équations intégrales connait un important développement au travers des travaux de

H. Poincaré, H. Schwarz et V. Voltterra, lorsque se mettent en place les outils de l�analyse

fonctionnelle à la �n du XIX�eme siècle. Mais ce sont surtout les travaux de I. Fredholm de

1903 qui permettent de dégager avec son alternative de Fredholm une analogie forte avec

les systèmes linéaires de dimension �nie. Ces travaux amèneront D. Hilbert à introduire

les espaces et dans lesquels pourra se développer la théorie des opérateurs.

Dans ce projet notre objectif est la théorie des opérateurs, nous avons organisé notre

mémoire en deux chapitres :

� Dans le premier chapitre on discute de nombreux exemples importants de tels

espaces, on insistant plus particulièrement sur les espaces topologiques, espaces

métriques, espaces vectorièls normés, espaces de Banach et espaces hilbertiens.

� Dans le deuxiéme chapitre, nous abordons l�étude des opérateurs bornés, l�espace

de ces opérateurs, l�adjoint et le spectre. De plus nous énoncons les opérateurs

compacts et positifs.
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Notations

N : L�ensemble des nombres naturels.

Z : L�ensemble des nombres entiers.

Q : L�ensemble des nombres rationnels.

R : L�ensemble des nombres réels.

C : L�ensemble des nombres complexes.

Rn : Espace euclidien réel de dimension n:

(:; :) ; < :; : > : Le produit scalaire.

(X; �) : Espace topologique.

� d = P (X) : Topologie discrète.

� g = (�;X) : Topologie grossière.

B (x0; r0) : Boule ouverte.

(X; d) : Espace métrique.

(|;+; :) : Corps commutatif.

(E;+) : Groupe commutatif.

0E : L�élément neutre de E:

(E; k:k) : Espace vectoriel normé.

kAk : La norme de A:

(E; (:; :)) : Espace hilbertien.

M? : L�orthogonal de M:

L (H) : L�ensemble des opérateurs de H dans H:

adh B : L�adhérence de B:

G (A) : Le graphe d�une application linéaire A:

A� : L�adjoint de A:

IdE : L�identité de E:

< : La partie réelle.

A�1 : L�inverse de A:

Im : La partie imaginaire.

ker A : Le noayau de A:

BH : La boule unitée fermée de H:

� (T ) : Le spectre de T:

�p (T ) : Le spectre ponctuel de T:

�1 (E;F ) : L�ensemble des opérateurs compacts de E dans F:

E � F : La somme directe de E dans F .

`1 (C) : L�ensemble des fonctions bornées de C dans C .
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Chapitre 1

Rappelles et généralités

Résumé.Ce chapitre est consacrée aux notions de base nécessaires pour travailler
avec des espaces abstraits aussi généraux que des espaces topologiques, métriques avec

des espaces vectoriels normés, et plus particulièrement avec des espaces de Banach et de

Hilbert.

1.1 Espaces topologiques

1.1.1 Généralités

Dé�nition 1.1.1 Soit X un ensemble. Une topologie sur X est une famille � de parties

de X véri�ant les propriétés suivantes :

(O1) : Toute réunion in�nie d�éléments de � appartient à � .

(O2) : Toute intersection �nie d�éléments de � appartient à � .

(O3) : � contient l�ensemble X et le sous ensemble ; de X.
Si � est une topologie sur X; les éléments de � sont appelés des ouverts de la topologie
et le couple (X; � ) est applé un espace topologique. S�il n�y a aucune confusion ni
nécessité de spéci�er la topologie, on sous-entend la topologie � et on parle simplement de

l�espace topologique X.

Exemple 1.1.2
�La topologie discrète sur l�ensemble X est la topologie � d =P(X):

�La topologie grossière sur l�ensemble X est la topologie � g = (�;X) :

Proposition 1.1.3 Toute boule ouverte de (X; d) est un ouvert de la topologie induite
par la distance d.

Preuve. Soient B (x0; r0) une boule ouverte de (X; d) et x 2 B (x0; r0).
Alors d (x; x0) < r0 et par suite % =

r0�d(x;x0)
2

> 0.
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On a B (x; %) � B (x0; r0).

En e¤et, pour tout y 2 B (x; %), on a
d (x0; y) � d (x0; x)+d (x; y) � d (x0; x)+

r0�d(x;x0)
2

= r0+d(x;x0)
2

< r0; car d (x0; x) < r0

1.2 Espaces métriques

1.2.1 Dé�nition d�un espace métrique

La dé�nition suivante généralise la notion de la distance dans R et Rn:

Dé�nition 1.2.1 Un espace métrique (X;d) est un ensemble X muni d�une application

d : X�X! R; appellée distance ou métrique, qui satisfait les propriétés suivantes :

(D1) 8x;y 2 X;d(x;y) � 0 et d(x;y) = 0 si et seulement si x = y;
(D2) d(x;y) = d(y;x) (sym�etrie);

(D3) 8x;y; z 2 X;d(x; z) �d(x;y) + d(y; z) (in�egalit�e triangulaire):

Exemple 1.2.2 L�ensemble des nombres réels R muni de la distance usuelle

d(x;y) =j x �y j; x;y 2 R

est un espace métrique.

Exemple 1.2.3 Sur l�espace Rn, on peut dé�nir plusieurs distances faisant intervenir les
distances entre les composantes. Soient x =(x1; :::; xn) et y =(y1; :::; yn) 2 Rn.
On dé�nit deux distances, à savoir

d1(x;y) =

nX
i=1

j xi �yi j et d1 (x; y) = max fj x �y j; i = 1; :::;n g .

la troisiéme est ce qu�on appelle la distance euclidienne :

d3(x;y) =

vuut nX
i=1

(xi � yi)
2:

Exemple 1.2.4 On peut dé�nir une distance, dite discrète, sur un ensemble quelconque
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X en posant, pour x; y 2 X :

d(x; y) =

(
0 si x = y

1 si x 6= y

Exemple 1.2.5 (Distance induite) Si (X; d) est un espace métrique et A un sous en-
semble de X, la restriction : d=A�A : A�A! R est une distance sur A. Ainsi, la distance
euclidienne sur R3 induit une distance sur la sphère

S =
�
(x; y; z) 2 R3 : j x2 + y2 + z2 j= 1

	
:

Proposition 1.2.6 Pour tous x; y et z des points d�un espace métrique (X;d), on a :

j d(x;y)� d(x; z) j� d(y; z):

Preuve. La condition D2 qui véri�e la distance d nous donne

d(x; z)� d(x;y) � d(y; z):

En utilisant la symétrie, on obtient

d(x;y)� d(x; z) � d(z;y) = d(y; z):

De ces deux inéquations, on en déduit que

j d(x;y)� d(x; z) j� d(y; z):

1.2.2 Suites de Cauchy et espaces métriques complets

Dé�nition 1.2.7 (Suite de Cauchy) Soit (X; d) un espace métrique.
-Une suite (xn)n�0 dans (X; d) est dite suite de Cauchy si pour tout " > 0, il existe n0 2 N
tel que tout n;m 2 N veri�ant n � n0 et m � n0, on ait d (xm; xn) < ". Il revient au

mème de dire que pour tout " < 0, il existe n0 2 N tel que pour tout n 2 N véri�ant

n � n0 et pour tout p 2 N , on ait d (xn+p; xn) < ".
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Corollaire 1.2.8 Soient X un ensemble, d et d
0
des distances uniformément équivalentes

sur X. Alors on a :

1. Toute suite de Cauchy pour l�une des distances est de Cauchy pour l�autre.

2. Les espaces métriques (X; d) et
�
X; d

0�
sont simultanément complets ou non com-

plets.

Dé�nition 1.2.9 (Espace métrique complet) Soit (X; d) un espace métrique.

1. On dit que (X; d) est complet si toute suite de Cauchy dans (X; d) est convergente.

2. Un sous-ensemble A de (X; d) est dit complet si A muni de la distance induite est

un espace métrique complet.

L�importance fondamentale des espaces métriques complets réside dans le fait que

pour démontrer qu�une suite est convergente dans un tel espace, il n�est pas nécessaire de

connaitre d�avance la valeur de la limite.

Exemple 1.2.10 Soit (X; d) un espace métrique discret, alors (X; d) est complet car on
a d(x; y) = 1 6= y, donc toute suite de Cauchy dans X est stationnaire, donc convergente.

1.3 Espaces vectoriels normés

Dans tout ce que suit, les espaces vectoriels considérés sont des espaces vectoriels sur

le corps R des nombres réels, non réduits au vecteur nul.

1.3.1 Espace vectoriel

Dans tout ce qui suit, on designe par (|;+; :) un corps commutatif. Les éléments de |
seront, sauf mention expresse du contraire, désignés par des petites lettres grecques. Les

éléments neutres des lois de composition internes + et : seront respectivement notés 0 et

1.

Dé�nition 1.3.1 Soit (E;+) un groupe commutatif dont l�élément neutre est noté 0E est
soit

l : |� E �! E

(�; x)! �x
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une application telle que pour tout x 2 E, y 2 E, � 2 |, � 2 | on ait :

(L1) � (x+ y) = �x+ �y;

(L2) (�+ �)x = �x+ �x;

(L3) (�:�)x = � (�x) ;

(L4) 1x = x.

Le triplet (E;+; l) s�appelle un espace vectoriel sur le corps (|;+; :) (ou |-espace vectoriel).

1.3.2 Normes, espace véctoriel normé

Dé�nition 1.3.2 Soit E un espace vectoriel sur |.
- Une norme sur E est une application

k : k: E �! R

telle que, pour tout (x; y) 2 E � E et pour tout � 2 |; on ait :

(N1) kxk � 0;
(N2) kxk = 0 =) x = 0;

(N3) k�xk =j � j kxk;
(N4) kx+ yk � kxk+ kyk; (l0in�egalit�e triangulaire):

-Le couple (E; k : k) s�appelle espace vectoriel normé.
-Plus généralement, on dé�nit une semi-norme comme une application

P : E �! R

satisfaisant seulement aux propositions N1,N3,N4.

-On sait que la condition (N4) a pour conséquence que pour tout vecteurs x; y de E :

(N 0
4) j kxk � kyk j� kx� yk:

Les applications suivantes, trés classiques, fournissent des normes qui seront
systématiquement utilisées :
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1. L�application valeur absolue, de R vers R

x!j x j

est une norme sur R, considéré comme espace vectoriel sur lui mème.

2. Pour tout x = (x1; x2; :::; xn) 2 |n pour tout n 2 N�et pour tout p 2 N�, on pose :

kxkp =
 

nX
k=1

j xk jp
! 1

p

; kxk1 = max
1�k�n

j x j :

Les applications de |n vers R

x! kxkp; x! kxk1

sont des normes sur |n:

1.3.3 L�équivalence des normes

Dé�nition 1.3.3 Soit E un espace vectoriel sur R, et soient k : k1 et k : k2 des normes
sur E. On dit que k : k1 est équivalente à k : k2, s�il existe un couple (�; �) de nombres
réels strictement positifs, tel que pour tout x 2 E :

�kxk1 � kxk2 � �kxk1:

Rappelons que sur |n, toutes les normes sont équivalentes. Rappelons aussi que toute
norme est canoniquement associée une distance. Plus précisement :

Proposition 1.3.4 Soit (E; k : k) un espace vectoriel normé sur |. On dé�nit sur E une

distance d en posant pour tout couple (x; y) 2 E � E :

d(x; y) = kx� yk:
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L�application

E � E ! R

(x; y) = d(x; y)

s�appelle la distance associée à la norme k : k :

1.4 Espace de Banach

Rappelons qu�un espace métrique (E; d) est dit complet si toute suite de Cauchy de

E convergente.

Dé�nition 1.4.1 Un espace de Banach est un espace vectoriel normé qui est complet
pour la distance associée à la norme.

Proposition 1.4.2 Soient E un espace vectoriel, k : k1 et k : k2 des normes équivalentes
sur E. Alors (E; k : k1) est un espace de Banach si et seulement si (E; k : k2) est un
espace de Banach.

voici quelques exemples d�espaces de Banach :
-L�espace (|; j : j) est un espace de Banach. Il en est de même de |n pour tout n � 2.
-L�espace ((C0 [a; b] ;|) ; k : k1) des applications continues du segment [a; b] ; a < b à va-

leurs dans | est un espace de Banach.

Théorème 1.4.3 Tout espace vectoriel normé de dimension �nie est un espace de Ba-
nach.

Théorème 1.4.4 Un |-espace vectoriel normé est un espace de Banach si et seulement
si toute série absolument convergente de cet espace est convergente.

1.5 Espace de Hilbert

Tout au long du suivant, on travaillera sur un corps, qui sera soit R soit C.

11



1.5.1 Produit scalaire et espace de Hilbert

Dé�nition 1.5.1 Un produit scalaire sur un espace vectoriel H est une application h:; :i
véri�ant

_ Pour tout h 2 H, l�application g 7�! hg; hi est linéaire,
_Pour tout g; h 2 H, hg; hi = hh; gi,
_Pour tout g 2 H n f0g, hg; gi > 0.
On note alors kgk =

p
hg; gi et on veri�e que c�est une norme sur H.

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d�un produit scalaire, qui est de plus

complet pour la norme k : k. Tous les espaces de Hilbert que nous considérerons seront
supposés séparable. C�est-à-dire admettant un sous-ensemble dénombrable dense.

Une inégalité fondamentale est l�inégalité de Cauchy-Schwarz.

jhg; hij � kgk:khk

On en déduit immédiatement la formule suivante :

kgk = sup
h2H;khk�1

jhg; hij

Proposition 1.5.2 (complété hilbertien) Soit (H0; (: j :)0) un |-espace vectoriel muni
d�un produit scalaire. Soit (H; k:k) le complété de H0 pour la norme k : k0=

p
(: j :)0 sur

H0. Alors H peut être muni d�un produit scalaire (: j :) tel que (: j :) jH0�H0= (: j :)0 est tel
que la norme associée à ce produit scalaire soit la norme k : k sur H. L�espace de Hilbert
(H; (: j :)) ainsi obtenu est appelé le complété hilbertien de (H0; (: j :)0).

1.5.2 Espace pré-hilbertien

Dé�nition 1.5.3 Espace pré-hilbertien est un espace vectoriel E muni d�un produit sca-

laire (dite structure euclidienne). C�est -à-dire d�une application bélinéaire de E�E ! C,
notée hx; yi tell que :

1. hx; yi = hy; xi 8x; y 2 E (conjugaison dans C : a+ ib! a� ib);

2. hx+ z; yi = hx; yi+ hz; yi 8x; y; z 2 E;
3. h�x; yi = �hx; yi 8x; y 2 E; 8� 2 C;
4. hx; xi � 0 8x 2 E;
5. hx; xi = 0, x = 0:

Dans le cas d�un espace vectoriel sur R, la première propriété se produit à la symétrique

12



hx; yi = hy; xi dans la suite du cours, sauf mention contraire, le corps des scalaires sera
réel.

La notation hx; yi est parfois utilisée pour noter un produit scalaire.

Exemple 1.5.4 L�espace euclidien Rn

-Dans R dé�nissons hx; yi = x � y (le produit de deux nombres réels).
-Dans R2 soit x = (x1; x2), y = (y1; y2) deux vecteurs. Dé�nissons hx; yi = x1y1 + x2y2

Véri�er les axiomes euclidiens. Généraliser à Rn.

1.5.3 Projection orthogonale

Dé�nition 1.5.5 (Projection) Soit X une partie d�un espace préhilbertien (E; (: j :)) ;
et z un point de E. On dit qu�un point x0 de X est une projection de z sur X si

d (z; x0) = d (z;X) :

On sait que si X est une partie compacte d�un espace métrique quelconque (E; d), tout

point z de E admet une projection sur X, (qui n�est pas unique en générale).

Dé�nition 1.5.6 (Orthogonalité) Si g; h 2 H, on dit que g et h sont orthogonaux,
et on écrit g ? h si hg; hi = 0. Si M est une partie de H, l�orthogonal de M est de�ni

par

M? = fh 2 H t.q. 8g 2M; h ? gg

La remarque suivante est souvent utile : un sous-sepace M � H est dense seulement si

M? = f0g :

De plus, si M est un sous-espace fermé, alors H se décompose en somme direct

H =M �M?:

On peut énoncer le théorème de Pythagore : Si f1; :::; fn 2 H sont deux à deux ortho-

gonaux, alors

kf1 + :::+ f 2nk = kf1k2 + :::+ kfnk2

13



Une identité à retenir est l�identité du parallélogramme : si f; g 2 H

kf + gk2 + kf � gk2 = 2
�
kfk2 + kgk2

�

Si M � H est un sous-espace fermé, on peut dé�nir la projection orthogonal sur M
notée PM , de la manière suivante : pour h 2 H, PMh est l�unique élément M tel que

h � PMh ? M . Alors PM est une application linéaire telle que P 2M = PM ; kPMhk � khk
pour tout h 2 H; kerPM =M? et ImPM =M .

Corollaire 1.5.7 Soit E un espace de Hilbert, muni d�un produit scalaire (:; :) et de la

norme associée k:k. Soit M un sous-espace vectoriel fermé de E. Alors tout vecteur x de

E se décompose de manière unique sous la forme

x = y + z; y 2M; z 2M?:

De plus, on a

kx� yk = inf fkx� uk; u 2Mg

et y est caractérisé par le fait que pour tout u 2 M , (x� y; u) = 0: On dit que y = PMx

est le projeté orthogonal de x sur M .

Preuve. Le sous-espace vectoriel M est fermé dans un ensemble complet, il est donc

complet.

1.5.4 Base hilbertienne (ou orthonormale )

L�équivalent de l�outil aux bases algébriques dans un espace vectoriel est pour un

espace de Hilbert la base orthonormale.

Dé�nition 1.5.8 Une famille (ei)i2I est une base orthonormale d�un espace de Hilbert
H si :

� keik = 1,
� L�espace engendré V ect feig est dense dans H,
� ei ? ej pour i 6= j .
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Tout espace de Hilbert admet une base orthonormale qui est �nie si et seulement si l�espace

est de dimension �nie.

Exemple 1.5.9 Dans l2 la famille formée de vecteurs ei = f0; 0; :::; 1; :::g le 1 étant à la
i ème coordonnée, est une famille orthonormale.

Dé�nition 1.5.10 Soit E un espace de Hilbert ; (ei)i 2I une famille de vecteurs. Si le seul
vecteur orthogonal à tous les éléments ei est le vecteur nul, cette famille est dite totale.

Dé�nition 1.5.11 Un espace de Hilbert est appelé séparable s�il possède une suite totale.

Théorème 1.5.12 Soit E un espace de Hilbert séparable. Il possède une base et même une
in�nité de bases orthonormales. Toutes ces bases possèdent le même nombre d�éléments

appelé la dimension de l�espace de Hilbert E.

1.5.5 Dual d�un espace de Hilbert

Si a est un élément de H, nous noterons fa la forme linéaire (et continue) dé�nie en

posant pour tout x 2 H,

fa (x) = (x j a) .

Théorème 1.5.13 (Théorème de représentation de Riesz) Soit ` une forme linéaire
continue sur un espace de Hilbert H. Alors il existe un unique vecteur y` 2 H tel que,

pour tout x 2 H
` (x) = hx; y`i:

En�n, voici une di¤érence fondamentale entre |n et les espaces de Hilbert de dimen-
sion in�nie.

Théorème 1.5.14 Soit H un espace de Hilbert et BH sa boule-unité. Alors BH est com-

pacte si et seulement si H est de dimension �nie.
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Chapitre 2

Les opérateurs Bornés

L�objet de ce chapitre est d�obtenir une généralisation pour les opérateurs bornés.

Nous souhaitons de dé�nir la notion des espaces des opérateurs bornés puis l�adjoint de

ces opérateurs. Ensuit, nous énoncons le théorème de Baire et nous parlons sur la diago-

nalisation des opérateurs compacts auto-adjoints et normaux. De plus, nous présentons

les opérateurs compacts et les opérateurs positifs. Nous terminons par l�étude du spectre

d�un opérateur borné.

2.1 Propriétés élémentaires et premiers exemples

Nous étudierons les applications linéaires continues d�un espace de Hilbert H dans

lui-même. Une grande partie des théorèmes est également valable pour les applications

linéaires continues entre deux espaces de Hilbert H et K mais nous n�en parlerons pas

pour plus de concision.

Proposition 2.1.1 Soit H un espace de Hilbert et A : H ! H une application linéaire.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1. A est continue.

2. A est continue en 0.

3. Il existe x 2 H tel que A est continue en x.

4. Il existe une constante c > 0 telle que kAhk � ckhk pour tout h 2 H:

Dé�nition 2.1.2 On appelle opérateur sur H une application linéaire continue de H

dans H. On note L(H) l�ensemble des opérateurs sur H. Si A 2 L(H), on dé�nit sa
norme opérateur par :

kAhk = sup fkAhk : h 2 H; khk � 1g
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Proposition 2.1.3 Voici quelques propriétés de la norme opérateur :

1. Si A 2 L(H); alors kAk = 0 si et seulement si A = 0.

2. Si A;B 2 L(H); alors A+B 2 L(H) et kA+Bk � kAk+ kBk:

3. Si � 2 K et A 2 L(H); alors �A 2 L(H) et k�Ak =j � j :kAk:

4. Si A;B 2 L(H); alors AB 2 L(H) et kABk � kAkkBk (AB désigne la composition
A �B).

Les trois premiers points de la proposition précédente a¢ rment que k:k dé�nit une
norme sur L(H):

Dé�nition 2.1.4 Un opérateur A tel que kAk <1 est dite borné.

une propriété remarquable et admise est qu�il ya équivalence, dans les espaces Hil-

bertiens, entre opérateur borné et opérateur continue.

Exemple 2.1.5 Si H est de dimension �nie n, toute application linéaire de H dans H

est continue. Etant donnée une base (e1; ::::; en) de H, on peut identi�er A 2 L(H) à la
matrice (aij) défnie par :

aij = hAei; eji

2.2 L�espace des opérateurs bornés

Nous commençons par dé�nir l�espace des opérateurs bornés entre espaces vectoriels

normés et nous dé�nissons ensuite plusieurs topologies sur cet espace.

Dé�nition 2.2.1 Si (E; k:kE) et (F; k:kF ) sont des espaces vectoriels normés, un opé-
rateur borné de E dans F est une application linéaire continue T : E �! F , telle

que

9C > 0;8u 2 E; kTukF � CkukE:

Notation 2.2.2 On désigne par L (E;F ) l�ensemble des opérateurs bornés de E dans F .

Lorsque E = F , on notera L (E) = L (E;E) .
L (E;F ) est un espace vectoriel sur lequel on introduit la norme,

kTkL(E;F ) = sup
u2Enf0g

kTukF
kukE

= sup
kukE=1

kTukF :
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La topologie induite par cette norme sur L (E;F ) est appelée topologie uniforme des opé-
rateurs.

Si (F; k:kF ) est un espace de Banach,
�
L (E;F ) ; k:kL(E;F )

�
est aussi un espace de Banach.

De plus, la norme k:kL(E;E) est une norme d�algèbre sur (L (E;E) ;+; :; �) et plus généra-
lement, si (E; k:kE), (F; k:kF ) et (G; k:kG) sont des espaces vectoriels normés et si T1 2
L (E;F ) et T2 2 L (F;G), alors T2 � T1 2 L (E;G) et

kT2 � T1kL(E;G) � kT2kL(F;G)kT1kL(E;F ):

Exemple 2.2.3 Soit Tn : `2 (N) �! `2 (N), Tn (x0; x1; :::) =
�
1
n
x0;

1
n
x1; :::

�
. Alors (Tn)n2N

converge uniformément vers 0, l�opérateur nul.

Exemple 2.2.4 Soit Sn : `2 (N) �! `2 (N), Sn (x0; x1; :::) = (0; :::; 0; xn; xn+1; :::). Alors
(sn)n2N converge fortement vers 0, mais pas uniformément.

Exemple 2.2.5 Soit Wn : `
2 (N) �! `2 (N), Wn (x0; x1; :::) = (0; :::; 0; x0; x1; :::) avec n

fois 0 au début de la suite. Alors (Wn)n2N converge faiblement vers 0, mais pas fortement

ni uniformément.

2.3 Autour du théorème de Baire

Le théorème de Baire est un outil fondamental lorsqu�on travaille en dimension in�nie.

Les résultats de cette section n�ont rien de spéci�que aux espaces de Hilbert et sont vrais

dans n�importe quel espace de Banach. La propriété importante est ici la complétude.

Théorème 2.3.1 ( Baire) Soit X un espace métrique complet et (Un)n�1 une suite d�ou-

verts denses de X. Alors \Un est dense dans X. De même, si (Fn)n�1 est une suite de
fermés d�intérieur vide de X, alors [Fn est d�intérieur vide dans X:

Preuve. Soit B0 � X un ouvert non vide. Comme U1 est dense, il existe une boule

B1, de centre x1 et de rayon r � 1 telle que adhB1 � U1 \ B0. Ensuite, comme U2 est
dense, il existe une boule B2, de centre x2 et de rayon r � 1=2 telle que adh B2 � U2\B1:
De proche en proche, on construit Bn, de centre xn et de rayon rn � 1 =n, telle que

adBn � Un \ Bn�1. En particulier, la suite (adhBn) est décroissante, et la suite (xn)
est de Cauchy donc converge ; soit x sa limite. Pour tout n; x 2 adhBn � Un; et donc

xn 2 \Un. Comme on a aussi x 2 B0, on a montré que l�ensemble \Un intersecte tout
ouvert, donc il est dense. La deuxième partie de l�énoncé découle de la première en passant

au complémentaire.
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Théorème 2.3.2 (De l�application ouverte) Si T 2 L(H) est un opérateur sur-
jectif, alors pour tout ouvert U � H;T (U) est ouvert.

Preuve. Comme T est linéaire, il su¢ t de montrer que l�image de la boule-unité

contient un voisinage de 0. Soit B = B(0; 1) la boule-unité ouverte de H. Comme T est

surjectif, on peut écrire T = [n 2Nadh (nT (B)) : Par le théorème de Baire, il existe
n 2 N tel que adh(nT (B)) est d�intérieur non vide. Soit x 2 H et " > 0 tel que

adh(nT (B)) � B(x; "). On a aussi adh(nT (B)) � B(�x; "), et donc adh(nT (B)) étant
convexe, adh(nT (B)) � B(0; ") et donc B � adhT (�B) avec � = n =":

Montrons que cela implique que B � T (2�B): Soit z 2 B ; comme z 2 adhT (�B), il existe
x1 avec kx 1k < 1 et kz�Tx1k < 1=2: De même, comme z�Tx1 2 adhT (�2B), il existe x2
avec kx2k < �

2
, et kz � Tx1 � Tx2k < 1

4
: On construit ainsi par récurrence une suite (xk)

vérifant kxk k < 2k�1 et kz�(Tx1+ :::+Txk)k < 1=2k La série convergeant normalement,
on peut poser x =

P
xk; et kxk < 2�; donc x 2 2�B: Comme T est continue, on a

Tx = z. Ainsi z 2 T (2�B). Ceci conclut la preuve.

Théorème 2.3.3 (De l�opérateur inverse) Si A 2 L(H) est un opérateur bijectif,
alors A�1 est aussi un opérateur. Si H est un espace de Hilbert, on peut aussi munir

H �H d�une structure d�espace de Hilbert à l�aide du produit scalaire

h(x1; y1); (x2; y2)i := hx1; x2i+ hy1; y2i:

Théorème 2.3.4 (Du graphe fermé) Le graphe d�une application linéaire A : H ! H

est la partie de H �H défnie comme suite G(A) = f(h;Ah) : h 2 Hg :
Si G(A) est fermé dans H �H, alors A est continue.

2.4 L�adjoint d�un opérateur borné

Proposition 2.4.1 (Dé�nition) Soit H un espace de Hilbert et A 2 L(H). Alors il
existe un unique opérateur A� 2 L(H), appelé adjoint de H, qui véri�e la relation sui-
vante :

pour tous x; y 2 H

hAx; yi = hx;A�yi:

De plus, on a kA�kop = kAkop:
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Preuve. D�après l�inégalité de Cauchy Schwarz et la dé�nition de la norme opérateur,
on a l�inégalité

j hAx; yi j� kAkop:kxk:kyk:

Ainsi, l�application `y : x 7! hAx; yi est une forme linéaire continue sur H, et par le
théorème de représentation de Riesz, il existe un unique élément dans H notons-le A�(y)

tel que

hAx; yi = hx;A�yi:

On véri�e facilement que pour tous y; z 2 H et � 2 K;A�(y) + A�(z) véri�e la propriété

qui dé�nit A�(y+ �z). Par unicité, A�(y) +A�(z) = A�(y+ �z), ce qui prouve que A� est

linéaire.

En�n, on calcule la norme opérateur de

kA�kop = sup
kxk�1;kyk�1

j hA�x; yi j= sup
kxk�1;kyk�1

j hy; A�xi j= sup
kxk�1;kyk�1

j hAy; xi j= kAkop:

Exemple 2.4.2 Pour tout espace de Hilbert H, Id�H = IdH :

Proposition 2.4.3 Soit A;B 2 L(H) et � 2 K. Alors

1. (�A+B)� = �A� +B�:

2. (AB)� = B�A� .

3. (A�)� = A.

4. Si A est inversible d�inverse A�1, alors A� est inversible et (A�)�1 = (A�1)�:

Rappelons que A 2 L(H) est dit inversible s�il existe B 2 L(H) tel que

AB = BA = Id

L�opérateur B est alors unique et on le note A�1:

Proposition 2.4.4 Si A 2 L(H), alors kAk = kA�k = kAA�k 12 :

Preuve. Pour h 2 H avec khk � 1, on a

kAhk2 = hAh;Ahi = hA�Ah; hi � kA�Ahk:khk � kA�Ak � kA�k:kAk:
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et donc en prenant le supremum sur h; kAk2 � kA�Ak � kA�k:kAk En simpli�ant par
kAk, on obtient kAk � kA�k: En remplaçant A par A�, on obtient kA�k � kA��k = kAk.
Ainsi kAk = kA�k et la chaîne d�inégalités est en fait une chaîne d�égalités.

Dé�nition 2.4.5 Un opérateur A 2 L(H) est dit :

1. Hermitien ou auto-adjoint si A� = A:

2. Positif s�il est hermitien et si de plus hAh; hi � 0 pour tout h 2 H:

3. Unitaire si A est inversible et A� = A�1:

4. Normal si AA� = A�A:

Dé�nition 2.4.6 Un opérateur P 2 L (H) est appelé un projecteur lorsque P 2 = P: Si

de plus P � = P , on dit que P est un projecteur orthogonale.

Proposition 2.4.7 Si A est auto-adjoint, alors

kAk = sup fj hAh; hi jg : khk = 1:

Preuve. Soit M = sup fj hAh; hi jg : khk = 1. Si khk = 1, alors hAh; hi � kAk et
donc M � kAk. D�autre part, remarquons d�abord que pour tout f dans H, j hAf; fi j�
Mkfk2. Si khk = kgk = 1, alors

hA (h� g) ; h� gi = hAh; hi � hAh; gi � hAg; hi+ hAg; gi
= hAh; hi � hAh; gi � hg; A�hi+ hAg; gi

Puisque A = A�, cela implique

hA (h� g) ; h� gi = hAh; hi � 2<hAh; gi+ hAg; gi

En soutrayant l�une de l�autre de ces inégalités, on obtient

4<hAh; gi = hA (h+ g) ; h+ gi � hA (h� g) ; h� gi �M
�
kh+ gk2 + kh� gk2

�
:

On obtient alors, par l�identité du parallélogramme

4<hAh; gi � 2M
�
khk2 + kgk2

�
= 4M:
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Soit maintenant � 2 [0; 2�] tel que hAh; gi = ei� j hAh; gi j. En appliquant l�inégalité
précédente avec ei�h à la place de h, on obtient j hAh; gi j�M dès lors que khk = kgk = 1.
On prenant le supremum sur g et h, on obtient kAk �M:

Corollaire 2.4.8 Si A� = A et si hAh; hi = 0 pour tout h, alors A = 0:
Ce corollaire n�est pas vrai si on ne suppose pas A = A�. Par exemple, soit

A =

 
0 1

�1 0

!
sur R2:

Alors hAh; hi = 0 pour tout h 2 R2:
Si H est un espace de Hilbert complexe et si A 2 L(H), alors les opérateurs B = (A+A�)=2
et C = (A�A�)=2i sont auto-adjoints et A = B+iC. Les opérateurs B et C sont appelés

respectivement partie réelle et partie imaginaire de A.

Proposition 2.4.9 Soit A 2 L(H): Les assertions suivantes sont équivalentes

1. A est normal.

2. kAhk = kA�hk pour tout h:
Dans le cas complexe, ces assertions sont équivalentes à

3. Les parties réelles et imaginaires de A commutent.

Preuve. Si h 2 H, alors

kAhk2 � kA�hk2 = hAh;Ahi � hA�h;A�hi = h(A�A� AA�)h; hi:

Puisque A�A� AA� est hermitien, l�équivalence de 1 et 2 découle du corollaire 2.4.8.

Si B et C sont les parties réelle et imaginaire deA, alors on calcule

A�A = B2 � iCB + iBC + C2;

AA� = B2 + iCB � iBC + C2;

et donc A�A = AA� si et seulement si BC = CB .

Un opérateur A 2 L(H) est une isométrie si il préserve la norme, c�est-à-dire si
kAhk = khk pour tout h.

Proposition 2.4.10 Si A 2 L(H), les assertions suivantes sont équivalentes
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1. A est une isométrie.

2. A�A = Id:

3. hAh;Agi = hh; gi pour tout h; g dans H:

Preuve. Comme hA�Ah; gi = hAh;Agi; on voit facilement que (2) et (3) sont équi-
valents on obtient (1) à partir de (3) en prenant g = h. Pour montrer (1) =) (3), on

utilise la formule de polarisation

hAh;Agi = 1

4

�
kA (h+ g) k2 � kA (h� g) k2 + ikA (h+ ig) k2 � ikA (h� ig) k2

�
:

Terminant avec un théoréme facile mais important.

Théorème 2.4.11 Si A 2 L(H), alors kerA = (ImA�)?:

Preuve. Si h 2 kerA et g 2 H, alors hh;A�gi = hAh; gi = 0 donc kerA � (ImA�)?.
Dans l�autre direction, si h 2 ImA� et g 2 H, alors hAh; gi = hh;A�gi = 0, et donc

(ImA�) � kerA:

2.5 Opérateurs positives

Dé�nition 2.5.1 Soit H un espace de Hilbert. Un opérateur T 2 L(H) est dite positif
s�il est auto-adjoint et si, pour tout u 2 H, (Tu; u) � 0:

Notation 2.5.2 Si T 2 L(H) est un opérateur positif, on note T � 0: Si S 2 L(H); on
note S � T lorsque S � T � 0:

A l�aide de ces notations, on peut reformuler la proposition 2.4.7

Proposition 2.5.3 Soit T 2 L(H) un opérateur auto-adjoint. Alors kTkL(H) � M si et

seulement si �MI � T �MI:

Preuve. Supposons que kTkL(H) � M: Alors, par la proposition 2.4.7, pour tout

u 2 H,
�Mkuk2 � (Tu; u) �Mkuk2

Soit encore 0 � ((T +MI)u j u) et 0 � ((MI � T )u j u) ; donc �MI � T �MI:

Réciproquement si �MI � T �MI; on obtient que pour tout u 2 H;

�Mkuk2 � (Tu; u) �Mkuk2

donc kTkL(H) �M encore par la proposition 2.4.7.
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Lemme 2.5.4 La série entière en 0 de
p
1� z est absolument convergente sur le disque

j z j � 1:

Corollaire 2.5.5 Soit T1 2 L(H) et T2 2 L(H) deux opérateurs positifs qui commutent.
Alors, T1T2 est un opérateur positif.

Preuve. Soit S la racine carrée de T1: Alors T1T2 = SST2 = ST2S; car T2 commute

avec S puisqu�il commute avec T1: Soit u 2 H: Alors

(T1T2u j u) = (ST2Su j u) = (T2Su j Su)

car S est auto-adjoint. Puis, comme T2 est positif, (T2Su j Su) � 0; donc T1T2 est positif.

Nous pouvons maintenant dé�nir le module d�un opérateur borné.

Dé�nition 2.5.6 Soit T 2 L(H). On appelle module de T l�opérateur positif

j T j=
p
T �T

2.6 Opérateurs compacts

Nous introduisons dans cette section les opérateurs compacts, qui en un certain sens

se comportent le même manière que les opérateurs en dimension �nie. On note BH la

boule-unité fermée de H.

Dé�nition 2.6.1 T 2 L(H). On dit que T est compact si l�adhérence de T (BH) est
compacte dans H. On note K(H) l�ensemble des opérateurs compacts.

Quand H est de dimension �nie, le théorème 1:5:14 implique que Id n�est pas com-

pact.

Proposition 2.6.2 K(H) est un idéal fermé de l�algèbre L(H), c�est-à-dire que

1. K(H) est un sous-espace fermé de L(H) (pour la norme opérateur).
2. Si A 2 L(H) et B 2 K(H), alors AB et BA sont compacts.

Dé�nition 2.6.3 Un opérateur T 2 L(H) est dit de rang �ni si ImT est de dimension
�nie , son rang est la dimension de ImT .

Corollaire 2.6.4 Si T 2 L(H) est un opérateur compact et (e1; e2; :::) est une base
orthonormale de H, et si on note Pn la projection orthogonale sur V ect(e1:::en), alors

kPnT � Tk ! 0
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Dé�nition 2.6.5 Soit T 2 L(H)

1. Un nombre complexe est une valeur propre de T s�il existe un vecteur h 2 H,

h 6= 0 tel que Th = �h. Un tel vecteur h est appelé un vecteur propre de T .

2. On appelle spectre ponctuel de T , et on note �p(T ), l�ensemble des valeurs propres
de T:

3. Le spectre de T est dé�ni comme

� (T ) := f� 2 C t.q T � �Id n�est pas inversible.g

Comme un opérateur inversible est nécessairement injectif, on a �p(T ) � �(T ).

Proposition 2.6.6 Soit T un opérateur compact et � 2 �p(T ). Si � 6= 0, alors l�espace
propre ker(T � �Id) est de dimension �nie.

Preuve. Supposons par l�absurde que ker(T ��Id) contienne une suite orthonormale
in�nie (en). Comme T est compact, on peut en extraire une sous-suite (enk) telle que (Tenk)

converge. Mais pour nk 6= nj, on a

kTenk � Tenj k =j � j :kenk � enjk =
p
2 j � j;

ce qui contredit le fait que (Tenk) est une suite de Cauchy.

La proposition suivante est utile pour prouver qu�un opérateur compact a des valeurs

propres.

Proposition 2.6.7 Soit T un opérateur compact et � 6= 0. Si

inf fk (T � �Id)hk : khk = 1g = 0;

alors � 2 �p(T ).

Preuve. Par hypothèse, il existe une suite (hn) de vecteurs de norme 1 telle que

k(T ��Id)hnk ! 0. Comme T est compact, il existe une sous-suite (hnk) telle que (Thnk)

converge vers f 2 H. En écrivant

hnk = ��1[Thnk � (T � �Id)Hnk ];

on voit que hnk converge vers �
�1f . En particulier kfk =j � j donc f 6= 0. De plus, (Thnk)

converge alors vers ��1Tf , ce qui montre que ��1Tf , donc Tf = f .

On a donc bien trouvé un vecteur propre, et �p(T ).
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2.6.1 Généralités

Dé�nition 2.6.8 Soient E et F deux espaces de Banach et T : E �! F un opérateur.

On note BE la boule unité de E. On dit que T est compact si T (BE) est une partie

compacte de F .

Notation 2.6.9 On note ß1 (E;F ) l�ensemble des opérateurs compacte de E dans F .

Exemple 2.6.10 Si E = F est de dimension in�nie, l�identité Id : E �! E n�est pas

compacte. En e¤et, par le théorème de Riesz, BE n�est pas compacte. Pourtant Id est

continue donc tous les opérateurs bornés ne sont pas compactes.

Dé�nition 2.6.11 Un opérateur T 2 L (E;F ) est dite de rang �ni si ImT est de di-

mension �ni.

2.7 Diagonalisation des opérateurs compacts auto-

adjoints et normaux

Voici le principal résultat du chapitre : tout opérateur compact auto-adjoint est dia-

gonalisable.

Théorème 2.7.1 Soit T 2 L(H) un opérateur compact auto-adjoint. Alors il existe une
suite (�n) de réels tendant vers 0, et une famille orthonormale (en) dans H tels que, si

Pn désigne la projection sur Vect en,

T =

1X
n=1

�nPn

la convergence ayant lieu au sens de la norme opérateur.

Avant de démontrer le théorème 2:7:1, énonçons quelques résultats généraux. Un

sous-espace fermé E � H est dit invariant par A si A(E) � E. Le lemme suivant est

facile

Lemme 2.7.2 Soit E � H un sous-espace fermé, et A 2 L(H): Alors E est invariant

par A si et seulement si E?est invariant par A�:

Proposition 2.7.3 Si A est un opérateur normal et � 2 K, alors ker(A��Id) = ker(A�
�Id)�. De plus, l�espace ker(A� �Id) est invariant par A et par A�.
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Proposition 2.7.4 Si A est un opérateur normal, et �; � sont deux scalaires distincts,

alors ker(A� �Id) ? ker(A ��Id):

Proposition 2.7.5 Si A est auto-adjoint, alors �p(A) � R:

Pour démontrer le théorème 2:7:1, il faudra exhiber des valeurs propres de T . Pour

cela, le lemme-clé est le suivant

Lemme 2.7.6 Si Test un opérateur compact auto-adjoint, alors l�un des deux nombres
�kTk est une valeur propre de T .

Preuve. Si T = 0, c�est évident. Sinon, la proposition 2:4:7 fournit une suite (hn) de
vecteurs de norme 1 telle que j hThn; hni j! kTk Quitte à remplacer (hn) par une de ses
sous-suites, on peut supposer que j hThn; hni j! �, avec � = �kTk: On a

0 � k(T � �Id)hnk2 = kThnk2 � 2�hThn; hni+ �2 ! 0;

et donc lim k(T � �Id)hnk = 0. Par la proposition 2:6:7; cela implique que � 2 �p(T ):
Preuve. Du théoreme 2.7.1 Par le lemme 2:7:6, �p(T ) contient un nombre réel,

�1, égal à �kTk. Soit E1 = ker (T � �1Id) et �1 la projection sur E1. Soit H2 = E?1 .

Par la proposition 2:7:3, E1 et H2 sont des sous-espaces invariants de T . On appelle T2 la

restriction de T à H2 ; on véri�e que T2 2 L(H2) est un opérateur compact auto-adjoint.

On applique le lemme 2:7:6 à T2. Alors �p(T2) contient un nombre réel, �2, égal à � kTk.
On pose E2 = ker (T2 � �2Id) � ker (T � �2Id). De plus on a nécessairement �1 = �2

puisque E2 ? E1: On note P2 la projection sur E2 et H3 = (E1�E2)
?. Notons aussi que

kT2k � kTk et k�2k � k�1k:
On construit ainsi par récurrence une suite (�n) d�éléments distincts de �p(T ) telle que

1. j �1 j�j �2 j� :::

2. Si En = ker(T � �n), alors j �n+1 j= kTj(E1�:::�En)j?k

La première propriété implique que la suite (j �n j) converge vers � � 0. Montrons que
� = 0. Sinon, on pourrait choisir un vecteur en dans En avec kenk = 1. On a Ten = �nen

et donc kTen�Temk2 = �2n+�
2
m � 2�2. Aucune sous-suite de (Ten) n�est donc de Cauchy.

Mais comme T est compact, on peut extraire de (Ten) une sous-suite convergente, ce qui

est absurde.

Notons �n la projection sur En, on véri�e que :

kT �
nX
j=1

�i�ik = kTj(E1�:::En�)j?k =j �n +1 j! 0;

27



Ce qui montre que la série
P
�n�n converge normalement vers T . Pour obtenir la forme

voulue par le théorème, on choisit une base orthonormale dans chaque espace propre En.

Cela induit une écriture de �n comme la somme d�un nombre �ni de projecteurs de rang

1. On rassemble ensuite les bases orthonormales de En en une famille orthonormale de H:

Avant de poursuivre, énonçons un théorème sur les opérateurs qui commutent avec

un opérateur diagonal.

Théorème 2.7.7 Soit (Pn) une suite de projecteurs deux à deux orthogonaux, et (�n)
une suite bornée de scalaires non nuls deux à deux distincts. Soit A l�opérateur diagonalP
�nPn. Soit B 2 L(H) un opérateur les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. AB = BA.

2. Pour tout n, le sous-espace ImPn est invariant par B et B�:

Preuve. 1: =) 2: Supposons que AB = BA et soit h 2 Im(Pn). Comme les

(�n) sont deux à deux distincts, ImPn = ker(A � �nId), et donc Ah = �nh. Alors

�nBh = B(�nh) = BAh = ABh, et comme � 6= 0 cela implique Bh 2 ImPn et donc

ImPn est invariant par B. On peut appliquer le même raisonnement à A� =
P
�nPn et

B�(qui commute avec A�), donc B � laisse aussi invariant ImPn
2: =) 1: On a B(ImPn) � ImPn, ce qui implique que PnBPn = BPn: Le même raison-

nement appliqué àB�donne PnBPn = B�Pn, et donc en prenant PnBPn = PnB. On a donc

PnB = BPn. On en déduit facilement queAB = BA:

Dans le cas complexe, on peut maintenant étendre le théorème 2:7:1 aux opérateurs

compacts normaux.

Théorème 2.7.8 Soit H un espace de Hilbert complexe et T 2 L(H) un opérateur com-
pact normal. Alors il existe une suite (�n)de nombres complexes tendant vers 0, et une

famille orthonormale (en) dans H tels que, si Pn désigne la projection sur V ect en,

T =
1X
n=1

�nPn;

la convergence ayant lieu au sens de la norme opérateur.

Preuve. On dé�nit les parties réelle et imaginaire de T par A = (T + T �)=2 et

B = (T � T �) = 2i. On véri�e que A et B sont deux opérateurs auto adjoints compacts

qui commutent. On applique le théorème 2:7:1 à A, en découpant selon les espaces propres
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on obtient une écriture A =
P
�nPn où les (�n) sont des réels non nuls tous distincts et

(Pn) des projecteurs de rang �ni. Puisque AB = BA; le théorème 2:7:7 implique que pour

tout n; ImPn est invariant par B. On véri�e que la restriction de BjImPn 2 L(ImPn) est
un opérateur auto-adjoint. On applique le théorème 2:7:1 à BjImPn (ou bien la version -

dimension �nie- du théorème spectral), ce qui permet de décomposer BjImPn =
P

k �
(n)
k Qnk

où (Q(n)k ) sont des projecteurs de rang 1. De même, kerA est invariant par B. On applique

aussi le théorème 2:7:1 à BjkerA . On réunit les bases orthonormales obtenues pour chaque

application du théorème 2:7:1, ce qui donne une suite (Pn) de projecteurs de rang 1 deux

à deux orthogonaux et deux suites (�n), (�n) tendant vers 0, telles que

A =
+1X
n=1

�nPn;

B =
+1X
n=1

�nPn;

En posant �n = �n + �n, on a bien l�écriture voulue pour T .

Une conséquence du théorème 2:7:1 est que l�on peut dé�nir f(A) lorsque A est un

opérateur compact normal et f une fonction bornée de C dans C.

Dé�nition 2.7.9 On note `1(C) l�ensemble des fonctions bornées de C dans C. Si A

est un opérateur compact normal écrit sous la forme du théorème 2:7:8 et ' 2 `1(C), on
pose :

' (T ) =
1X
n=1

' (�n)Pn + ' (0)P0

où P0 est la projection orthogonale sur kerT .

Théorème 2.7.10 (Calcul fonctionnel borné pour les opérateurs compacts normaux)
Soit T un opérateur compact normal sur un espace de Hilbert complexe H. L�application

' 7�! '(T ) de `1(C) dans L(H) a les propriétés suivantes :

1. ' 7�! '(T ) est linéaire et multiplicative, au sens où (' )(T ) = '(T ) (T ):

2. Si ' � 1, alors '(T ) = Id. Si '(z) = z pour tout z 2 �p(T ) [ f0g, alors '(T ) = T:

3. k'(T )k = sup fj ' (�) j: � 2 � (T )g :

4. '(T )� = '(T ):

5. Si A 2 L(H) véri�e AT = TA, alors A'(T ) = '(T )A pour tout ' 2 `1(C).
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2.8 Le spectre d�un opérateur

2.8.1 Spectre, résolvante et rayon spectral

Nous commençons par donner la dé�nition du spectre d�un opérateur borné. Dans

toute la suite, (E; k:kE) est un C-espace de Banach. Quand il n�y a pas d�ambiguité sur
la notation, nous noterons, pour T 2 L (E), kTk := kTkL(E).

Notation 2.8.1 Pour T 2 L(E) et � 2 C, on note T � � := T � �IdE où IdE est

l�application linéaire identité de L (E) :

Dé�nition 2.8.2 Soit T 2 L (E) : Le spectre de T est la partie de C dé�nie par :

� (T ) = f� 2 C j T � � n�est pas inversible dans L (E)g :

Les éléments de � (T ) sont appelés valeurs spectrales.

Proposition 2.8.3 Soit T 2 L (E). Alors � (T ) = f� 2 C j T � � n�est pas bijectifg.

Dé�nition 2.8.4 L�ensemble des valeurs propres de T 2 L (E) est l�ensemble des � 2 C
tels que T � � n�est pas injectif. L�ensemble des valeurs propres de T est appelé spectre

ponctuel de T et est noté �p (T ). Un vecteur u 2 E non nul tel que Tu = �u est appelé

vecteur propre de T associé à la valeur propre �. En�n, on appelle multiplicité de la valeur

propre �, la dimension (�nie ou in�nie) de ker (T � �).

On a �p (T ) � � (T ). Toute valeur propre est une valeur spectrale, mais ces deux ensembles

ne sont pas égaux en général.

Notation 2.8.5 L�ensemble � (T )c est appelé ensemble résolvant de T et est noté � (T ).
C�est un ouvert non borné de C.

Dé�nition 2.8.6 Soient T 2 L (E) et z 2 C. L�application R (T ) : � (T ) �! L (E)
dé�nie par R (T ) (z) = (T � z)�1 est appelée résolvante de l�opérateur T . Pour z 2 � (T ),
l�application linéaire Rz (T ) := R (T ) (z) est appelée résolvante de T au point z.

Dé�nition 2.8.7 (Rayon spectral) Soit T 2 L (E). On appelle rayon spectral de T le
réel positif r (T ) = sup�2�(T ) j � j.

Proposition 2.8.8 Soit H un espace de Hilbert et soit T 2 L (H). Alors

� (T �) = � (T ) =
�
� : � 2 � (T )

	
:

De plus, pour tout z 2 � (T ) ; RZ (T �) = RZ (T )
�.

30



Preuve. En e¤et, d�aprés le point 4 de la proposition 2:4:3, T � � est inversible si et
seulement si (T � �)� l�est. Or (T � �)� = T � � � .

Donc � 2 � (T ), T � � non inversible , (T � �)� non inversible , T � � � non inver-

sible , � 2 � (T �), d�où la première assertion. puis, si z 2 � (T ),

RZ
�
T � � Z

��1
= ((T � Z)�)

�1
=
�
(T � Z)�1

��
= RZ (T )

� ;

toujours d�aprés le point 4 de la proposition 2:4:3.

Lemme 2.8.9 Soit T 2 L(H) avec kT � Idk < 1. Alors T est inversible et on a la

formule suivante (dite série de Neuman)

T�1 =
1X
n=0

(Id� T )n :

Preuve. Posons S = Id� T , et soit r := kSk ; on a r < 1. Puisque kSnk � kSkn =
rn, la série

P
kSnk converge et donc la série R :=

P1
n=0 S

n converge normalement. On a

(Id+S +S2+ :::+Sn)(Id�S) = (Id+S + :::+Sn)� (S +S2+ :::+Sn+1) = Id�Sn+1

Comme kSn+1k ! 0, on a R(Id � S) = Id. De même, on a (Id � S)R = Id. Ainsi

T = Id� S est inversible et T�1 = R:

Corollaire 2.8.10 Soit T0 un opérateur inversible. Si un opérateur T véri�e

kT � T0k < kT�10 k�1

alors T est inversible.

Preuve. Alors

kT�10 T � Idk = kT�10 (T � T0)k � kT�10 k:k(T � T0)k < 1:

Par le lemme précédent, T�10 T est inversible.

Théorème 2.8.11 L�ensemble G des éléments inversibles de L(H) est ouvert (pour la
topologie induite par la norme opérateur). De plus, l�application T 7! T�1 est continue de

G dans G:
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Preuve. Le fait que G est ouvert est une conséquence du corollaire 2:8:10. Montrons
d�abord que T 7! T�1 est continue en Id. Soit (Tn) une suite convergeant vers Id. Soit

0 < � < 1 et supposons que kTn � Idk � �. Par le lemme précédent,

T�1n = (Id� (Id� Tn))
�1 =

1X
k=0

(Id� Tn)
k = Id+

1X
k=0

(Id� Tn)
k

et donc

kT�1n � Idk = k
1X
k=0

(Id� Tn)
k k �

1X
k=0

(Id� Tn)
k � �= (1� �)

Cette quantité peut être rendue infèrieure à n�importe quel " > 0 �xé en choisissant

assez petit. Alors kTn � Idk < � implique kT�1n � Idk � "; ce qui prouve la conti-

nuité voulue. Si maintenant une suite (Tn) d�éléments de G converge vers T 2 G, alors

kT�1n � Idk � " converge vers Id. Par ce qui précède kT�1n Tk =
�
(T�1Tn)

�1
�
, converge

vers Id, et en multipliant à droite par T�1 on obtient que (T�1n ) converge vers T�1:
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