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Introduction

L�optimisation est une branche des mathématique cherchant à analyse et à résoudre

des problèmes de décision qui consiste généralement à déterminer le meilleur élément

décision d�un ensemble a�n de maximiser ou de minimiser un critère qualitatif qui mesure

la qualité de la décision.

Le mot optimisation vient de latin « optimon » qui signi�e la meilleur, l�optimisa-

tion joue un rôle important en économie �nancier, en analyse numérique, en statistique

(l�estimation de vraisemblance d�une distribution), la recherche de stratégie dans le cadre

du théorème des jeux et aussi en théorème de control.

Ce mémoire est structuré en l�introduction générale, trois chapitres et conclusion

générale.

Dans le premier chapitre, nous avons donné des dé�nitions d�un problème d�optimi-

sation, rappels et notion de calcul di¤érentiel.

Dans le deuxième chapitre, nous avons présenté l�algorithme d�optimisation sous

contrainte, ces dé�nitions les conditions d�optimalité sans contrainte, les résultats d�exis-

tence et d�unicité, et méthode de descente.

Dans le dernière chapitre, nous avons présenté algorithme d�optimisation avec (sous)

contrainte, ces dé�nition condition d�optimalité simple et d�obtenir les résultats d�exis-

tence et d�unicité ensuite la méthode du gradient avec projection.
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Notation
- R : l�ensemble des nombres réels.
- @f : les dérivés partiele de la fonction f:

- H : l�espace de Hilbert .

- k�k : la norme.
- h ; i : le produit scalaire .
- B(x�; �) : la boule ouverte de centre x� et de rayon �:

- D(A) domaine de A.

- K0 intérieur de K.
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Chapitre 1

Optimisation

1.1 Dé�nitions et rappels de calcul di¤érentiel

1.1.1 Dé�nitions et résultats préliminaires

Dé�nition 1.1.1 (La norme)

Soit E un espace vectoriel sur un corps K (K = R ou K = C)

une norme sur E est une application N : E �! R+ véri�ant les propriétés suivantes :
1. 8x 2 E; N(x) = 0() x = 0:

2. 8x 2 E; 8� 2 K; N(�x) = j�jN(x):
3. 8x; y 2 E; N(x+ y) � N(x) +N(y):
Pour x 2 E; N(x) est appellé norme sur E et notée kxk .

Dé�nition 1.1.2 (Fonction linéaire )

Soit f : E �! F une fonction, on dit que f est un fonction linéaire, véri�ant les

propriétés suivantes :

1. 8� 2 K; f(�x) = �f(x):
2. 8 x; y 2 E; f(x+ y) = f(x) + f(y).

Dé�nition 1.1.3 (espace de Hilbert)

� un espace préhilbertien complet pour la norme associe au produit scalaire est appelé
espace de hilbert.

� On appelle espace de Hilbert (où Hilbertien) tout espace préhilertien complet. Donc
espace de Hilbert et un espace vectoriel muni d�une norme, cet espace est complet pour

la norme N(x) =
p
hx; xi et on not H:
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Dé�nition 1.1.4 (espace préhilbertien)

un espace préhilbertien est un espace vectoriel d�un produit scalaire , c�est-à-dire,

d�une application :

h : E � E �! C

veri�ant les propriétes suivants :

pour tout u; v; w 2 E ;�; � 2 C, on a :
1. h [�u+ �v; w] = �h [u;w] + �h [v; w] :

2. h [u; �v + �w] = �h [u;w] + �h [v; w] :

3. h [u; v] = h [v; u]:

4. h [u; u] � 0:
5. h [u; u] = 0, u = 0:

les propriétes (1) et (2) caractérisent les forme ses qui-lineaires, si de plus h veri�e

(3), on dit qu�elle est hermetienne.

Dé�nition 1.1.5 (fonction convexe )

Une fonction f : Rn �! R est dite covexe si pour tout x; y 2 Rn, et pour tout
� 2 [0; 1] ; on a :

f(�x+ (1� �)y) � �f(x) + (1� �)f(y):

Dé�nition 1.1.6 (fonction strictement convexe)

Une fonction f : Rn �! R est dite strictement convexe si pour tout x; y 2 Rn; x 6= y;
et pour tout � 2 ]0; 1[ ; on a :

f(�x+ (1� �)y) < �f(x) + (1� �)f(y):
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Dé�nition 1.1.7 (matrice hessinne)

Soit : f : Rn �! R une fonction deux fois di¤érentiable. La fonction notée

r2f (x) : Rn �! Rn�n

est appelée matrice hessienne de f , dé�nie par :

r2f (x) =

0BBBB@
@2f (x) =@x21 @2f (x) =@x1@x2 � � � @2f (x) =@x1@xn

@2f (x) =@x2@x1 @2f (x) =@x22 � � � @2f (x) =@x2@xn
...

...
. . .

...

@2f (x) =@xn@x1 @2f (x) =@xn@x2 : : : @2f (x) =@x2n

1CCCCA
La matrice hessienne est toujours symétrique.

Dé�nition 1.1.8 La matrice hessienne Hess(f)x de f au point x est la matrice

Hess(f)x = (@
2
ijf (x)) =

0B@ @211f(x) � � � @21nf(x)
...

...

@2n1f(x) � � � @nn2f(x)

1CA ; i = 1; ::; n
j = 1; ::; n

Il lui est associé la forme quadratique.

Dé�nition 1.1.9

h = (h1; � � � ; hn) 2 Rn 7�! hess (f)x (h) =

nX
i;j=1

@2ijf(x)hihj

Soit g = rf 2 C1 (Rn; Rn), et x 2 Rn, alors Dg(x) 2Mn (R) et on peut dé�nir la
matrice hessienne de f , qu�on note Hf , Par :

Hf(x) = Dg(x) = D(Df)(x) = (bi;j)i;j=1:::n 2 Mn (R)o�u bi;j = @2i;j f(x) o�u @2i;j

désinge la dérivée partielle par rapport à la variable i de la dérivée partielle par rapport

à la variable j. Notons que par dé�nition, Dg(x) est la matrice jacobienne de g en x.
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Exemple 1.1.10

La hessienne de la fonction polynomiale

P (x; y) = ax2 + 2bxy + cy2 + dx+ ey + f

est la matrice ( indépendante de x; y )

Hess(f)(x;y) = 2

 
a b

b c

!

Soit f(x; y) = xy � ln(x2 + y2). Déterminer la hessienne au point (1; 2).
on suppose que vous connaissez su¢ samment bien les opérations sur dérivées pour

rendre inutiles les détails de calcul :

@f

@x
= y � 2x

x2 + y2

@f

@y
= x� 2y

x2 + y2

Les dérivées secondes étant dans cet exemple un peu plus compliquées à établir, je détaille

leur calcul. Celui-ci nécessite en e¤et un petit entraînement quand on est en présence d�une

forme (u=v)0 = (u0v � v0u)=v2) car la confusion guette. . .

H(x) =

 
@2f
@x2

@2f
@x@y

@2f
@y@x

@2f
@y2

!

@2f

@x2
= �2(x

2 + y2)� 2x(2x)
(x2 + y2)2

=
2x2 � 2y2
(x2 + y2)2

@2f

@y2
= �2(x

2 + y2)� 2y(2y)
(x2 + y2)2

=
�2x2 + 2y2
(x2 + y2)2

Et en�n, dérivons f 0(x) par rapport à y :

@2f

@x@y
= 1 +

4xy

(x2 + y2)2
=
@2f

@x@y

Il nous reste à remplacer x par 1 et y par 2, ce qui donne ce spectaculaire résultat :

H =

 
�6=25 33=25

33=25 6=25

!
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Dé�nition 1.1.11 (le gradient )

Soit a 2 U . On appelle gradient de f en le vecteur :

rf(a) =

0B@
@f
@x1
(a)
...

@f
@xn
(a)

1CA
Dé�nition 1.1.12 (le gradient )

La forme di¤érentielle totale d�une fonction f(x; y; z), où x; y et z sont les trois

variables de l�espace, est :

df =
@f

@x
dx+

@f

@y
dy +

@f

@z
dz;

qui peut s�écrire sous la forme d�un produit scalaire de deux vecteurs
��!u ;�!dl� avec :

�!u =

264
@f
@x
@f
@y
@f
@z

375 ;�!dl =
264 dxdy
dz

375
Le champ vectoriel �!u s�exprime par un opérateur nommé gradient que l�on note :

��!
grad(f) =

�!rf =

0B@
@f
@x
@f
@y
@f
@z

1CA :
Dé�nition 1.1.13 ( fonction continue C0 )

1. Soit f une fonction dé�nie sur un intervalle ouvert I de R et soit a 2 I.
2. Si tout intervalle ] f(a)� "; f(a) + "[ contient toutes les valeurs de f(x) dès que x

est assez proche de a, (ce qui signi�e que f(x) tend vers f(a) quand x tend vers a), on dit

que la fonction f est continue au point a, ce qui se traduit par la dé�nition mathématique

suivante :

3. 8" > 0; 9�(") > 0; 8x; x 2]a� �; a+ �[) f(x) 2]f(a)� "; f(a) + "[:
Si la fonction f est continue en tout point a de l�intervalle I , on dit qu�elle est

continue sur I .
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Exemple 1.1.14

Presque toutes les fonction sont continues sur tout intervalle continues dans leur

domaine de dé�nition :

1. les fonction valeur absolue est continue sur R .
2. les fonction polynômes sont continues sur R:
3. les fonction rationnelles sont continues sur tout intervalle contenu dans leur do-

maine de dé�nition.

4. les fonction exponentielles sont continues sur R:
5. les fonction logarithme népérien et logarithme décimal sont continues sur ]0;+1[

.

6. les fonction racines sont continues sur [0;+1[ .
7. les fonction sinus et cosinus sont continues sur R; la fonction tangente est continue

sur tout intervalle ne contenant pas un nombre de la forme �
2
+ k�; k 2 Z:

Dé�nition 1.1.15 ( fonctions de classe C1)

On dit que f est de classe C1 sur U si toutes ses dérivées partielles sont dé�nies et

continues sur U .

Soit V un ouvert de Rp. On dit que f est un C1 de U dans V si f est une bijection

de U dans V , est de classe C1 sur U , et si sa réciproque f�1 est C1 sur V .

Remarque 1.1.16 Si f est un C1-di¤éomorphisme de U dans V et W � U est ouvert,
alors f(W ) est ouvert comme image réciproque de W par l�application continue f�1.

Dé�nition 1.1.17 ( problème d�optimisation )

soit f 2 C (Rn; R)
Le problème d�optimisation sans conrainte s�écrit :�

Trouver x� 2 Rn tel que
f(x�) � f(y); 8y 2 Rn : (1)

Le problème d�optimisation avec containte s�écrit :�
Trouver x� 2 K tel que

f(x�) � f(y); 8y 2 K: (2)
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Où K � Rn et K 6= Rn

Si x� est solution du problème (1), on dit que x� 2 argmin
Rn

f; et si x� est solution du

problème (2), on dit que x� 2 argmin f
K

:

1.1.2 Dé�nition de probléms standard et canonique

Forme canonique :

Un problème d�optimisation sous la forme canonique se présente sous la forme sui-

vante : 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

min hc; xi = ctx
Ax � b

où x 2 Rn; c 2 Rn

b 2 Rm

A �Mm:n(R)
x � 0

maximiser ctx sous les contraintes Ax � b et x � 0.
Conduit au même type de problème (en changeant c en �c ).

Forme standard :

Par contre si le domaine des solutions realisables est dé�ni par un systeme d�equations

linéaire on dit que le programme est écrit sous forme standard :8><>:
min ctx

Ax = b

x � 0

� On passe de la forme canonique (avec A, b, c ) à la forme standard de la manière
suivante : 

hai; xi � bi
dans Rn

!
devient

 
il existe Ui � 0 tel que
hai; xi+ Ui = bi

!
d�ou0B@ Ax � b

x � 0
dans Rn

1CA devient

 
Ax+ Imu = b

x � 0; u � 0

!
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1.1.3 Rappels et notations de calcul di¤érentiel

Soient E et F des espaces vectoriels normés, f une application de E dans F et

x 2 E. On dit que f est di¤érentiable en x s�il existe T 2 L(E; F ) (ou L(E; F ) est
l�ensemble des applications linéaires de E dans F ) telle que :

f(x+ h) = f(x) + T (h) + khk "(h) avec "(h)! 0 quand h! 0

L�application T est alors unique et on note Df(x) = T 2 L(E; F ).

On peut remarquer qu�en dimension in�nie, T dépend des normes associées à E et F:

Voyons maintenant quelques cas particuliers d�espaces E et F :

Cas où E = Rn et F = Rp soit f : Rn ! Rp; x 2 Rn et supposons que f est

di¤érentaible en x; alors :

Df(x)(y)| {z }
2 RP

= Ay|{z}
2 RP

;8y 2 Rn:

On confond alors l�application linéaire Df(x) 2 L(Rn; Rp) et la matrice
A(x) 2Mp;n(R) qui la représente. On écrit donc :

A(x) = Df(x) = (ai;j)1�i�p;1�j�n ou ai;j = @jfi(x);

@j désignant la dérivée partielle par rapport à la j-éme variable.

Prenons n = 3 et p = 2; notons x = (x1; x2; x3)t et considérons f : R3 ! R3dé�nie
par :

f(x) =

�
x21 + x

3
2 + x

4
3

2x1 � x2

�
On véri�era par le calcul que pour h = (h1; h2; h3)t on a :

D f(x)h =

�
2x1h1 + 3x

2
2h2 + x

3
3h3

2h1 � h2

�
et donc d�apres les notations précédentes :

A(x) =

 
2x1 3x22 4x33
2 �1 0

!

Cas où E = Rn; F = R C�est un sous-cas du paragraphe précédent, puisqu�on est

ici dans le cas p = 1: Soit x 2 Rn et f une fonction de E dans F di¤érentiable en x ;
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on a donc (avec l�abus de notation singualé dans le paraghraphe précédent) Df(x)t 2 Rn:
Pour (x; y) 2 (Rn)2; on a donc :

Df(x)y =

nX
j=i

@j f(x) yj = rf(x) � y où rf(x) =

264 @1f(x)...

@nf(x)

375 2 Rn

Cas où E est un espace de Hilbert et F = R On généralise ici le cas présenté

au paragraphe précédent. Soit f : E ! R di¤érentiable en x 2 E:
Alors Df(x) 2 L(E;R) = �E; où �E désigne le dual topologique de E, c.à.d. l�ensemble

des formes linéaires continues sur E.

Par le théorème de représentation de Riesz, il existe un unique u 2 E tel que

df(x)(y) = (u j y)E pour tout y 2 E, où (: j :)E désigne le produit scalaire sur E.
On appelle encore gradient de f en x ce vecteur u. On a donc u = rf(x) 2 E et pour

y 2 E;
Df(x)(y) = (f(x) j y)E :

Di¤érentielle d�ordre 2, matrice hessienne Renvenons maintenanr au cas géné-

ral de deux espaces vectoriels normés E et F , et supposons maintenant que f 2 C2(E;F ):
Le fait que f 2 C2(E;F ) signi�e que Df 2 C1(E;L(E;F )):

Par dé�nition, on a D2f(x) 2 L(E;L(E;F )) et donc pour y 2 E;
D2f(x)(y) 2 L(E;F ); en particulier, pour z 2 E; D2f(x)(y)(z) 2 F .
Considérons maintenant le cas particulier E = Rn et F = R. On a :

f 2 C2(Rn;R)()
�
f 2 C1(Rn;R) et rf 2 C1(Rn;Rn)

�
:

12



Chapitre 2

Algorithmes d�optimisation sans
contrainte (Méthodes de gradient)

2.1 Optimisation sans contrainte

2.1.1 Dé�nition

Soit f 2 C(E;R) et E un espace vectoriel normé. On cherche soit un minimum global
de f , c.à.d :

x� 2 E telque : f(x�) � f(y); 8y 2 E: (3)

ou un minimum local, c.à.d. :

x� 2 E tel que 9� > 0 , f(x�) � f(y);8y 2 B(x�; �): (4)

2.1.2 Condition d�optimalité

Proposition 2.1.1 ( Condition nécessaire d�optimalité )

Soit E un espace vectoriel normé, et soient f 2 C(E;R), et x� 2 E tel que f est

di¤érentiable en x�:

Si x� est solution de (4) alors :

rf (x�) = 0:

13



Preuve. Supposons qu�il existe � > 0 tel que f(x�) � f(y) pour tout y 2 B(x�; �).
Soit z 2 E n f0g, alors si jtj < �

kzk , on a x
� + tz 2 B(x�; �) (où B(x�; �) désigne la

boule ouverte de centre x� et de rayon �) et on a donc :

f(x�) � f(x� + tz):

Comme f est diférentiable en x�, on a :

f(x� + tz) = f(x�) +rf(x�)(tz) + jtj"z(t):

où "z(t) ! 0 lorsque t ! 0. On a donc f(x�) + trf(x�)(z) + jtj"z(t) � f(x�). Et pour
�
kzk > t > 0, on a rf(x

�)(z) + "z(t) � 0. En faisant tendre t vers 0, on obtient que :

rf(x�)(z) � 0;8z 2 E:

On a aussi rf(x�)(�z) � 0;8z 2 E n f0g, et donc : �rf(x�)(z) � 0;8z 2 E.On en
conclut que :

rf(x�) = 0

Exemple 2.1.2

Soit l�application suivante :

f : R2 �! R
(x1; x2) 7�! f(x1; x2) = 100(x2 � x21)2 + (1� x1)2

on a :

rf(x1; x2) =
�@f(x1;x2)

@x1
@f(x1;x2)
@x2

�

=) rf(x1; x2) =
�
400x31 � 400x1x2 + 2x1 � 2

200x2 � 200x21

�
rf(x1; x2) = 0 =)

�
400x31 � 400x1x2 + 2x1 � 2 = 0::::::(�)
200x2 � 200x21 = 0:::::::::::::::::(��)

(��) =) 200x2 = 200x
2
1

donc

x2 = x
2
1:::::::::::(� � �)

14



on remplace (� � �) dans (�)

=) 400x31 � 400x1x21 + 2x1 � 2 = 0

=) 400x31 � 400x31 + 2x1 � 2 = 0

=) 2x1 � 2 = 0

=) 2x1 = 2

=) x1 = 1

(� � �) =) x2 = 1

donc

x� = (1; 1)

Remarque 2.1.3 Attention, la proposition précédente donne une condition nécessaire

mais non su¤sante. En e¤et, rf(x�) = 0 n�entraîne pas que f atteigne un minimum

(ou un maximum) même local, en x�. Prendre par exemple E = R, x� = 0 et la fonction
f dé�nie par : f(x) = x3 pour s�en convaincre.

Proposition 2.1.4 (Conditions su¤sante d�optimalite )

Soit une fonction f : Rn �! R deux fois di¤érentiable dans un sous ensemble ouvert
V de Rn et soit x� 2 V qui véri�e les conditions :

rf(x�) = 0

et

r2f(x�) est dé�nie positive

i.e : 8x 2 Rn; kxk 6= 0; xtr2f(x�) > 0 Alors x� est point minimum local strict de f .

Exemple 2.1.5

Soit f une application :

f : R �! R
x 7�! f(x) = 1� exp(�x2)

rf(x) =
�
@f (x)

@x

�
15



=) rf(x) =
�
2x exp

�
�x2

��
rf(x) = 0 =) 2x exp

�
�x2

�
= 0

=) x = 0 et exp(�x2) 6= 0

Alors

x� = 0

r2f(x) =

�
@2f(x)

@2x

�
r2f(x) = 2 exp(�x2)� 4x2 exp(�x2) = exp(�x2)(2� 4x2)

r2f(0) = 2 > 0

Alors x� est point minimum local.

Exemple 2.1.6

Soit f une application :

f : R2 �! R
(x1; x2) �! f (x1; x2) = x

2
1 � x22 � 2x1x2 + x1

rf (x1; x2) =
�@f(x1;x2)

@x1
@f(x1;x2)
@x2

�

rf (x1; x2) =
�
2x1 � 2x2 + 1
�2x2 � 2x2

�
rf (x1; x2) = 0 =)

�
2x1 � 2x2 + 1 = 0:::::::::::::::: (�)
�2x2 � 2x2 = 0:::::::::::::: (��)

(��) =) x1 = �x2::::::::::::: (� � �)
On remplace (� � �) dans (�) donc :

2x1 � 2x2 + 1 = 0

=) x1 =
1

4

On a :

x1 = �x2 =) x2 = �
1

4

Donc :

x� =

�
1

4
;�1
4

�
16



r2f (x1; x2) =

 
@2f(x1;x2)
@2x1

@2f(x1;x2)
@x1@x2

@2f(x1;x2)
@x2@x1

@2f(x1;x2)
@2x1

!

r2f (x1; x2) =

 
2 �2
�2 �2

!
Donc :

xtr2f

�
1

4
;�1
4

�
x = (x1; x2)

 
2 �2
�2 �2

! 
x1

x2

!

=
�
2x1 � 2x2 �2x1 � 2x2

��x1
x2

�
= 2x21 � 2x2x1 � 2x1x2 � 2x22

donc :

xtr2f(
1

4
;�1
4
)x = 2x21 � 4x1x2 � 2x22:

On peut rien dire .

alors x� =
�
1
4
;�1

4

�
n�est pas un point minimum local .

Proposition 2.1.7 (Conditions su¢ sants d�optimalite globale)

Soit une fonction f : Rn �! R deux fois di¤érentiable dans Rn ; et x 2 Rn minimum
local de f:

Si f est une fonction convexe alors x� est un minimum global de f .

Si de plus f est structement convexe x� est unique minimum global de f .

2.1.3 Résultats d�existence et d�unicité :

Théorème 2.1.8 (Existence)

Soit E = Rn et f : E ! R une application telle que :
(i) f est continue.

(ii) f(x) ! +1 quand kxk ! +1:
Alors il existe x� 2 Rn tel que f(x�) � f(y) pour tout y 2 Rn.

Remarque 2.1.9

1. Le théorème est faux si E est de dimension in�nie (i.e. si E est espace de Banach

au lieu de E = Rn), car si E est de dimension in�nie, BR n�est pas compacte.
2. L�hypothèse (ii) du théorème peut être remplacée par :
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(ii)0 9 b 2 Rn;9 R > 0; telque : kxk � R) f(x) � f(b):

3. Sous les hypothèses du théorème il n�y a pas toujours unicité de x� même dans le

cas n = 1, prendre pour s�en convaincre la fonction f dé�nie de R dans R par :

f(x) = x2(x� 1)(x+ 1):

Théorème 2.1.10 (Unicité)

Soit E un espace vectoriel normé est f : E �! R strictement convexe alors il existe
au plus un x� 2 E tel que :

f(x�) � f(x); 8x 2 E:

Preuve. Soit f strictement convexe, supposont qu�il existe x�et x�� 2 E tel que :

f(x�) = f(x��) = minRn f Comme f est strictement convexe si x� 6= x alors :

f(
1

2
x� +

1

2
x��) <

1

2
f(x�) +

1

2
f(x��) =

1

2
f(x�) +

1

2
f(x�) = f(x�)

min
x2Rn

f(x) =) f(x�) < f(
1

2
x� +

1

2
x��)(contradiction)

Ce qui impossible car (f(1
2
x� + 1

2
x��) > minx2Rn f(x) = f(x

�))

Donc :

x� = x��:

Remarque 2.1.11

1. Ce théorème ne donne pas, l�existence. Par exemeple dans le cas n = 1 la fonction

f dé�nie par f(x) = exp(x) : n�atteint pas son minimum, car minRn f = 0 et f(x) 6= 0
pour tout x 2 R ; pourtant f est strictement convexe.

2. Par contre, si on réunit les hypothèses des théoréme (2.1.8) et (2.1.10), on obtient

le résultat d�existense et unicité suivant :
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Théorème 2.1.12 (Existence et Unicité)

Soit E = Rn et soit f : E �! R. On supposeque :
(i) f continue.

(ii) f(x) �! +1:
(iii) f et strictement convexe.

Alors il existe un unique x� 2 Rn tel que f(x�) = minRn f .

Remarque 2.1.13 Ce théorème reste vrai si E est un espace de Hilbert , on a besoin

dans ce cas pour la partie existence des hypothèses (i), (ii) et de la convexité de f .

2.2 Méthodes de descente

2.2.1 Dé�nition

Soient f 2 C(E;R) et E = Rn.
1. Soit x 2 E, on dit que w 2 Enf0g est une direction de descente en x s�il existe

�0 > 0 tel que :

f(x+ �w) � f(x);8� 2 [0; �0]:

2. Soit x 2 E, on dit que w 2 Enf0g est une direction de descente stricte en x s�il
existe �0 > 0 tel que :

f(x+ �w) < f(x);8� 2 ]0; �0]:

3. Une �méthode de descente" pour la recherche de x� tel que f(x�) = min
E
f consiste

à construire une suite (xn)n de la manière suivante :

(a) Initialisation x0 2 E .
(b) Itération n : on suppose x0:::xn connus (n � 0) .

i). On cherche wn direction de descente stricte de xn:

ii). On prend xn+1 = xn + �nwn avec �n > 0�bien choisi".

Proposition 2.2.1 Soient E = Rn, f 2 C1(E;R), x 2 E et w 2 Enf0g ; alors :

1. Si w direction de descente en x alors : w � rf(x) � 0:
2. Si rf(x) 6= 0 alors w = �rf(x) est une direction de descente stricte en x.
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2.2.2 Algorithme du gradient à pas �xe

Soient f 2 C1(E;R); et E = Rn

On se donne � > 0 8>>><>>>:
Initialisation : x0 2 E;

Itérationn : xn connu; (n � 0)
wn = �rf(xn);
xn+1 = xn + �wn.

(5)

Théorème 2.2.2 (Convergence du gradient à pas �xe)

Soient E = Rn et f 2 C1(E;R) On suppose que :
1.9 � > 0 tel que (rf(x)�rf(y)) � (x� y) � � kx� yk2 ; 8(x; y) 2 E2.
2.9 M > 0 tel que krf(x)�rf(y)k �M kx� yk ; 8(x; y) 2 E2.
alors :

1. f est strictement convexe.

2. f(x)! +1 quand jxj ! +1.
3. Il existe un et un seul x� 2 E tel que f(x�) = min

E
f (conséquence de 1. et 2.).

4. Si 0 < � < 2�
M2 alors la suite (xn)n2N construite par (5) convergen vers x� lorsque

n! +1 .

2.2.3 Algorithme du gradient à pas optimal

L�idée de l�algorithme du gradient à pas optimal est d�essayer de calculer à chaque

itération le paramètre qui minimise la fonction dans la direction de descente donnée par

le gradient.

Soient f 2 C1(E;R) et E = Rn, cet algorithme s�écrit :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

Initialisation : x0 2 Rn

Itération : xn connu

On calcule wn = �rf(xn)
On choisit �n � 0 tel que

f(xn + �nwn) � f(xn + �wn) 8 � � 0:
On pose xn+1 = xn + �nwn:

(6)

Les questions aux quelles on doit répondre pour s�assurer du bien fondé de ce nouvel

algorithme sont les suivantes :

1. Existe_t_il �n tel que f(xn + �nwn) � f(xn + �wn);8� � 0 ?
2. Comment calcule_t�on �n ?
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3. La suite (xn)n2N construite par l�algorithme converge-t-elle ?

La réponse aux questions 1. et 3. est apportée par le théorème suivant :

Théorème 2.2.3 (Convergence du gradient à pas optimal)

Soit f 2 C1(Rn; R) telle que f(x)! +1 quand jxj ! +1:
Alors :

1. La suite (xn)n2N est bien dé�nie par (6). On choisit n > 0 tel que :

f(xn + �nwn) � f(xn + �wn);8� � 0:

( �n existe mais n�est pas nécessairement unique).

2. La suite (xn)n2N est bornée et si (xnk)k2N est une sous suite convergente, i.e.

xnk ! x lorsque k ! +1, on a nécessairement rf(x) = 0.
De plus si f est convexe on a f(x) = min f

Rn
:

3. Si f est strictement convexe on a alors xn ! x� quand n ! +1, avec f(x�) =
min
Rn
f:

On en donne ici les idées principales.

i . On utilise l�hypothèse f(x) ! +1 quand jxj ! +1 pour montrer que la

suite (xn)n2N construite par (6) existe : en e¤et, à xn connu,

1er cas : si rf(xn) = 0, alors xn+1 = xn et donc xp = xn 8p � n.
2ème cas : si rf(xn) 6= 0, alors wn = rf(xn) est une direction de descente

stricte.

Dans ce deuxième cas, il existe donc �0 tel que :

f(xn + �wn) < f(xn);8� 2]0; �0]: (7)

De plus, comme wn 6= 0, jxn + �wnj ! +1 quand �! +1 et donc f(xn + �wn)!
+1 quand �! +1. Il existe donc M > 0 tel que si � > M alors f(xn + �wn) � f(xn).
On a donc :

min
�2R�+

f(xn + �wn) = min
�2[0;M ]

f(xn + �wn):

Comme [0;M ] est compact, il existe �n 2 [0;M ] tel que :

f(xn + �nwn) = min
�2[0;M ]

f(xn + �wn):

De plus on a grâce à (7) que �n > 0.
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Chapitre 3

Algorithmes d�optimisation avec
contrainte

3.1 Optimisation avec contraintes

3.1.1 Dé�nition

Soit E = Rn, soit f 2 C(E;R), et soit K un sous ensemble de E. On s�intéresse à la

recherche de x� 2 K tel que : 8<: x� 2 K
f(x�) = min

K
f

(8)

Ce problème est un problème de minimisation avec contrainte (ou�sous contrainte�) au

sens où, l�on cherche de qui minimise f en astreignant x a être dans K : voyons quelques

exemples de ces contrainte (dé�nie par, l�ensemble K ), qu�on va expliciter à, laide des p

fonctions continues, gi 2 C(E;R); i = 1; :::::; p.

Contraintes égalités

On pose

K = fx 2 E; gi(x) = 0; i = 1:::pg:

On verra plus loin que le problème de minimisation de f peut alors être résolu grâce

au théorème des multiplicateurs de Lagrange ( voir théorème 3.1.5 ).
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Contraintes inégalités

On pose :

K = fx 2 E; gi(x) � 0; i = 1:::pg:

On verra plus loin que le problème de minimisation de f peut alors être résolu grâce

au théorème de Kuhn�Tucker ( voir théorème 3.1.8 ).

Contraintes d�égalités et d�inégalité

L�ensemble des contrainte est donné par :

K = f x 2 E; gi(x) = 0; 8i = 1; ::::; p; et gi(x) � 0; 8i = 1; ::::::; pg :

3.1.2 Existence �Unicité �Conditions d�optimalité simple

Théorème 3.1.1 (Existence)

Soit E = Rn et f 2 C (E;R).

1. Si K est un sous-ensemble fermé borné de E, alors il existe x� 2 K tel que :

f(x�) = min
K
f:

2. Si K est un sous-ensemble fermé de E, et si f est croissante à l�in�ni, c�est�à�dire

que f(x)! +1 quand jxj ! +1, alors
9 x� 2 K tel que :

f(x�) = min
K
f:

Théorème 3.1.2 (Unicité)

Soit E = Rn et f 2 C (E;R). On suppose que f est strictement convexe et que K

est convexe. Alors il existe au plus un élément x� de K tel que :

f(x�) = min
K
f:
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Preuve. Supposons que x�et x�� soient deux solutions du problème (10), avec x� 6=
x��Alors :

f(
1

2
x� +

1

2
x��) <

1

2
f(x�) +

1

2
f(x��) =) f(

1

2
x� +

1

2
x��) < f(x�) = min

x2Rn
f(x)

=) f(
1

2
x� +

1

2
x��) < min

x2Rn
f(x�)(contradiction):

Ce qui est impossible car ((f 1
2
x� + 1

2
x��) < minx2Rn f(x

�)):

Donc x� = x��:

�Les théorèmes, d�existence et d�unicuté, on déduit immédiatement le théorème,
d�existence et d�uncité suivant :

Théorème 3.1.3 (Existence et unicité)

Soient E = Rn, f 2 C (E; Rn) une fonction strictement convexe et K un sous

ensemble convexe fermé de E.

1. Si K est borné ou si f est croissante à l�in�ni, c�est�à�dire si f(x) ! +1 quand

kxk ! +1, alors il existe un unique élément x� de K solution du problème de minimi-

sation (8), i.e. tel que :

f(x�) = min
K
f:

2. On peut remplacer E = Rn par E espace de Hilbert de dimension infnie dans le

dernier théorème, mais on a besoin dans ce cas de l�hypothèse de convexité de f pour

assurer l�existence de la solution.

Condition d�optimalité simple

Proposition 3.1.4

Soient E = Rn, f 2 C(E; Rn) et x� 2 K tel que f(x�) = min
K
f . On suppose que f

est di¤érentiable en x�.

(i) Si x� 2
0

K alors rf(x�) = 0 .
(ii) Si K est convexe, alors rf(x) � (x� x�) � 0 pour tout x 2 K.

Condition d�optimalité égalités

Dans tout ce paragraphe, on considèrera les hypothèses et notations suivantes :
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f 2 C(Rn;R); gi 2 C1(Rn;R); i = 1; ::::; p; (10)

K = fx 2 Rn; gi(x) = 0; 8i = 1; ::::::; pg ;
g = (g1 ::::::gp)

t 2 C1(Rn;Rp):

Théorème 3.1.5 (Multiplicateurs de lagrange)

Soit x� 2 K tel que f(x�) = min
K
f: On suppose que f est di¤érentiable en x et

dim(Im(Dg(x�)) = p (ou rang(Dg(x�) = p), alors : il existe (�1; ::::; �p)t 2 Rp tel que :

rf(x�) +
pX
i=1

�irgi(x�) = 0:

(cette derniére égalité a lieu dans Rn) .

Remarque 3.1.6 (Utilisation pratique du théorème de Lagrange)

Soit f 2 C1(Rn;R), g = (g1; :::; gp)t avec gi 2 C(Rn;R) pour i = 1; :::; p; et soit
K = fu 2 Rn; gi(u) = 0; i = 1; :::; pg. Le problème qu�on cherche à résoudre est le

problème de minimisation (8) qu�on rappelle ici :(
u� 2 K

f(u�) = min
K
f

D�après le théorème des multiplicateurs de Lagrange, si u� est solution de (8) et

Im(Dg(u�) = Rp, alors il existe (�1; ::; �p) 2 Rp tel que u� est solution du problème(
@f
@xj
(u�) +

X
�i

@gi
@xj

= 0; j = 1; ::::; n

gi(u) = 0 , i = 1; :::; p
(11)

Le système (11) est un système non linéaire de (n+p) équations et à (n+p) inconnues

(x�; :::; x�n; �i:::�p). Ce système sera résolu par une méthode de résolution de système non

linéaire.

Condition d�optimalité inégalité

Soit f 2 C(Rn;R) et gi 2 C1(Rn;R); i = 1; ::::::::; p, on considère maintenant un en-
semble K de la forme : K = fx 2 Rn; gi(x) � 0 8i = 1; :::::::; pg, et on cherche à résoudre
le problème de minimisation (8) qui sécrit :

25



(
x� 2 K

f(x�) � f(x);8x 2 K

Remarque 3.1.7 Soit x� une solution de (8) et supposons que gi(x
�) < 0, pour tout

i 2 f1; ::::::; pg . il existe alors " > 0 tel que si x 2 B(x�; ") alors : gi < 0 pour tout

i = 1; :::; p.

On a donc f(x�) � f(x), 8 x 2 B(x�; "). On est alors ramené à un problème de

minimisation sans contraintes, et si f est di¤érentiable en x�, on a donc : rf(x�) = 0.

Théorème 3.1.8 (Kuhn - Tucker)

Soit f 2 C(Rn;R); soit gi 2 C1(Rn;R), pour i = 1; :::::::; p ; et soit

K = fx 2 Rn; gi(x) � 0 , 8i = 1; :::::; pg :

On suppose qu�il existe x� solution de (8), et on pose I(x�) = fi 2 f1; ::::::; pg ; jgi(x�)j = 0g.
Et On suppose que f est di¤érentiable en x� et que la famille (deRn) f rgi(x�); i 2 I(x�)g

est libre.

alors il existe une famille (�i)i2I(x�) � R+ telle que :

rf(x�) +
X
i2I(x�)

�irgi(x�) = 0:

1. Le théorème de Kuhn -Tucker s�applique pour des ensembles de contraintes de type

inégalité. Si on a une contrainte de type égalité, on peut évidemment se ramener à deux

contraintes de type inégalité en remarquant que :

fh(x) = 0g = fh(x) �)g \ f�h(x) � 0g : frg1(x);rg2(x)g = f rh(x�);rh(x�)g :

n�est pas libre. On ne peut donc pas appliquer le théorème de Kuhn -Tucker sous la forme

donnée précédemment dans ce cas .

2. Dans la pratique, on a intérêt à écrire la conclusion du théoréme de Kuhn -Tucker

( i.e. l�exstence de. la famille (�i)i2I(x�)) sous la forme du système de n+ p équations et

2p inéquations à résoudre suivant :

26



8>>>>><>>>>>:

rf(x�) +
X
i=1

�irgi (x�) = 0

�igi (x
�) = 0 8i = 1; ::::; p;

gi (x
�) � 0 8i = 1; ::::; p;

�i � 0 8i = 1; ::::; p;

�i � 0 , gi (x
�) � 0; i = 1; ::::; p :

3.2 Méthodes de gradient avec projection

On rappelle le résultat suivant de projection sur un convexe fermé :

Proposition 3.2.1 (Projection sur un convexe fermé)

Soit E un espace de Hilbert, muni d�une norme k:k induite par un produit scalaire
(:; :), et soit K un convexe fermé non vide de E. Alors, pour tout x 2 E, il existe un
unique x0 2 K tel que kx� x0k � kx� yk pour tout y 2 K. On note x0 = pK(x) la

projection orthogonale de x sur K. On a également :

x0 = PK(x) si et seulement si (x� x0; x0 � y) � 0;8y 2 K:

Dans le cadre des algorithmes de minimisation avec contraintes que nous allons déve-

lopper maintenant, nous considèrerons E = Rn; f 2 C1(Rn;R) une fonction convexe, et
K fermé convexe non vide. On cherche à calculer une solution approchée de x�, solution

du problème (8).

3.2.1 Algorithme du gradient à pas �xe avec projection sur K
(GPFK)

La méthode est comme suit :

1. Initialisation : on part de x� 2 K , on fait K = 0.

2. On calcule yk = projk(xk � �rf(xk)).
3. Test d�arrêt : yk = xk.

4. Sinon on prend pour direction de descente dk = yk � xk.
5. On fait une recherche linéaire à partire de xk dans la direction dk. On obtient tk.

6. On fait xk+1 = xk + �tkdk ; k = k + 1 et on retourne en 2.

Si dk = 0 alors xk est un point critique et solution optimale dans le cas où f est

convexe.

Véri�ons dans le cas contraire que dk est une direction de descente.
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Par dé�nition de la projection on a :

hyk � xk + �rf(x); x� yki � 0;8x 2 K:

Prenons x = xk alors :

0 > �kdkk2 � h �rf(xk); dki :

D�autre part la convexité de k implique :

xk + t(yk � xk) 2 K pour tout t 2]0; 1[ .

Lemme 3.2.2 Soit (xn)n construite par l�algorithme (G P F K ). On suppose que :

xn �! x quand n!1. Alors x est solution de (8).

Soit Pk : Rn ! K � Rn la projection sur K dé�nie par la proposition (3.2.1). Alors

Pk est continue.

Donc si xn ! x quand n! +1 alors x = Pk(x� �rf(x)) et x 2 K (car xn 2 K et

K est fermé ).

La caractérisation de Pk(x��rf(x)) donnée dans la proposition (3.2.1) donne alors :
(x� �rf(x)� x=x� y) � 0 pour tout y 2 K, et comme � > 0, ceci entraîne
(rf(x)=x� y) pour tout y 2 K.
Or f est convexe donc f (y) � f(x) + rf(x)(y � x) pour tout y 2 K, et donc

f(y) � f(x) pour tout y 2 K, ce qui termine la démonstration.

Théorème 3.2.3 (convergence de l�algorithme G P F K)

Soit f 2 C1(Rn;R); et K convexe fermé non vide. On suppose que :

1. Il existe � > 0 tel que :

(rf(x)�rf(y) j x� y) � � jx� yj2 ; pour tout (x; y) 2 Rn � Rn:

2. Il existe M > 0 tel que :

jrf(x)�rf(y)j �M jx� yj ; pour tout (x; y) 2 Rn � Rn:

alors :

1. Il existe un unique élément x 2 K solution du probléme (8).

2. Si 0 < � < 2�
M2 , la suite(xn) dé�nie par l�algorithme (P G F K ) converge vers x�

lorsque n �!1 .
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1. La condition 1. donne que f est strictement convexe et que f(x) ! +1 quand

jxj ! +1. Comme K est convexe fermé non vide, il existe donc un unique x� solution

de (8).

2. On pose, pour x 2 Rn, h(x) = Pk(x� �rf(x)). On a donc xn+1 = h(xn).
Pour montrer que la suite (xn)n2N converge, il su¢ t donc de montrer que h est stric-

tement contractante dès que

0 < � <
2�

M2
: (12)

Grâce au lemme (3.2.6) démontré plus loin, on sait que pK est contractante. Or h est

dé�nie par :

h(x) = Pk(h
�(x)) où h�(x) = x� �rf(x):

On a déjà vu que h� est strictement contractante si la condition (12) est véri�ée (voir

théorème (2.2.2), et plus précisément :

jh�(x)� h�(y)j � (1� 2��+M2�2)jx� yj2:

On en déduit que :

jh(x)�h(y)j2 � jPK(h�(x))� PK(h
�(y))j2 � jh�(x)�h�(y))j2 � (1�2��+�2M2)jx�yj2:

L�application h est donc strictement contractante dès que 0 < 2�
M2 . La suite (xn)n2N

converge donc bien vers x = x�

Lemme 3.2.4 (Propriétè de contraction de la projection orthogonale)

Soit E un espace de Hilbert, k:k la norme et (:; :) le produit scalaire, K un convexe

fermé non vide de E et Pk la projection orthgonale surK dé�nie par la proposition (3.2.1),

alors :

kPK(x)� PK(y)k � kx� yk pour tout (x; y) 2 E2:

Comme E est un espace de Hilbert,

kPK(x)� PK(y)k2 = (PK(x)� PK(y)jPK(x)� PK(y)):
On a donc :

kPK(x)� PK(y)k2 = (PK(x)� x+ x� y + y � PK(y)jPK(x)� PK(y))
= (PK(x)� xjPK(x)� PK(y))E + (x� yjPK(x)� PK(y)) +

(y � PK(y)jPK(x)� PK(y)):
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Or (PK(x)� xjPK(x)� PK(y)) � 0 et (y � PK(y)jPKx)� PK(y)), d�où :
kPK(x)� PK(y)k � (x� yjPK(x)� PK(y)),
et donc, grâce à l�inégalité de Cauchy-Schwarz,

kPK(x)� PK(y)k � kx� yk kPK(x)� PK(y)k � kx� yk :
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Conclusion

En conclusion, on peut dire que la méthode de projection est une méthode itératif

pour résoudre un problème d�optimisation avec contrainte qui permit les plus performantes

pour résoudre des problèmes d�optimisation sous contrainte.

l�objectif de méthode de gradient avec projection est de vous apprendre à coder des

algorithmes gènèreux de minimisation sans et avec contrainte et rèsolution de problème

par l�algorithme de descente de gradient.

Ce mémoire a pour but de résolution de deux problèmes d�optimisation sans contrainte

et sous contrainte.
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