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Notation

H : Espace de Hilbert.
R : Ensemble des nombres réels.
A : Opérateur linéaire défini sur un espace de Hilbert.
A∗ : opérateur auto-adjoint de l’opérateur A.
λ : valeur propre de l’opérateur A.
D(A) : Domaine de définition de l’opérateur A.
ρ(A) : Ensemble résolvant de A.
σ(A) : Spectre d’un opérateur A.
S(t) : Semi-groupe.
〈., .〉 : Produit scalaire dans l’espace de Hilbert.
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Introduction Générale

Les problèmes directes sont caractérisesés par l’existence d’une solution
unique qui est stable aux perturbations par rapport aux conditions initiales ou
aux limites.

Il est usuel d’appeler de tels problèmes directs des problèmes bien-posés, la
notion d’un problème bien-posé est formulée dans un article célèbre de Jacque
Hadamard en 1902. Il était convaincu que les modèles mathématiques des phéno-
mènes physiques devaient avoir les propriétés suivantes :
- L’éxistence d’une solution .
- L’unicité de la solution .
- La dépendance continue de la solution par rapport aux données.
Un tel problème est dit bien-posé. Un problème qui n’est pas bien-posé est dit
mal-posé.

Ce mémoire, est consacré à l’étude d’une certaine classe de problèmes mal-posés
définis par une équation aux dérivées partielles, Il est composé d’une introduction
et trois chapitres.

Dans le premier chapitre, On présente des généralités en Analyse fonctionnelle
(L’espace de Hilbert, les opérateurs linéaires) et l’équation de la chaleur .

Le deuxième chapitre, traite la définition d’un problème mal-posé et certaines
méthodes de régularisations : la méthode de régularisation de Fourier, de Mellifi-
cation, le principe de Morosov et la méthode de quasi-réversibilité.

Au troisième chapitre, on étude un problème parabolique par la méthode des
quasi-valeur aux limites.
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Chapitre 1

Généralités

Dans ce chapitre, on appelle quelques définitions et résultats sur les espaces
de Hilbert, les opérateurs linéaires et leurs propriétés dans l’espace de Hilbert, les
semi-groupes et l’équation de la chaleur.

1.1 Espaces de Hilbert

1.1.1 Quelques définitions
Définition 1.1 : Soit E un k−espace vectoriel. un produit scalaire sur E est une
forme hermitienne définie positive sur E. Autrement dit, un produit scalaire sur
E est une application :

〈, 〉 : E × E −→ k
(x, y) −→ 〈x, y〉

vérifiant, pour tous x, x́, y ∈ E et tout λ ∈ k, les propriétés suivantes :
1. 〈x+ x́, y〉 = 〈x, y〉+ 〈x́, y〉 et 〈λx, y〉 = λ〈x, y〉, 〈x, λy〉 = λ 〈x, y〉
2. 〈y, x〉 = 〈x, y〉
3. 〈x, x〉 ≥ 0
4. 〈x, x〉 = 0⇔ x = 0
Le nombre 〈x, y〉 appelé le produit scalaire des x et y

Définition 1.2 : Un espace de Hilbert (E, 〈., .〉) sur k est un k-espace vectoriel x
muni d’un produit scalaire 〈.,.〉 tel que l’espace vectoriel normé (x, ‖.‖ =

√
〈., .〉)

soit complet.

Exemple 1.1 : Tout espace euclidien ou hermitien est complet car de dimension
finie c’est donc un espace de Hilbert !
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Proposition 1.1 : Soit (E, 〈, 〉) un k−espace préhilbertien, muni de la norme
associée au produit scalaire, alors : (x, y) 7→ 〈x, y〉 est une application continue de
E × E dans k.

Proposition 1.2 : Le complète d’un espace préhilbertien est un espace de Hilbert.

1.1.2 Bases Hilbertiennes
Définition 1.3 : Soit (H, 〈, 〉) un espace préhilbertien. Une famille orthonormale
totale de E est appelée base hilbertienne de (H, 〈, 〉).

Théorème 1.1 (Égalité de Parseval) :
Soient (H, 〈, 〉) un espace préhilbertien et (ei)i ∈I une famille orthonormale dans
H. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) (ei)i ∈I est une base hilbertienne de H.
2) Pour tout x ∈ H, la famille

(
|〈x, ei〉|2

)
i∈I

est sommable dans R+ et on a :

‖x‖2 =
∑
i∈I
|〈x, ei〉|2

3) Pour tout x ∈ H, la famille (〈x, ei〉 ei)i∈I est sommable dans H et on a :

x =
∑
i∈I
〈x, ei〉 ei

4) Pour tout x ∈ H, la famille
(
〈x, ei〉 〈y, ei〉

)
i∈I

est sommable dans k et on a :

〈x, y〉 =
∑
i∈I
〈x, ei〉 〈y, ei〉

1.2 Opérateurs linéaires
Définition 1.4 : Un opérateur linéaire A de E dans F est une application linéaire
A définie sur un sous-espace vectoriel D(A) de E appelé domaine de A défini par :

D(A) = {u,Au ∈ E} .

Ainsi, A : D(A) ⊂ E → F.
On dit que A est borné s’il existe C ≥ 0 telle que :

∀u ∈ D(A), |Au|E ≤ C |u|E .

On dit sinon que A est borné.
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Définition 1.5 : On dit qu’un opérateur A sur un espace de Hilbert H est positif
s’il vérifie (x,Ax) > 0 pour tout x ∈ H. On écrit A ≥ B si A−B est positif .

Théorème 1.2 : Tout opérateur positif A admet un unique opérateur positif B
tel que : A = B2. De plus, B commute avec tout opérateur qui commute avec A
Ȯn appelle B la racine carré de A et on note par

√
A .

Définition 1.6 : On appelle opérateur compact de E dans F tout élément T ∈ `(E,F )
pour lequel l’image de toute partie bornée de E est relativement compacte dans F .
On note K(E,F ) l’ensemble des opérateurs compacts de E dans F ou simplement
K(E) si E = F .

Proposition 1.3 : L’ensemble des opérateurs compacts est un sous-espace vecto-
riel fermé de L(H).

Théorème 1.3 : Tout opérateur compact est limite d’opérateurs de rang fini.

Proposition 1.4 : La composition dans n’importe quel sens d’un opérateur borné
et d’un opérateur compact donne un opérateur compact .

Soient H un espace de Hilbert

Définition 1.7 : L’opérateur A ∈ `(H) s’appelle auto-adjoint (ou hermitien) si
A∗ = A (i.e : si A se confond avec son adjoint ) ; Conformément à cette définition,
A est un opérateur auto-adjoint si pour deux élémens quelconques :

x, y ∈ H on a 〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉

La possibilité d’envoyer A d’un facteur à l’autre permet d’étudier en détail la classe
des opérateurs auto-adjoint. cette possibilité est d’autant plus précieuse que les
opérateurs auto-adjoints se trouvent des emplois trés nombreux, notamment en
mécanique quantique.

Définition 1.8 : Soient E et F des espaces de Hilbert.
1) Un opérateur U ∈ ` (E,F ) est dit auto-adjoint si l’on a T ∗ = T . On dit

aussi symétrique si k = R ou hermitien si k = C.
2) Un opérateur U ∈ ` (E,F ) est dit positif s’il est auto-adjoint et si pour tout

x ∈ E, on a 〈T (x) , x〉 ∈ R+

Proposition 1.5 : Soient (H, 〈, 〉) un espace de Hilbert et T ∈ ` (H). Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes.

1) Pour tout x, y ∈ H, on a 〈T (x) , T (y)〉 = 〈T ∗ (x) , T ∗ (y)〉.
2) Pour tout x ∈ H, on a ‖T (x)‖ = ‖T ∗ (x)‖ .
3) L’opérateur T est normal.
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Proposition 1.6 : Soient (H, 〈, 〉) un espace Hilbert et T ∈ ` (H). pour tout x,
y ∈ H, on pose f (x, y) = 〈T (x) , y〉 :

1) Si T = T ∗, alors pour tout x ∈ H, on a 〈T (x) , x〉 ∈ R.
2) On a T = T ∗si seulement si f est une forme hermitienne.
3) Si k = R, alors T = T ∗si seulement si f est une forme bilinéaire symétrique.
4) Si k = C, alors T = T ∗ si et seulement si pour tout x ∈ H, on a

〈T (x) , x〉 ∈ R.
5) On suppose que T = T ∗.Alors T (H) est dense dans H si et seulement si f

est non dégénérée.
Proposition 1.7 (Lax- Milgram) :
Soient (H, 〈, 〉) un R−espace de Hilbert et T ∈ ` (H). On suppose qu’il existe c > 0
tel que pour tout x ∈ H, on ait c ‖x‖2 ≤ |〈T (x) , x〉|. Alors T est bijectif et on a
‖T−1‖ ≤ 1

C
.

1.3 Spectre d’un opérateur
Définition 1.9 : Soient E un k−espace vectoriel, T : E → E une application
linéaire et λ ∈ k. s’il existe un vecteur non nul x ∈ E tel que T (x) = λx, on dit
que :

1) λ est une valeur propre de T .
2) x est un vecteur propre de T associé à la valeur propre λ.
Dans ce cas, on appelle sous-espace propre associé à la valeur λ le sous-espace

vectoriel :
ker(T − λIdH) = {x ∈ H;T (x) = λx}

Autrement dit, le sous-espace propre associé à λ est l’ensemble de tous les vecteurs
propres associés à λ.
Proposition 1.8 : Soient (H, 〈, 〉) un espace de Hilbert et T ∈ ` (H).

1) Si T est unitaire, alors toutes les valeurs propres de T sont de module 1.
2) Si T est auto-adjoint, alors toutes les valeurs propres de T sont réelles.
3) Si T est positif, alors toutes les valeurs propres de T sont réelles positives.

Proposition 1.9 : Soient (H, 〈, 〉) un espace de Hilbert et T ∈ ` (H) un opérateur
normal. Alors on a les propriétés suivantes :

1) On a ker (T ) = ker (T ∗).
2) Pour tout λ ∈ k, on a ker (T − λIdH) = ker

(
T ∗ − λIdH

)
. Autrement dit,

soient x ∈ H et λ ∈ k alors on a T (x) = λx si et seulement si T ∗ (x) = λx.
3) Si λ et µ sont deux valeurs propres distinctes de T , alors leurs sous-espace

propres associés sont orthogonaux. Autrement dit, on a :
ker (T − λIdH) ⊥ ker (T − µIdH)
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Définition 1.10 : Soit T ∈ `(E) le spectre de T est la partie de C définie par :

δ(T ) = {λ ∈ C, T − λI n’est pas inversible dans `(E) }

les éléments de δ(T ) sont appelés valeurs spectrales.

Définition 1.11 : Soit X un espace de Banach, A ∈ L(X),l’ensemble résolvant
est :

ρ(A) = {λ ∈ R; (A− λI) est bijectif de Xsur X}
le spectre δ(A) est le complémentaire de l’ensemble résolvant, δ(A) = R\ρ(A).

Définition 1.12 : On dit que λ est valeur propre, et on note λ ∈ V p(A) si :

N(A− λI) 6= 0

N(A− λI) est l’espace propre associé à λ.

Théorème 1.4 : Si H est un espace de Hilbert séparable et A un opérateur auto-
adjoint compact sur H, alors H admet une base hilbertienne formée de vecteur
propres de A.

1.4 Rappel sur les équations aux dérivées par-
tielles

Une équation aux Dérivées Partielles (EDP) est une équation fonctionnelle qui
met en relation des dérivées partielles. Typiquement, si

u : Rn(Ω ouvert de Rn )→ R

x→ u(x)
est de la forme :

F (x, u(x), Du(x), D2u(x), . . . , Dpu(x)) = 0

avec n et p des entiers strictement positives donnés et désigne une fonction définie
sur un ouvert de Rn .

- L’ordre d’une équation aux dérivées partielles est le plus haut degré de déri-
vation présent dans l’équation

- La dimension d’une équation aux dérivées partielles est le nombre de variables
indépendantes dont dépend la fonction inconnue u.

- Résoude l’EDP consiste donc a déterminer toutes les fonctions u définies sur
Ω satisfaisant l’équation .
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1.4.1 Classification des EDP
On distingue trios grandes catégories d’équations aux dérivées partielles :
- Les équations de type elliptique dont le prototype est l’équation de poisson

donnée par :
−∆u(x) = −

n∑
i=1

∂2u

∂x2
i

(x) = f(x),

pour tout x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω ⊂ Rn,où f : Ω → R est une fonction donnée
l’inconnue et la fonction u : Ω→ R.

- Les équations de type paraboliques dont le prototype est l’équation de la
chaleur donnée par :

∂T (x, t)
∂t

−∆T (x, t) = 0

pour tout x ∈ Ω ⊂ Rn et t > 0. L’inconnue est la fonction T : Ω× ]0,+∞[→ R.
- Les équations de type hyperbolique dont, les prototypes sont :

- L’équation de transport

∂u

∂t
(x, t) + a

∂u

∂x
(x, t) = 0

pour tout x ∈ Ω ⊂ R, tout t > 0 et où a ∈ R est donné.

- L’équation des ondes

∂2u

∂t2
(x, t)− a∂

2u

∂x2 (x, t) = 0

pour tout x ∈ Ω ⊂ R, tout t > 0 .

1.4.2 Semi-groupes d’opérateurs linéaires
Définition 1.13 : Soit X un espace de Banach et soit (s(t))t≥0 une famille d’opé-
rateurs linéaires continus sur X. On dit que S (t) est un semi-groupe C0 (ou semi-
groupe fortement continu) si :

a) S(0) = Id
b) Pour tout (t, s) ≥ 0, S(t+ s) = S(t)S(s).
c) Pour tout x ∈ X, t→ S(t)x est continue de R+ dans X .

Proposition 1.10 : Soit (s(t))t≥0 un semi-groupe C0, il existe M ≥ 1 et λ ∈ R
tel que

∀t ≥ 0, ‖S(t)‖`(X) ≤Me(λt)
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Définition 1.14 : On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe (s(t))t≥0
l’opérateur linéaire (non borné) , A : D(A)→ X défini par :

D(A) =
{
x ∈ X, lim

t→0+

S(t)u− u
t

existe dans X
}

Ax = lim 1
t
(S(t)u− u).

Proposition 1.11 : Soit S(t) un semi-groupe C0 de générateur infinitésimal A
alors :

1) Pour tout u0 ∈ X,
t∫

0
S (s)u0 ∈ D (A) et

A

 t∫
0

S (τ)u0dτ

 = S (t)u0 − u0

2) Si u0 ∈ D (A), alors S(t)u0 ∈ D (A) pour tout t ≥ 0, S(t)u0 est de classe
C1et

d

dt
S(t)u0 = AS(t)u0 = S(t)Au0

Théorème 1.5 : Soit S (t) un semi-groupe C0, alors son générateur infinitésimal
A est fermé et son domaine D (A) est dense dans X.

Théorème 1.6 : Si S (t) et T (t) sont deux semi-groupes de même générateur
infinitésimal A, alors S (t) = T (t) . On notera souvent S (t) = e(−At) l’unique
semi-groupe assosié à A.

Théorème de Hille-yosida

Théorème 1.7 : Un opérateur A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
S(t) sur X vérifiant ‖S(t)‖ ≤ e(wt) avec w ∈ R si et seulement si :

1) A est fermé et de domaine dense,
2) L’ensemble résolvant de A contient la demi-droite ]w,+∞[ et :

∀λ ∈ ]w,+∞[ ,
∥∥∥(A− λId)−1

∥∥∥
`(X)
≤ 1
λ− w

.

Proposition 1.12 : Un opérateur linéaire A est dissipatif si et seulement si

∀λ > 0, ∀x ∈ D(A), ‖(λId− A)x‖ ≥ λ ‖x‖
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1.4.3 Équation de la chaleur
Considérons l’équation :
y ∈ L2([0, T ];H1

0 [0, l]) ∩ C([0, T ];L2[0, l])
yt − yxx = 0 dans [0, T ]× [0, l],
y(0, t) = y(l, t) = 0 dans [0, T ],
y(x, 0) = y0(x) dans [0, l].

(1.1)

où T > 0, l > 0 et y0 ∈ L2[0, l]. Nous pouvons récrire l’équation sous la forme :
y ∈ L2([0, T ];H1

0 [0, l]) ∩ C([0, T ];L2[0, l]) et ∂y
∂t
∈ L2([0, T ];H−1[0, l]),{

∂y
∂t

= Ay dans L2([0, T ];H1
0 [0, l]),

y(0) = y dans L2[0, l]. (1.2)

où A ∈ `(H1
0 [0, l];H−1[0, l]) est défini par :

〈Ay, z〉 = −
∫
Ω

∇y∇zdx.

On peut aussi définir A comme opérateur non borné dans L2[0, l], en posant :

D(A) = H2[0, l] ∩H1
0 [0, l], Ay = yxx

L’équation (1.2) est de la forme :

x′ = Ax (1.3)

Nous souhaiterions donc écrire la solution de l’équation (1.2) sous la forme :

y(t) = e(At)y0

Mais A étant un opérateur non borné dans L2[0, l], l’opérateur e(At) ne peut pas être
défini. Essayant de trouver une autre définition pour e(At). pour cela remarquons
que la famille (Φk)k≥1 définie par :

Φk =
√

2
L

sin(kπx
L

)

est une base hilbertienne de L2 [0, l], formée de fonction propres de l’opérateur
(A,D(A)). Recherche la solution de l’équation (1.1) sous la forme :

y(x, t) =
∞∑
k=1

gk(t)Φk(x)
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Si l’équation (1.3) est vérifie au sens des distributions dans [0, l]× [0, T ] , alors gk
vérifie :

ǵk + k2π2

l2
gk = 0 dans [0, T ] , gk(0) = y0k = (y0,Φk)

on a donc :
gk(t) = y0ke

( −k2π2t
l2

)

on pose :
s(t)y0 =

∞∑
k=1

(y0,Φk)e( −k2π2t
l2

)Φk(x)

Les condition (a) et (b) sont vérifiées par la famille d’opérateur (s(t))t≥0. D’autre
part on a :

lim
t→O
‖S(t)y0 − y0‖L2[0,l] = 0

Ce sont ces propriétés qui permettent d’étendre la notion d’exponentielle d’opéra-
teur au cas des opérateurs non bornés .
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Chapitre 2

Quelques méthodes de
régularisation d’un problème
parabolique

On représente dans ce chapitre les notions de problèmes bien-posés au sens de
Hadamard, quelque exemples de problèmes mal-posés, puis, on donne des méthodes
de régularisation connues comme la méthode de Fourier, la méthode de Morosov,
la méthode de mellification et la méthode de quasi-réversibilité.

2.1 Problèmes mal-posés
On dit que le problème :

Ax = y (2.1)

est bien-posé au sens de Hadamard si l’opérateur A a un inverse continue de Y
sur X où X et Y sont des espaces vectoriels normé és, s’il vérifie les conditions
suivantes :

1) Existence : pour tout y ∈ Y , il existe une solution x ∈ X.
2) Unicité : pour tout y ∈ Y , il n’y a qu’une seule solution x ∈ X
3)Stabilité : La solution x dépend continuûment de la donnée y

Si l’une des conditions n’est pas satisfaite, le problème précédant est dit mal-
posé au sens de Hadamard.

Exemple 2.1 : On considère une matrice A sur R qui a p ∈ N∗ lignes et n > p
colonnes. le problème du calcul de x ∈ Rn, en résolvant l’équation Ax = y, est un
problème mal-posé. Premièrement, il n’est pas du tout sûr qu’il existe une solution
à ce problème : pour garantir l’existence il faut supposer que y ∈ Im(A). Ensuite,
la solution n’est pas unique puisque l’application linéaire associée à la matrice A
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n’est pas une bijection. Dans ce cas, il y a une infinité des solutions puisqu’il suffit
de rajouter un élément de ker(A) pour en obtenir une autre.

Exemple 2.2 : Considérons l’espace de Hilbert l2de la dimension infinie tel que :

x = (x1, x2, x3, . . . , xn . . .) ∈ l2 ⇒
+∞∑
i≥1

x2
i

 < +∞, et ‖x‖l2 =
+∞∑
i≥1

x2
i


Soit A : l2 → l2 un opérateur diagonal dans l2 tel que :

Ax = (x1,
x2

2 ,
x3

3 , · · · ,
xn
n
, · · · )

Considérons le problème :
Ax = y

l’inverse A−1 de A est donné par :

A−1y = (y1, 2y2, · · · , nyn, · · · )

Donc on a l’existence de la solution de ce problème pour un certain y ∈ l2, et on
peut encore montrer facilement l’unicité de la solution. Prenons maintenant :

yn = (0, 0, · · · , 1√
n
, 0, · · · )

donc
A−1yn = (0, 0, · · · ,

√
n, 0, · · · )

‖yn‖l2 = 1√
n
→ 0 lorsque n tend vers +∞ , mais ‖A−1yn‖

l2
=
√
n→ +∞ lorsque

n tend vers +∞. Donc on a pas la stabilité de la solution d’où le problème est
mal-posé.

Exemple 2.3 : Soit le problème suivant :

Au = f

A ∈ `(H,F ), H, F des espaces de Hilbert.
Si A est compact et R(A) non fermé alors, le problème est mal-posé.
R(A) est non fermé ⇒ A−1est non borné ⇒ la troisième condition n’est pas

donc vérifie. Le problème reste mal posé.
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Exemple 2.4 : Soit l’équation différentielle{
ù(x) = u(x)− 1

u(0) = 0

Cette équation admet comme solution

u(x) = 1− e(x)

Si la condition initiale est donnée par u(0) = ε, la solution est alors :

v(x) = 1− (1− ε)e(x)

De sorte que la différence s’écrit :

v(x)− u(x) = εe(x)

Si x varie dans l’intervalle [0, 30], on a :

v(30)− u(30) = εe(30) ' 1013ε

Si la précision des calculs est de 10−10, le problème est numériquement mal-posé,
que mathématiquement bien posé.

2.2 Méthode de régularisation de Fourier
On a utilisé la régularisation de Fourier pour les problèmes mal-posés suivants :
1) Le problème de la chaleur rétrograde homogène.
2) Le problème de la chaleur rétrograde non homogène.
En général la solution de ces problèmes existe avec des conditions restrictives

sur l’état final. On trouve la solution exacte et on recherche la solution approchée
par la méthode de régularisation de Fourier, et on donne une estimation de l’erreur,
et sous certaines conditions on obtient une estimation du type Hölder.

2.2.1 Problème de la chaleur rétrograde homogène sur l’in-
tervalle infini

Soit le problème suivant :{
ut = uxx , −∞ < x < +∞, 0 ≤ t < T

u(x, T ) = ϕT (x), −∞ < x < +∞ (2.2)
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Il est facile de voir que la solution u de ce problème est donnée par la transformation
de Fourier :

u(x, t) = 1√
2π

+∞∫
−∞

e(iξx)e(ξ2(T−t))ϕ̂T (ξ)dξ (2.3)

où ϕ̂T désigne la transformée de Fourier de ϕT .
Démonstration :{

ut = uxx
u(x, T ) = ϕT (x) ⇒


∂u

∂t
(x, t)− ∂2u

∂x2 (x, t) = 0
u(x, T ) = ϕT (x)

⇒


F

(
∂u

∂t
(x, t)− ∂2u

∂x2 (x, t)
)

(ξ)
= F (0)(ξ) = 0

F (u(x, T ))(ξ) = F (ϕT (x))(ξ)

⇒


F

(
∂u

∂t
(x, t)

)
(ξ)
− F

(
∂2u

∂x2 (x, t)
)

(ξ)
= F (0)(ξ) = 0

F (u(x, T ))(ξ) = F (ϕT (x))(ξ)

On a :

F (u(x, t))(ξ) = 1√
2π

∫
R

e(−iξx)u(x, t)dx = 1√
2π

+∞∫
−∞

e(−iξx)u(x, t)dx

⇒ F

(
∂u

∂t
(x, t)

)
(ξ)

= 1√
2π

+∞∫
−∞

e(−iξx)∂u

∂t
(x, t)dx = 1√

2π

+∞∫
−∞

∂

∂t

(
e(−iξx)u(x, t)

)
dx

= ∂

∂t
F (u(x, t))(ξ)

⇒ F (∂u
∂t

(x, t))(ξ) = ∂

∂t
F (u(x, t))(ξ) (2.4)

Dans la transformation de Fourier on choisit supp(u) ∈ R =⇒ ∃R > 0, supp(u) ⊂ [−R,R] .
Donc :

F

(
∂2u

∂x2 (x, t)
)

(ξ)
= 1√

2π

R∫
−R

e(−iξx)∂
2u

∂x2 (x, t)dx

On intègre par parties on obtient :

1√
2π

R∫
−R

e(−iξx)∂u

∂x
(x, t)dx = 1√

2π

[e(−iξx)u(x, t)
]R
−R

+ iξ

R∫
−R

e(−iξx)u(x, t)dx
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Comme :
u(R, t) = u(−R, t) = 0

⇒ F

(
∂u

∂x
(x, t)

)
(ξ)

= 1√
2π

R∫
−R

e(−iξx)∂u

∂x
(x, t)dx = 1√

2π
iξ

R∫
−R

e(−iξx)u(x, t)dx

⇒ F

(
∂u

∂x
(x, t)

)
(ξ)

= iξF

(
∂u

∂x
(x, t)

)
(ξ)

F (∂
2u

∂x2 (x, t))(ξ) = −ξ2F (u(x, t))(ξ) (2.5)

Soit le problème : 
F

(
∂u

∂t
(x, t)

)
(ξ)
− F

(
∂2u

∂x2 (x, t)
)

(ξ)
= 0

F (u(x, T ))ξ = F (ϕT (x))ξ
De ( 2.4) et (2.5) On a :

∂

∂t
F (u(x, t))(ξ) + ξ2F (u(x, t))(ξ) = 0
F (u(x, T ))ξ = F (ϕT (x))ξ

⇒
{
∂tû(ξ, t) + ξ2û(ξ, t) = 0

û(ξ, T ) = ϕ̂T (ξ)

⇒ (û(ξ, t))′ + ξ2û(ξ, t) = 0⇒ (û(ξ, t))′
û(ξ, t) = −ξ2 ⇒ (ln(û(ξ, t)))′ = −ξ2

⇒ ln(û(ξ, t)) =
∫
−ξ2dt

Donc

û(ξ, t) = e(−ξ2t)c(ξ)⇒
{
û(ξ, T ) = e(−ξ2T )c(ξ)
et û(ξ, T ) = ϕ̂T (ξ) ⇒ c(ξ) = e(ξ2T )ϕ̂T (ξ).

D’où on obtient
û(ξ, t) = e(ξ2(T−t))ϕ̂T (ξ)

Où û(ξ, t) est la transformation de Fourier de u(x, t) et û(ξ, 0) = e(ξ2T )ϕ̂T (ξ), ainsi :

u(x, t) = 1√
2π

+∞∫
−∞

e(iξx)û(ξ, t)dξ = 1√
2π

+∞∫
−∞

e(iξx)e(ξ2(T−t))ϕ̂T (ξ)dξ

Alors :

u(x, t) = 1√
2π

+∞∫
−∞

e(iξx)e(ξ2(T−t))ϕ̂T (ξ)dξ

est la solution du problème.
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Régularisation de Fourier et estimation de l’erreur

Pour t = T on prend ϕT (x) la solution exacte et ϕδT (x) la solution approchée
de ϕT (x), Il existe une constante δ > 0 telle que :∥∥∥ϕT − ϕδT ∥∥∥ ≤ δ (2.6)

On note :ϕ0(x) = u(x, 0) et E une constante telle que :

‖ϕ0‖Hs = (
+∞∫
−∞

|ϕ̂0(ξ)|2 (1 + ξ2)sdξ) 1
2 ≤ E,∀s ≥ 0 (2.7)

On a ‖u‖
L2(R)

= ‖û‖
L2(R)

. où u(x, t) est donnée par (2.3) est une solution exacte ,
et :

uδ,ξmax(x, t) = 1√
2π

+∞∫
−∞

e(iξx)e(ξ2(T−t))ϕ̂δT (ξ)xmaxdξ (2.8)

est une solution approchée de la solution exacte u où ξmax est une constante posi-
tive. L’intervalle [−ξmax, ξmax] compact est tel que uδ,ξmax(x, t) existe et est unique
et stable, xmax est la fonction caractéristique de l’intervalle [−ξmax, ξmax] .

Lemme 2.1 : On a
‖u(x, t)− uδ,ξmax(x, t)‖

≤ E1− t
T δ

t
T

(
ln
(
E

δ

))−(T − t)s
2T


1 +


ln
(
E

δ

)
1
T

ln
(
E

δ

)
+ ln

(
ln
(
E

δ

))−s
2T



s

2


(2.9)

où u(x, t) et uδ,ξmax(x, t) sont donnés par (2.3) et (2.8) où :

ξmax = (ln((E
δ

) 1
T (ln(E

δ
)

−s
2T )) 1

2 (2.10)

Démonstration : On a

‖u(x, t)− uδ,ξmax(x, t)‖L2(R) = ‖û(x, t)− ûδ,ξmax(x, t)‖L2(R)

=
∥∥∥e(ξ2(T−t))ϕ̂T (ξ)− e(ξ2(T−t))ϕ̂T (ξ)xmax + e(ξ2(T−t))ϕ̂T (ξ)xmax − e(ξ2(T−t))ϕ̂δT (ξ)xmax

∥∥∥
≤
∥∥∥e(ξ2(T−t))ϕ̂T (ξ)− e(ξ2(T−t))ϕ̂T (ξ)xmax

∥∥∥+∥∥∥e(ξ2(T−t))ϕ̂T (ξ)xmax − e(ξ2(T−t))ϕ̂δT (ξ)xmax

∥∥∥
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=

 ∫
|ξ|>ξmax

∣∣∣e(ξ2(T−t))e(−ξ2T )ϕ̂0(ξ)
∣∣∣2 (1 + ξ2)s

(1 + ξ2)sdξ


1
2

+

 ∫
|ξ|≤ξmax

∣∣∣e(ξ2(T−t))(ϕ̂δT (ξ)− ϕ̂T (ξ))
∣∣∣2 dξ


1
2

Puisque : 
ϕ̂T (ξ) = e(−ξ2T )û(ξ, 0) = e(−ξ2T )ϕ̂0(ξ)

et ϕ̂0(ξ) = û(ξ, 0)

ϕ̂T (ξ)xmax =
{
ϕ̂T (ξ) ; |ξ| ≤ ξmax
0 ; |ξ| > ξmax

Alors : ∫
|ξ|>ξmax

∣∣∣e(ξ2(T−t))e(−ξ2T )ϕ̂0(ξ)
∣∣∣2 (1 + ξ2)s

(1 + ξ2)sdξ


1
2

+

 ∫
|ξ|≤ξmax

∣∣∣e(ξ2(T−t))(ϕ̂δT (ξ)− ϕ̂T (ξ))
∣∣∣2 dξ


1
2

=

 ∫
|ξ|>ξmax

∣∣∣e(−ξ2t)ϕ̂0(ξ)
∣∣∣2 (1 + ξ2)s

(1 + ξ2)sdξ


1
2

+

 ∫
|ξ|≤ξmax

∣∣∣e(ξ2(T−t))(ϕ̂δT (ξ)− ϕ̂T (ξ))
∣∣∣2 dξ


1
2

≤ sup
|ξ|>ξmax

e(−ξ2t)

|ξ|s

 ∫
|ξ|>ξmax

|ϕ̂0(ξ)|2 (1 + ξ2)sdξ


1
2

+
(

sup
|ξ|≤ξmax

e(ξ2(T−t))
) ∫
|ξ|≤ξmax

∣∣∣ϕ̂δT (ξ)− ϕ̂T (ξ)
∣∣∣2 dξ


1
2

Puisque :  ‖ϕ0‖Hs =
(

+∞∫
−∞
|ϕ̂0(ξ)|2 (1 + ξ2)sdξ

) 1
2

et ‖ϕ0‖Hs ≤ E.

Donc

sup
|ξ|>ξmax

e(−ξ2t)

|ξ|s

 ∫
|ξ|>ξmax

|ϕ̂0(ξ)|2 (1 + ξ2)sdξ


1
2

+
(

sup
|ξ|≤ξmax

e(ξ2(T−t))
) ∫
|ξ|≤ξmax

∣∣∣ϕ̂δT (ξ)− ϕ̂T (ξ)
∣∣∣2 dξ


1
2

≤ sup
|ξ|>ξmax

e(−ξ2t)

|ξ|s
‖ϕ0‖Hs + sup

|ξ|≤ξmax

e(ξ2(T−t))
∥∥∥ϕT (ξ)− ϕδT (ξ)

∥∥∥
Comme {

‖ϕ0‖Hs ≤ E.

et
∥∥∥ϕ̂T (ξ)− ϕ̂δT (ξ)

∥∥∥ =
∥∥∥ϕT (ξ)− ϕδT (ξ)

∥∥∥ ≤ δ

Alors
sup
|ξ|>ξmax

e(−ξ2t)

|ξ|s
‖ϕ0‖Hs + sup

|ξ|≤ξmax

e(ξ2(T−t))
∥∥∥ϕT (ξ)− ϕδT (ξ)

∥∥∥
20



≤ e(−ξ2
maxt)

|ξmax|s
E + e(ξ2

max(T−t))δ.

Tel que :
ξmax = (ln((E

δ
)

1
T (ln(E

δ
))−

S
2T ))

1
2

= (E
δ

)
−t
T (ln(E

δ
))−

S(T−t)
2T E


ln(E

δ
)

1
T

ln(E
δ

) ln(ln(E
δ

))
−
S

2T )



s
2

+E1− t
T δ

t
T (ln(E

δ
))−

S(T−t)
2T

Puisque : (ln(E
δ

))
St
2T (ln(E

δ
))
−St
2T = 1, et St2T −

S

2T = −S(T − t)
2T et (1

δ
)

(T−t)
T δ = (1

δ
)1− t

T δ = δ
t
T .

Donc :

= E1− t
T δ

t
T (ln(E

δ
))−

S(T−t)
2T

 ln(E
δ

)
1
T

ln(E
δ

) ln(ln(E
δ

))− S
2T )

 s
2

+ E1− t
T δ

t
T (ln(E

δ
))−

S(T−t)
2T

= E1− t
T δ

t
T (ln(E

δ
))−

S(T−t)
2T


 ln(E

δ
)

1
T

ln(E
δ

) ln(ln(E
δ

))− S
2T )

 s
2

+ 1


Ainsi (2.9) est démontrée.

Le choix de ξmax

Pour trouver une estimation de stabilité de type Hölder, On choisit ξmax par la
formule (2.10), c’est-a-dire :

ξmax = (ln((E
δ

) 1
T (ln(E

δ
))− S

2T )) 1
2 , ou ln(E

δ
) > 1, ∀s > 0

Démonstration : D’après le lemme (2,1), on a :

‖u(x, t)− uδ,ξmax(x, t)‖ ≤ sup
|ξ|>ξmax

e(−ξ2t)

|ξ|s
E + sup

|ξ|≤ξmax

e(ξ2(T−t))δ

≤ e(−ξ2
maxt)

|ξmax|s
E + e(ξ2

max(T−t))δ = e(−tξ2
max)

(
E

ξsmax
+ e(ξ2

maxT )δ

)

≤ E

ξsmax
+ e(ξ2

maxT )δ, puisque e(−tξ2
max) < 1
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Donc :
‖u(x, t)− uδ,ξmax(x, t)‖ ≤ E

ξsmax
+ e(ξ2

maxT )δ (2.11)

Et par Hölder on a :

‖u(x, t)− uδ,ξmax(x, t)‖ ≤ 2E1− t
T δ

t
T (2.12)

Par (2.11) (2.12) On trouve que :

E

ξsmax
+ e(ξ2

maxT )δ ≤ 2E1− t
T δ

t
T = E1− t

T δ
t
T + E1− t

T δ
t
T

Donc :
E

ξsmax
≤ E

(
δ

E

) t
T

et e(ξ2
maxT )δ ≤ E

(
δ

E

) t
T

On pose M = e(ξ2
maxT )δ

M = e(ξ2
maxT )δ ⇒ e(ξ2

maxT ) = M

δ
⇒ ξ2

maxT = ln
(
M

δ

)

⇒ ξ2
max = 1

T
ln
(
M

δ

)
⇒ ξmax =

ln
(
M

δ

) t
T

 (2.13)

1)
E

ξsmax
≤ E

(
δ

E

) t
T

⇒ 1
ξsmax

≤
(
δ

E

) t
T

⇒ ξsmax ≥
(
E

δ

) t
T

⇒ Tξ2
max ≥ T

(
E

δ

) 2t
sT

⇒ e(Tξ2
max) ≥ e(T(Eδ )

2t
sT ) ⇒M = e(Tξ2

max)δ ≥ e(T(Eδ )
2t
sT )δ

M ≥ E

(
δ

E

)2 (
E

δ

) 2t
s

≥ E

(
ln δ

E

)2 (
E

δ

) 2t
s

Tel que :
δ

E
≥ ln δ

E
⇒
(
δ

E

)2

≥
(

ln δ

E

)2

Puisque : (
ln δ

E

)2

=
(

ln E
δ

)2

Donc :

M ≥ E

(
ln δ

E

)2 (
E

δ

) 2t
s
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Comme :
E

δ
≥ ln E

δ
⇒
(
E

δ

) 2t
s

≥
(

ln E
δ

) 2t
s

On a

M ≥ E

(
ln δ

E

)2 (
E

δ

) 2t
s

≥ E
(

ln E
δ

)2 (
ln E
δ

) 2t
s

= E
(

ln E
δ

) 2t
s

+2

Puisque

M ≥ E
(

ln E
δ

)2( t
s
+1)
≥ E

(
ln E
δ

)− s2
Donc

M ≥ E
(

ln E
δ

)− s2
et M = e(Tξ2

max)δ

⇒ e(Tξ2
max)δ ≥ E

(
ln E
δ

)− s2
(2.14)

2)

e(Tξ2
max)δ ≤ E

(
ln E
δ

) t
T

⇒M ≤ E
(

ln E
δ

) t
T

tel que : M = e(Tξ2
max)δ

Puisque

δ

E
≥ ln δ

E
⇒
(
δ

E

)2s

≥
(

ln δ

E

)2s

⇒
(
δ

E

)2s (
ln δ

E

)−2s

≥ 1

Donc

M ≤ E

(
δ

E

) t
T

1 ≤ E

(
δ

E

) t
T

( δ
E

)2s (
ln δ

E

)−2s


M ≤ E
(

ln E
δ

)− s2 (ln E
δ

)2s ( δ
E

) t
T
(
δ

E

)2s (
ln δ

E

)−2s


tel que :
(

ln δ

E

)−2s

=
(

ln E
δ

)−2s

Puisque (
ln δ

E

)2

=
(

ln E
δ

)2
⇒
(

ln δ

E

)−2s

=
(

ln E
δ

)−2s
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Alors

M ≤ E
(

ln E
δ

)− s2 (ln E
δ

)2s (
ln δ

E

) t
T
(
δ

E

)2s (
ln E
δ

)−2s


≤ E
(

ln E
δ

)− s2 ( δ
E

)−2s (
δ

E

)2s


Puisque 
t

T
> 0 > −2s

et : δ
E
< 1

⇒
(
δ

E

) t
T

≤
(
δ

E

)−2s

Alors  M ≤ E
(

ln E
δ

)− s2
et : M = e(Tξ2

max)δ
⇒M = e(Tξ2

max)δ ≤ E
(

ln E
δ

)− s2
(2.15)

En utilisant (2.14) et (2.15), on a :

M = e(Tξ2
max)δ ≤ E

(
ln E
δ

)− s2
par (2.13) on a :

ξmax = (ln((E
δ

) 1
T (ln(E

δ
))− S

2T )) 1
2 pour ln(E

δ
) > 1.

(
donc : E

δ
> 1

)
; ∀s > 0

Remarque 2.1 : Il y a plusieurs solutions qui approchent la solution exacte mais
pour trouver la solution qui est trés proche il faut choisir ξmax qui donne l’estima-
tion de type Hölder pour laquelle on a la stabilité.

2.2.2 Problème de la chaleur rétrograde non homogène
Soit le problème suivant :{

ut = uxx + f (x, t) ; −∞ < x <∞, 0 ≤ t < T
u (x, T ) = ϕT (x) (2.16)

Il est facile de voir que la solution u de ce problème est donnée par

u (x, t) = 1√
2π

∞∫
−∞

e(iξx)

e(ξ2(T−t))ϕ̂T (ξ) +
T∫
t

e(ξ2(s−t))f̂(s)ds
 dε (2.17)

En effet
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Preuve 1 : En utilisant la transformation de Fourier on a

⇒


(
∂u
∂t

(x, t)− ∂2u
∂x2 (x, t)− f(x, t)

)
= 0

(u (x, T ))(ξ) = (ϕT (x)(ξ)

Donc par (2.5) et (2.6) on a{
∂tû (ξ, t) + ξ2û (ξ, t) = f̂(x, t)

et : û (ξ, T ) = ϕ̂T (ξ) (2.18)

On pose : y (t) = û (ξ, t) , donc{
∂tû (ξ, t) + ξ2û (ξ, t) = f̂(x, t)

et : û (ξ, T ) = ϕ̂T (ξ) ⇒
{
y′ (t) + ξ2y (t) = f̂ (t)

y (T ) = ϕ̂T (ξ)

On recherche la solution de l’équation par la méthode de variation des constantes :

y′ (t) + ξ2y (t) = f̂ (t)

On pose :
y(t) = W (t)V (t)

y(t) = W (t)V (t)⇒ ý (t) = W
dV

dt
+ V

dW

dt
Alors :

y′ (t) + ξ2y (t) = f̂ (t)⇒
(
W
dV

dt
+ V

dW

dt

)
+ ξ2W (t)V (t) = f̂ (t)

⇒ W (t)
(
dV

dt
+ ξ2V (t)

)
+ V (t)dW

dt
− f̂ (t) = 0

⇒
{

dV
dt

+ ξ2V (t) = 0
V (t)dW

dt
= f̂ (t)

⇒ dV

dt
+ ξ2V (t) = 0⇒ dV

dt
= −ξ2V (t)⇒ dV

V
= −ξ2dt⇒ V (t) = e(−ξ2t) (2.19)

et : V (t)dW
dt

= f̂ (t)⇒ dW

dt
= f̂ (t)
V (t) ⇒ dW = f̂ (t)

V (t)dt = e(ξ2t)f̂ (t) dt

⇒ dW = e(ξ2t)f̂ (t) dt⇒ W (t) = C +
∫
e(ξ2t)f̂ (t) dt (2.20)

Donc :

y(t) = e(−ξ2t)
(
C +

∫
e(ξ2s)f̂ (s) ds

)
⇒ y(t) = e(−ξ2t)

C +
T∫
t

e(ξ2s)f̂ (s) ds
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et y(T ) = e(−ξ2T)
C +

T∫
t

e(ξ2s)f̂ (s) ds


= ϕ̂T (ξ)⇒ C = e(ξ2T)ϕ̂T (ξ)

⇒ y(t) = e(ξ2(T−t))ϕ̂T (ξ) +
T∫
t

e(ξ2(s−t))f̂ (s) ds

On aura :

y(t) = û (ξ, t)⇒ û (ξ, t) = e(ξ2(T−t))ϕ̂T (ξ) +
T∫
t

e(ξ2(s−t))f̂ (s) ds

⇒ u(x, t) = 1√
2π

∞∫
−∞

e(iξx)

e(ξ2(T−t))ϕ̂T (ξ) +
T∫
t

e(ξ2(s−t))f̂ (s) ds
 dξ

Régularisation de Fourier et estimation de l’erreur :

Comme :

u(x, t) = 1√
2π

∞∫
−∞

e(iξx)

e(ξ2(T−t))ϕ̂T (ξ) +
T∫
t

e(ξ2(s−t))f̂ (s) ds
 dξ, et u(x, t) = ϕT (x) .

uδ,ξmax (x, t) = 1√
2π

∞∫
−∞

e(iξx)

e(ξ2(T−t))ϕ̂T (ξ)χmax +
T∫
t

e(ξ2(s−t))f̂ (s)χmaxds

 dξ.
Soit

∥∥∥ĝ − ĝδ∥∥∥ ≤ β où ĝ (ξ, t) =
T∫
t

e(ξ2(s−t))f̂ (s) (2.21)

Lemme 2.2 : Si on choisit ξmax par la formule (2.10) et (2.21) et
∥∥∥ĝ − ĝδ∥∥∥ ≤ β

alors :
‖u(x, t)− uδ,ξmax (x, t)‖2

≤ E
(

ln E
δ

)− s2 
 ln E

∂

1
T

ln
(
E
δ

)
+ ln

(
ln E

δ

)− s
2T


s
2

+ 1 + β

E

(
ln E
δ

) s
2

 (2.22)
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Preuve 2 :

‖u(x, t)− u∂,ξmax (x, t)‖ = ‖û(x, t)− û∂,ξmax (x, t)‖L2(R)

=

∥∥∥∥∥∥e(ξ2(T−t))ϕ̂T (ξ) +
T∫
t

e(ξ2(s−t))f̂ (s) ds− e(ξ2(T−t))ϕ̂δT (ξ)χmax −
T∫
t

e(ξ2(s−t))f̂ δ (s)χmaxds

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥e(−ξ2t)
e(ξ2T)ϕ̂T (ξ) +

T∫
t

e(ξ2s)f̂ (s) ds
− e(−ξ2t)

e(ξ2T)ϕ̂T (ξ)χmax −
T∫
t

e(ξ2s)f̂ (s)χmaxds



+e(−ξ2t)
e(ξ2T)ϕ̂T (ξ)χmax −

T∫
t

e(ξ2s)f̂ (s)χmaxds



−e(−ξ2t)
e(ξ2T)ϕ̂δT (ξ)χmax −

T∫
t

e(ξ2s)f̂ δ (s)χmaxds

∥∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥∥e(−ξ2t)
(
e(ξ2T)ϕ̂T (ξ)− e(ξ2T)ϕ̂T (ξ)χmax

)
+ e(−ξ2t)

 T∫
t

e(ξ2s) (f̂ (s)− f̂ (s)χmax
)
ds

∥∥∥∥∥∥
+
∥∥∥∥e(ξ2(T−t))ϕ̂δT (ξ)χmax − e(−ξ

2t)e(ξ2T)ϕ̂T (ξ)χmax +e(−ξ2t)
T∫
t

e(ξ2s) (f̂ (s)χmax − f̂ δ (s)χmax
)
ds

∥∥∥∥∥∥
≤

 ∫
|ξ|>ξmax

∣∣∣∣∣∣e(ξ2T)ϕ̂T (ξ) +
T∫
t

e(ξ2s)f̂ (s) ds

∣∣∣∣∣∣
2

dξ


1
2

+

 ∫
|ξ|>ξmax

∣∣∣∣∣∣e(−ξ2t)e(−ξ2T) (ϕ̂δT (ξ)− ϕ̂T (ξ)
)

+ e(−ξ2t)
T∫
t

e(ξ2s) (f̂ (s)− f̂ δ (s)
)
ds

∣∣∣∣∣∣
2

1
2

≤ e(−ξ2
maxt)

 ∫
|ξ|>ξmax

∣∣∣∣∣∣e(ξ2T)ϕ̂T (ξ) +
T∫
t

e(ξ2s)f̂ (s) ds

∣∣∣∣∣∣
2

dξ


1
2

+e(−ξ2
max(T−t))

 ∫
|ξ|≤ξmax

∣∣∣ϕ̂δT (ξ)− ϕ̂T (ξ)
∣∣∣2 dξ


1
2

+

 ∫
|ξ|≤ξmax

∣∣∣∣∣∣e(−ξ2t)
T∫
t

e(ξ2s) (f̂ (s)− f̂ δ (s)
)
ds

∣∣∣∣∣∣
2

dξ


1
2

Soit

l1 = e(−ξ2
maxt)

 ∫
|ξ|>ξmax

∣∣∣∣∣∣e(ξ2T)ϕ̂T (ξ) +
T∫
t

e(ξ2s)f̂ (s) ds

∣∣∣∣∣∣
2

dξ


1
2
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l2 = e(ξ2
max(T−t))

 ∫
|ξ|≤ξmax

∣∣∣ϕ̂δT (ξ)− ϕ̂T (ξ)
∣∣∣2 dξ


1
2

et

l3 =

 ∫
|ξ|≤ξmax

∣∣∣∣∣∣e(−ξ2t)
T∫
t

e(ξ2s) (f̂ (s)− f̂ δ (s)
)
ds

∣∣∣∣∣∣
2

dξ


1
2

1)

l1 = e(−ξ2
maxt)

 ∫
|ξ|>ξmax

∣∣∣∣∣∣e(ξ2T)ϕ̂T (ξ) +
T∫
t

e(ξ2s)f̂ (s) ds

∣∣∣∣∣∣
2

dξ


1
2

≤ e(−ξ2
maxt)

 ∫
|ξ|>ξmax

∣∣∣∣∣∣e(ξ2T)ϕ̂T (ξ) +
T∫

0

e(ξ2s)f̂ (s) ds

∣∣∣∣∣∣
2

dξ


1
2

puisque :
T∫

0

=
T∫

0

+
T∫
t

⇒
T∫
t

≤
T∫

0

≤ e(−ξ2
maxt)

 ∞∫
−∞

|û(0, ξ)|2 dξ
 1

2

.tel que : û(0, ξ) = e(ξ2T)ϕ̂T (ξ) +
T∫

0

e(ξ2s)f̂ (s) ds

≤ e(−ξ2
maxt)

 ∞∫
−∞

|û(0, ξ)|2 (1 + ξ2)s

(1 + ξ2)sdξ
 1

2

≤ e(−ξ2
maxt)

(1 + ξ2
max)

s
2

 ∞∫
−∞

|û(0, ξ)|2
(
1 + ξ2

)s
dξ

 1
2

⇒ l1 ≤
e(−ξ2

maxt)
ξsmax

‖û(0, ξ)‖HS ≤
e(−ξ2

maxt)
ξsmax

E.

Ainsi on a :

l1 ≤
e(−ξ2

maxt)
ξsmax

E. (2.23)

2)

l2 = e(ξ2
max(T−t))

 ∫
|ξ|≤ξmax

∣∣∣ϕ̂δT (ξ)− ϕ̂T (ξ)
∣∣∣2 dξ


1
2

≤ l2 = e(ξ2
max(T−t))

 ∞∫
−∞

∣∣∣ϕ̂δT (ξ)− ϕ̂T (ξ)
∣∣∣2 dξ

 1
2

≤ e(ξ2
max(T−t)) ∥∥∥ϕT − ϕδT ∥∥∥ ≤ δ
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⇒ l2 ≤ e(ξ2
max(T−t))δ. (2.24)

3)

l3 =

 ∫
|ξ|≤ξmax

∣∣∣∣∣∣e(−ξ2t)
T∫
t

e(ξ2s) (f̂ (s)− f̂ δ (s)
)
ds

∣∣∣∣∣∣
2

dξ


1
2

=

 ∫
|ξ|≤ξmax

∣∣∣∣∣∣
T∫
t

e(ξ2(s−t))f̂ (s)− e(ξ2(s−t))f̂ δ (s) ds

∣∣∣∣∣∣
2

dξ


1
2

≤
(∫ ∞
−∞

∣∣∣ĝ(ξ, t)− ĝδ(ξ, t)
∣∣∣2 dξ) 1

2
=
∥∥∥ĝ − ĝδ∥∥∥ ≤ β

l3 ≤ β (2.25)

Par (2.23), (2.24) et (2.25), on a :

‖û(x, t)− ûδ,ξmax(x, t)‖L2(R) ≤
e(−ξ2

maxt)
ξsmax

E + β + e(ξ2
max(T−t))δ

Puisque :

e(−ξ2
maxt) E

ξsmax
+ β + e(ξ2

max(T−t))δ ≤ E

ξsmax
+ β + e(ξ2

maxT )δ

Alors :
‖û(x, t)− ûδ,ξmax(x, t)‖L2(R) ≤

E

ξsmax
+ β + e(ξ2

maxT )δ. (2.26)

De (2.10), on a :
‖û(x, t)− ûδ,ξmax(x, t)‖

= E

 1

ln
(
E
δ

) 1
T + ln

(
ln E

δ

)− S
2T


s
2

+
(
E

δ

)T
T
(

ln E
δ

)− sT2T
δ + β

‖û(x, t)− ûδ,ξmax(x, t)‖L2(R)

≤ E
(

ln E
δ

)−S2

 ln E

δ

1
T

ln
(
E
δ

)
+ ln

(
ln E

δ

)− S
2T


s
2

+ β

E

(
ln E
δ

)− s2
+ 1
δ
δ


Ainsi (2.22) est démontrée.
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Choix de ξmax :

Pour trouver une estimation de stabilité du type Hölder. On choisit :

0 < β ≤ E
(

ln E
δ

)−S2
. (2.27)

Preuve 3 : Par le lemme (2.2) et l’estimation de (2.26) et par l’estimation de
Hölder (2.12). On a(

E

ξsmax
+ β

)
+ e(ξ2

maxT)δ ≤ 2E1− t
T δ = E1− t

T δ
t
T

Alors
E

ξsmax
+ β ≤ E1− t

T δ
t
T (2.28)

et
e(ξ2

maxT)δ ≤ E1− t
T δ

t
T (2.29)

1) Comme

0 < β ≤ E
(

ln E
δ

)−S2
, (2.30)

On a

δ

E
< 1⇒ δ

E
≥
(
δ

E

)2

⇒
(
δ

E

) t
T

≥ δ

E
≥
(
δ

E

)2

≥
(

ln δ

E

)2

=
(

ln E
δ

)2

⇒
(
δ

E

) t
T

≥
(

ln δ

E

)2

≥
(

ln E
δ

)− s2
;−s2 < 0 < 2

⇒
(

ln δ

E

) t
T

≥
(

ln E
δ

)− s2
Donc

β ≤ E
(

ln E
δ

)−S2
≤ E

(
δ

E

) t
T

= E1− t
T δ

t
T ⇒ β ≤ E

(
δ

E

) t
T

= E1− t
T δ

t
T

⇒ E1− t
T δ

t
T − β ≤ E1− t

T δ
t
T

Et on a
E

ξsmax
+ β ≤ E1− t

T δ
t
T ⇒ E

ξsmax
≤ E1− t

T δ
t
T − β ≤ E1− t

T δ
t
T
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Alors

E

ξsmax
≤ E1− t

T δ
t
T = E

(
δ

E

) t
T

⇒ 1
ξsmax

≤
(
δ

E

) t
T

⇒ ξsmax ≥
(
E

δ

) t
T

Tξsmax ≥ T ln
(
E

δ

) 2t
ST

⇒ e(Tξsmax) ≥ e

(
T ln(Eδ )

2t
ST

)
On pose

M = e(Tξsmax)δ ⇒M = e(Tξsmax)δ ≥ δe

(
T ln(Eδ )

2t
ST

)
= δ

(
E

δ

) 2t
S

(2.31)

M ≥ δe

(
T ln(Eδ )

2t
ST

)
= E

(
δ

E

)(
E

δ

) 2t
S

⇒M ≥ E

(
δ

E

)(
E

δ

) 2t
S

≥ E

(
δ

E

)2 (
E

δ

) 2t
S

. puisque δ

E
≥
(
δ

E

)2

⇒M ≥ E

(
δ

E

)2 (
E

δ

) 2t
S

≥ E

(
ln δ

E

)2 (
E

δ

) 2t
S

= E
(

ln E
δ

)2 (E
δ

) 2t
S

puisque
(

ln δ

E

)2

=
(

ln E
δ

)2

⇒M ≥ E
(

ln E
δ

)2 (E
δ

) 2t
S

⇒M ≥ E
(

ln E
δ

)2 (E
δ

) 2t
S

= E
(

ln E
δ

) 2t
S

+2
= E

(
ln E
δ

)2( tS+1)

⇒M ≥ E
(

ln E
δ

)2( tS+1)
≥ E

(
ln E
δ

)−S2

Puisque
(

ln E
δ

)2( tS+1)
≥
(

ln E
δ

)−S2
On a  M ≥ E

(
ln E

δ

)−S2
et M = e(Tξsmax)δ

⇒ e(Tξsmax)δ ≥ E
(

ln E
δ

)−S2
(2.32)

2) Par (2.29) on a

M = e(Tξsmax)δ ≤ E

(
δ

E

) t
T
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⇒M ≤ E

(
δ

E

) t
T

1 ≤ E

(
δ

E

) t
T

( δ
E

)2s (
ln δ

E

)−2s
 puisque

(
δ

E

)2s (
ln δ

E

)−2s

≥ 1

M ≤ E

(
δ

E

) t
T

( δ
E

)2s (
ln δ

E

)−2s


= E
(

ln E
δ

)−S2 (
ln E
δ

)S
2
(
δ

E

) t
T

( δ
E

)2s (
ln δ

E

)−2s


⇒M ≤ E
(

ln E
δ

)−S2 (ln E
δ

)2s ( δ
E

) t
T
(
δ

E

)2s (
ln δ

E

)−2s
 tel que :

(
ln E
δ

)2s
≥
(

ln E
δ

)S
2

⇒M ≤ E
(

ln E
δ

)−S2 (ln E
δ

)2s ( δ
E

) t
T
(
δ

E

)2s (
ln δ

E

)−2s


⇒M ≤ E
(

ln E
δ

)−S2 ( δ
E

) t
T
(
δ

E

)2s


Tel que :
(

ln δ

E

)−2s

=
(

ln E
δ

)−2s

Puisque (
δ

E

) t
T

≤
(
δ

E

)−2s

⇒M = e(Tξ2
max)δ ≤ E

(
ln E
δ

)−S2
(2.33)

Donc par (2.32) et (2.33) on a :

e(Tξ2
max)δ = E

(
ln E
δ

)−S2
⇒ e(Tξ2

max) = E

δ

(
ln E
δ

)−S2

⇒ ξ2
max = 1

T
ln
E
δ

(
ln E
δ

)−S2
d’où

⇒ ξmax =
 1
T

ln
E
δ

(
ln E
δ

)−S2 1
2

pour : ln E
δ
> 1, ∀s > 0.

Ainsi le choix de ξmax est prouvé.
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Remarque 2.2 :
1) Pour trouver une estimation de type Hölder il faut choisir β tel que :

0 < β ≤ E
(

ln E
δ

)−S2
(2.34)

sous les conditions du lemme (2.2).
2) Si : s = 0 alors d’après l’estimation (2.22), on a

⇒ ‖u(x, t)− uδ,ξmax(x, t)‖2 ≤ E

[
2 + β

E

]

⇒ ‖u(x, 0)− uδ,ξmax(x, 0)‖2 ≤ E

[
2 + β

E

]
= 2E + β

Donc l’estimation d’erreur est bornée par : 2E + β.
3) Soit : t = 0 et δ → 0+ et s > 0. Alors

δ → 0+ ⇒ E

δ
→ +∞⇒ ln E

δ
→ +∞⇒

(
ln E
δ

)− s2
→ 0

⇒ lim
δ→0+

 ln E
δ

1
T

ln
(
E
δ

)
+ ln

(
ln E

δ

)− s
2T


s
2

= T
s
2

E
(

ln E
δ

)− s2 1 +

 ln E
δ

1
T

ln
(
E
δ

)
+ ln

(
ln E

δ

)− s
2T


s
2
→ 0

δ → 0+ et s > 0.

Donc la solution est stable pour t = 0 et δ → 0+, s > 0.

2.3 Méthode de Tikhonov

2.3.1 Principe de Morosov
On donne ici un exemple de méthode de choix à posteriori du paramètre de

régularisation. On expose la plus classique de celles-ci, “the discrepancy principle”
de Morosov ou le principe de décalage de Morosov. D’après Kirsch, on présente
un principe basé sur la méthode de régularisation de Tikhonov. On assume que
A : X → Y est un opérateur compact et injectif défini entre les deux espaces de
Hilbert X et Y avec une image dense Im(A) ⊂ Y .
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En étudie encore l’équation Ax = y, y ∈ Y. On calcule maintenant le paramètre
de régularisation α = α(δ) > 0 tel que la solution de Tikhonov correspondante est
la solution de l’équation :

αxα,δ + A∗Axα,δ = A∗yδ

et elle est le minimum de :

Jα(x) = ‖Ax− y‖2 + α ‖x‖2

qui satisfait à l’équation :
Axα,δ − yδ = δ

On note que le choix du principe de “discordance ” garantie d’une part que l’erreur
δ est minimum, d’autre part, α est trés petit.

Théorème 2.1 : soit A : X → Y est un opérateur linéaire et compact avec une
image dense dans Y. soit :

Ax = y, x ∈ X, y ∈ Y, yδ ∈ Y tels que :
∥∥∥y − yδ∥∥∥ ≤ δ <

∥∥∥yδ∥∥∥
soit xα(δ) la solution de Tikhonov satisfaisant

∥∥∥Axα(δ) − yδ
∥∥∥ = δ pour tout δ ∈ (0, δ0).

Alors :
a) xα(δ),δ → x pour δ → 0. Donc “the discrepancy principle” est admissible .
b) soit x = A∗s ∈ A∗(Y ) avec ‖s‖ ≤ E alors∥∥∥xα(δ),δ − x

∥∥∥ ≤ 2
√
δE

Pour cela “the discrepancy principle” est une stratégie de régularisation optimale
sous condition ‖(A∗)−1x‖ ≤ E.

La détermination de α(δ) est équivalente au problème de trouver la racine de
la fonction inclusion de la forme

c1δ ≤
∥∥∥Axα(δ),δ − yδ

∥∥∥ ≤ c2δ

est suffisante pour prouver les assertions du théorème précédent.
Dans le théorème suivant, on prouve que l’ordre de convergence O

√
δ est

meilleur pour le principe de décalage de Morosov.

Théorème 2.2 : Soit A un opérateur compact et soit α(δ) choisit par le principe
de décalage. On assume que pour tout x ∈ Im(A∗A), y = Ax 6= 0 et pour toute
δn  0 et yδn ∈ Y , tel que :∥∥∥y − yδn∥∥∥ ≤ δn et

∥∥∥yδn∥∥∥ > δn
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pour tout n. La solution Tikhonov correspondante xn = xα(δn),δn converge vers x
plus vite que

√
δn vers zéro,

1√
δn
‖xn − x‖n→∞ → 0

alors l’image Im(A) est de dimension fini.

2.4 Méthode de mollification
On considère le problème de la chaleur rétrograde homogène suivant :{

uυt = uυxx . tq : x ∈ R ,t ∈ (0, T )
et ‖u (., T )− ϕ (.)‖Lp(R) ≤ ε.

(2.35)

‖u (., 0)‖Lp(R) ≤ E. (2.36)
Ce problème est un problème mal posé.

On associe au problème (2.35) et (2.36) le problème de mollification suivant :{
uυt = uυxx;x ∈ R ,t ∈ (0, T )
uυ (x, T ) = sυ (ϕ) (x) (2.37)

C’est un problème bien-posé. Par un choix adéquat du paramètre de mollification
on établit une estimation d’erreur du type Hölder. En réalité pour p = 2 la méthode
de mollification n’est autre que la méthode de la transformée de Fourier à support
compact.

2.4.1 Résultats auxiliaires
Pour la méthode de mollification on utilise les résultats auxiliaires suivants :
a) On rappelle que la transformation de Fourier de ϕ ∈ L1 (R) est définie par

F [ϕ] (ξ) = ϕ̂ (ξ) = 1√
2π

∫ ∞
−∞

ϕ (x) e(−iξx)dx

b) ∀K ∈ L1 (R) et f ∈ L1 (R) ; 1 ≤ p ≤ ∞ on a :

K ∗ f (x) =
∫ ∞
−∞

K (x− y) f (y) dy =
∫ ∞
−∞

K (y) f (y − x) dy

K ∈ L1 (R) et f ∈ Lp (R)⇒ K ∗ f ∈ Lp (R) et ‖K ∗ f‖p ≤ ‖K‖1 ‖f‖p
On note : ‖.‖Lp(R) par ‖.‖p .
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Définition 2.1 : La fonction g (z) , z ∈ C, est une fonction entière exponentielle
de type υ, si elle vérifie les conditions suivantes :
1) C’est une fonction entière c’est à dire g(z) = ∑

k≥0
akz

k, à coefficients ak , et la

série converge absolument, ∀z ∈ C .
2) ∀ε > 0, ∃Aε un nombre positif ,∀z ∈ C , tel que g(z) ≤ Aεe

((υ+ε)|z|).

Définition 2.2 : On note mυ,p = mυ,p (R) , (1 ≤ p ≤ ∞) , l’ensemble de fonctions
entières exponentielles de type υ, de la variable réelle x ∈ R, à valeurs dans LP (R) .

Théorème 2.3 : Si f ∈ mυ,p ⇒ f̂ est a un support dans [−υ, υ].

Théorème 2.4 (L’inégalité de Bernstein-NiKol’sKii) :

Si f ∈ mυ,p ⇒
∥∥∥f (n)

∥∥∥
p
≤ υn ‖f‖p , n = 1, 2, . . .

Théorème 2.5 (Le Noyau de Dirichlet) :

Dυ (x) = sin (υx)
x

dit noyau de Dirichlet vérifie les conditions suivantes :
1) c’est une fonction entière exponentielle de type υ, dans l’espace Lp (R) telle

que : Dυ (x) ∈ mυ,p ⊂ L2 (R) .

2) √
2
π
D̂υ (x) =

{
1; sur [−υ, υ]

0; à l’extèrieur de [−υ, υ]

3) 1
π

∫∞
−∞Dυ (x) dx = 1 (υ > 0) .

4) Pour f ∈ Lp (R) ; p ∈ (1,∞) ; la convolution :

sυ (f) (x) = 1
π
Dυ ∗ f = 1

π

∫ ∞
−∞

Dυ (y) f (x− y) dy

vers mυ,p et
∥∥∥ 1
π
Dυ ∗ f

∥∥∥ ≤ cp ‖f‖p , où : cp est une constante dépendante seulement
de p

5) Si : ω ∈ mυ,p ⇒ sυ (ω) = ω.

6) F [Dυ ∗ f ] = f̂ sur [−υ, υ] .

7) ‖f − sυ (f)‖p ≤ (1 + cp)Eυ (f)p .

Ici : Eυ (f)p = infg∈mυ,p ‖f − g‖p est une bonne approximation de f dans mυ,p.
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Théorème 2.6 (Noyau de La Vallée Poussin ) :

La fonction : V = 1
υ

cos (υx)− cos (2υx)
x2 , où υ est un nombre positif ; est dit

noyau de La Vallée Poussin et vérifie les conditions suivantes :

1) Elle est une fonction entiére du type exponentiel du type 2υ dans l’espace
des fonctions bornées et sommables sur R.

2) 1
π

∫∞
−∞ |Vυ (x)| dx < 2

√
3.

3) Pour f ∈ Lp (R) , la convolutionM1
υ (f) (x) = 1

π
Vυ∗f = 1

π

∫∞
−∞ Vυ (y) f(x− y)dy

appartient à m2υ,p

2.4.2 Méthode de mollification et stabilité
Soit ϕυ une mollification de ϕ par convolution avec un noyau du type Dirichlet

ϕυ = sυ (ϕ) (x) = 1
π
Dυ ∗ ϕ = 1

π

∫ ∞
−∞

Dυ (y) ∗ ϕ (x− y) dy.

Si ϕ ∈ Lp (R)⇒ ϕυ = sυ (ϕ) (x) ∈ mυ,p . Soit le problème de mollification suivant :{
uυt = uυxx;x ∈ R ,t ∈ (0, T )
uυ (x, T ) = sυ (ϕ) (x) (2.38)

Estimation de la stabilité

Théorème 2.7 : Soit ϕ ∈ Lp (R) avec p ∈ (1,∞) ; alors le problème (2.38)
admet une solution unique et ∀t ∈ [0, T ], la fonction uυ (., t) ∈ mυ,p et on a

‖uυ (., t)‖p ≤
cp
π
e((T−t)υ2) ‖ϕ‖p . Si on choisit : υ =

√
1
T

ln E
ε

dans le problème
(2.38), alors :

‖uυ (., t)− u (., t)‖p ≤
(
cp
π

+ c̃p

)
ε
t
T E1− t

T , ∀t ∈ [0, T ] (2.39)

où : c̃p = (1 + cp)
(
1 + 2

√
3
)
e( 3

2 ), avec u solution du problème (2.35) (2.36) et
uυ (., t) = e((t−T )d2/dx2)sυ (ϕ) (x) .

Preuve 4 : puisque ϕ ∈ Lp (R) donc ϕ ∈ mυ,p, alors le probléme de Cauchy dans
mυ,p a une solution unique , et uυ (x, t) = e((t−T )d2/dx2)sυ (ϕ) (x). Par l’inégalité
de Bernstein-Nikolski on aura

‖uυ (x, t)‖p =
∥∥∥∥e((t−T )d2/dx2)sυ (ϕ) (x)

∥∥∥∥
p

=
∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

(T − t)n

n!
d2n

dx2n sυ (ϕ)
∥∥∥∥∥
p
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≤
∞∑
n=0

(T − t)n

n!

∥∥∥∥∥ d2n

dx2n sυ (ϕ)
∥∥∥∥∥
p

≤
∞∑
n=0

(T − t)n

n! υ2n ‖sυ (ϕ)‖p

On a d’après le théorème (2.4) :
∥∥∥f (n)

∥∥∥
p
≤ υn ‖f‖p , si f ∈ mυ,p. D’où on a :

sυ (ϕ) ∈ mυ,p ⇒
∥∥∥∥∥ d2n

dx2n sυ (ϕ)
∥∥∥∥∥
p

≤ υ2n ‖sυ (ϕ)‖p .

Donc, en prenant sυ (ϕ) = 1
π
Dυ ∗ ϕ dans cette inégalité, on obtient :

‖uυ (., t)‖p ≤
∥∥∥∥ 1
π
Dυ ∗ ϕ

∥∥∥∥
p

∞∑
n=0

((T − t) υ2)n

n!

Comme d’après le théorème (2.5), on a ‖Dυ ∗ ϕ‖p ≤ cp ‖ϕ‖p , alors :

‖uυ (., t)‖p ≤
cp
π
‖ϕ‖p e(

(T−t)υ2) (2.40)

Considérons maintenant le problème suivant :{
ωυt = ωυxx;x ∈ R ,t ∈ (0, T )

ωυ (x, T ) = sυ (u(., T )) (x) ∈ mυ,p
(2.41)

Il est clair que ce problème est bien-posé : .

‖uυ (., t)− u (., t)‖p ≤ ‖u
υ (., t)− ωυ (., t)‖p + ‖ωυ (., t)− u (., t)‖p (2.42)

Comme ωυ (x, t)−uυ (x, t) est une solution de problème (2.38) où sυ (ϕ) , est rem-
placée par sυ (u(., T )− ϕ (.)) , vu que : ‖u(., T )− ϕ (.)‖p ≤ ε. Donc par (2.42), on
obtient :

‖ωυ (., t)− uυ (., t)‖p ≤
cp
π
e((T−t)υ2) ‖u(., T )− ϕ (.)‖p

≤ cp
π
e((T−t)υ2)ε ∀t ∈ [0, T ] où : ‖u(., T )− ϕ (.)‖p ≤ ε.

Alors :
‖ωυ (., t)− uυ (., t)‖p ≤

cp
π
e((T−t)υ2)ε, ∀t ∈ [0, T ] (2.43)

Il reste à prouver l’estimation ‖ωυ (., t)− uυ (., t)‖p , pour cela on pose :

K (x, t) = 1√
4πt

e

(
−x2

4t

)
,∀t > 0 (2.44)

Si u(x, t) est solution de l’équation de chaleur et u(., 0) ∈ Lp (R) , 1 < p ≤ ∞ on
a :

u(x, t) =
∫ ∞
−∞

K (x− y, t)u(y, 0)dy, ∀t ∈ [0, T ]
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Puisque : u(., t) ∈ Lp (R) , 1 < p <∞. et : ωυ (x, t) = sυ (u(x, t)) . Par la condition
(7) du noyau de Dirichlet on trouve :

‖u(., t)− ωυ (., t)‖p = ‖u(., t)− sυ (u(., t))‖p ≤ (1 + cp)Eυ (u (x, t))p

car : ‖f − sυ (f)‖p ≤ (1 + cp)Eυ (f)p . Estimons Eυ (u (x, t))p . On note que h est
une fonction arbitraire dansmυ,1. Alors toutes les fonction Ψ ∈ Lp (R) , 1 ≤ p ≤ ∞ ;
la fonction h ∗Ψ ∈ mυ,p. Donc :

∀h ∈ mυ,1 ⇒ Eυ (u (x, t))p = inf
g∈mυ,p

‖u(., t)− g‖p . puisque : h ∗ u(., 0) ∈ mυ,p

Eυ (u (x, t))p = inf
g∈mυ,p

‖u(., t)− g‖p ≤ ‖K(., t) ∗ u(., 0)− h ∗ u(., 0)‖p

≤ ‖K(., t)− h‖1 ‖u0‖p ≤ Eυ (K (., t))1E, car ‖u0‖p ≤ E

⇒ Eυ (u (x, t))p ≤ Eυ (K (., t))1E

D’autre part on a :

Eυ (K (., t))1 ≤
(
1 + 2

√
3
)
e( 3

2 )e(−υ2t)

Alors

‖u(., t)− ωυ (., t)‖p ≤ c̃pe
(−υ2t)E, avec : c̃p =

(
(1 + cp)

(
1 + 2

√
3
)
e(

3
2)
)

(2.45)

Ainsi à partir de (2.42) (2.43) et (2.45) on déduit :

‖uυ(., t)− u (., t)‖p ≤
cp
π
e((T−t)υ2)ε+ c̃pe(−υ2t)E,∀t ∈ [0, T ]

Si υ =
√

1
T

ln E
ε
Alors

‖uυ(., t)− u (., t)‖p ≤
cp
π

E

ε

(
E

ε

)−t
T

ε+ c̃p

(
E

ε

)−t
T

E =
(
cp
π

+ c̃p

)
E
(
E

ε

)−t
T

Ainsi (2.39) démontrée.

Proposition 2.1 : Si 0 < υ <

√
3
2t alors Eυ (K (., t))1 ≤

(
1 + 2

√
3
)
e

(
3
2

)
e(−υ2t),

υ est un nombre positif.

Proposition 2.2 Pour υ ≥
√

3
2t ⇒ Eυ (K (., t))1 ≤

4
π
e(−tυ2)
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Remarque 2.3 : Le théorème (2.7) affirme que le problème de mollification est
un problème bien-posé. Si on choisit correctement le paramètre de mollification on
trouve l’estimation d’erreur de type Hölder.

Théorème 2.8 : Soit p ∈ (1.∞) et u1 et u2 deux solutions du problème (2.35) et
(2.36) alors :

‖u1 (., t)− u2 (., t)‖p ≤ 2
(
cp
π

+ c̃p

)
ε
t
T E1− t

T . ∀t ∈ [0, T ]

Démonstration : Soient u solution de problème (2.35) et (2.36) et uυ1 solution
du problème (2.38). D’après le théorème (2.7) :

‖uυ1 (., t)− u1 (., t)‖p ≤
(
cp
π

+ c̃p

)
ε
t
T E1− t

T .∀t ∈ [0, T ]

et ‖uυ2 (., t)− u2 (., t)‖p ≤
(
cp
π

+ c̃p

)
ε
t
T E1− t

T .∀t ∈ [0, T ]

⇒ ‖u1 (., t)− u2 (., t)‖p = ‖u1 (., t)− u2 (., t)− uυ1 (., t) + uυ1 (., t)‖p
Puisque le problème (2.38) admet une solution unique donc uυ1 (., t) = uυ2 (., t) , et
on a :

‖u1 (., t)− u2 (., t)‖p ≤ ‖u
υ
2 (., t)− u2 (., t)‖p + ‖uυ1 (., t)− u1 (., t)‖p

≤
(
cp
π

+ c̃p

)
ε
t
T E1− t

T +
(
cp
π

+ c̃p

)
ε
t
T E1− t

T

= 2
(
cp
π

+ c̃p

)
ε
t
T E1− t

T

Alors :
‖u1 (., t)− u2 (., t)‖p ≤ 2

(
cp
π

+ c̃p

)
ε
t
T E1− t

T .∀t ∈ [0, T ]

Remarque 2.4 : Dans [10] on utilise la mollification par convolution avec un
noyau du type de la Vallée Poussin. Le théorème (2.8) est une amélioration im-
portante du résultat suivant : Il existe une constante c∗, telle que :

‖u1 (., t)− u2 (., t)‖p ≤ 4
√

3
(
(c∗E)1− t

T ε
t
T + (c∗E)1− t

4T ε
t

4T
)
, ∀t ∈ [0, T ] .

Remarque 2.5 : La stabilité dans les théorèmes (2.7) et (2.8) ne donne pas l’in-
formation sur la dépendance continue de la solution en t = o. Pour cela on prend
la condition du théorème (2.7) où Ẽ , γ sont deux constantes finies positives et
ω (u (., 0) , h)p ≤ Ẽhγ,∀h > 0. Ici ω (u (., 0) , h)p est le module de continuité de la
fonction u (., 0) ∈ Lp (R), au sens de la métrique de l’espace Lp (R). On pose que

40



si t = 0 ⇒ Eυ (u (., t))p = ω (u (., 0) , h)p, tel que h dépend seulement de v. Le
théorème (2.9) suivant affirme que pour t = 0 et si on pose :

ω (u (., 0) , h)p ≤ Ẽhγ,∀h > 0

et
‖u(., t)− ωυ (., t)‖p ≤ (1 + cp)Eυ,p (u (., t))p

et si on pose : ωυ (x, t) = Sυ (u (., t) (x)) ; alors :

‖u(., 0)− ωυ (., 0)‖p ≤ (1 + cp)Eυ,p (u (., 0))p ≤ c̃Ẽ
1
υγ

et
‖uυ(., 0)− u (., 0)‖p ≤

{
cp
π
e(Tυ2)ε+ c̃Ẽ

1
υγ

}

Si υ =
√
β 1
T

ln Ẽ
ε
, tel que β est nombre dans l’intervalle [0.1] alors :

‖uυ(., 0)− u (., 0)‖p ≤
cp
π
Ẽβε1−β + c̃Ẽ

(
β

1
T

ln E
ε

)− γ2
Théorème 2.9 : Sous les conditions du théorème (2.7) , et soit β ∈ (0, 1)

1) Si u est une solution de problème (2.35) et (2.36) , et si dans le problème

(2.35) on choisit υ =
√
β

1
T

ln E
ε
. Alors :

‖uυ(., t)− u (., t)‖p ≤
(
cp
π
Eβ−1ε1−β + c̃p

)
εβ

t
T E1−βt

T , t ∈ [0, T ]

2) S’il existe deux constantes Ẽ , γ telles que

ω (u (., 0) , h)p ≤ Ẽhγ,∀h > 0

On aura pour t = 0 :

‖uυ(., 0)− u (., 0)‖p ≤
cp
π
Eβε1−β + c̃pẼ

(
β

1
T

ln E
ε

)− γ2
Preuve 5 :

1) D’après le théorème (2.7) on a :

‖uυ(., t)− u (., t)‖p ≤
cp
π
e((T−t)υ2)ε+ c̃pe

(−tυ2)E =
(
cp
π
e(Tυ2) ε

E
+ c̃p

)
e(−tυ2)E
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Si υ =
√
β

1
T

ln E
ε

‖uυ(., t)− u (., t)‖p ≤
(
cp
π
Eβ−1ε1−β + c̃p

)
E1−βt

T ε
βt
T , t ∈ [0, T ]

2) Si
t = 0⇒ Ev (u (., 0))p = ω (u (., 0) , h)p ≤ Ẽhγ,∀h > 0

Par le théorème (2.7) on a

‖u(., t)− ωυ (., t)‖p ≤ (1 + cp)Eυ (u(., t))p

Si
t = 0⇒ ‖u(., 0)− ω (., 0)‖p ≤ (1 + cp)ω (u (., 0) , h)p ≤ Ẽhγ,∀h > 0

Où ω (u (., 0) , h)p ≤ Ẽhγ et on a

‖uυ(., 0)− u (., 0)‖p ≤ ‖u
υ(., 0)− ωv (., 0)‖p + ‖ωv (., 0)− u (., 0)‖p

= cp
π
e(Tυ2)ε+ (1 + cp) Ẽhγ

≤ cp
π
Eβε1−β + c̃pẼh

γ

Si h = 1
υ

‖uυ(., 0)− u (., 0)‖p ≤
cp
π
Eβε1−β + c̃pẼ

(1
υ

)γ

Si υ =
√
β

1
T

ln E
ε

‖uυ(., 0)− u (., 0)‖p ≤
cp
π
Eβε1−β + c̃pẼ

(
β

1
T

ln E
ε

)− γ2
Notation 2.1 : Le cas p = 2 est simple, On utilise la transformation de Fourier
dans L2(R), et on a la stabilité dans ce cas. Le cas p 6= 2 est trés difficile et
généralement la transformation de Fourier pour les fonctions dans l’espace Lp(R)
où p > 2 est une distribution.

Théorème 2.10 : Si p = 2, u est une solution du problème (2.35) et (2.36) et uv
est une solution du problème (2.38) alors :

1) Si

v =
√

1
T

ln(E
ε

) (2.46)
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Alors ∥∥∥∥∥∂m+nuv(., t)
∂tn∂xm

− ∂m+nu(., t)
∂tn∂xm

∥∥∥∥∥
2

≤


2ε tT E1− t

T ( 1
T

ln(E))m+2n
2 ; si m+ 2n ≤ 2t ,∀t ∈ [0, T ](

1 + (m+ 2n
2 )m+2n

2

)
( 1
T

ln(E
ε

))
m+2n

2 ε
t
T E1− t

T ; si m+ 2n > 2t , ∀t ∈ [0, T ]

tel que : n ,m ∈ N et ‖u(., 0)‖2 ≤ E

2) pour s > 0 et Es > 0, et

‖u(., 0)‖Hs =
 ∞∫
−∞

|û(ξ, 0)|2 (1 + ξ2)sdξ
 1

2

≤ Es (2.47)

Si on choisit

v =

√√√√√ln
(Es

ε

) 1
T
(
Es
ε

)− s
2T

 (2.48)

Alors ∥∥∥∥∥∂m+nuv(., t)
∂tn∂xm

− ∂m+nu(., t)
∂tn∂xm

∥∥∥∥∥
2

≤



( 1
T

)m
2 +n

ε
t
T E

1− t
T

s

(
ln(Es

ε
)
)−(T−t) s

2T +n+m
2 (

1 + T
s
2 +O(1)

)
Si m+ 2n− s ≤ 2t, ∀t ∈ [0, T ]( 1

T

)m
2 +n

ε
t
T E

1− t
T

s

(
ln(Es

ε
)
)−(T−t) s

2T +n+m
2

1 + T
s
2

(
m+ 2n− s

2t

)(m+2n−s
2 )

+O(1)


Si m+ 2n− s > 2t, ∀t ∈ [0, T ]

Pour démontrer ce théorème on utilise le lemme suivant :

Lemme 2.3 : Soit c > 0, p > 0 et η ≥ 1 on a :
(1) Si p

c
< 1, alors supy≥η

(
e(−cy)yp

)
≤ e(−cy)ηp.

(2) Si p
c
≥ 1, alors supy≥η

(
e(−cy)yp

)
≤ (p

c
)pe(−cy)ηp.

Preuve 6 :
a) On montre que∥∥∥∥∥∂m+nuv(., t)

∂tn∂xm
− ∂m+nwv(., t)

∂tn∂xm

∥∥∥∥∥
2
≤ vm+2ne((T−t)v2)ε,∀n,m = 0, 1, 2, . . .
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Si la solution est donnée par :

u(x, t) = e(ξ2(t−T ))u(x, T )

Alors :
û(x, t) = e(ξ2(T−t))û(x, T ) = e(ξ2(T−t))F (u(x, T )){

uv(x, t) = e(ξ2(t−T ))uv(x, T )
wv(x, t) = e(ξ2(t−T ))wv(x, T ), ξ ∈ [−v, v]

On a
F [uv] (ξ) =

{
F [u] (ξ), pour ξ ∈ [−v, v]

0, pour ξ /∈ [−v, v]
Donc∥∥∥∥∥∂m+nuv(., t)

∂tn∂xm
− ∂m+nwv(., t)

∂tn∂xm

∥∥∥∥∥
2

=
 ∞∫
−∞

∣∣∣∣∣
(
∂m+nuv(., t)
∂tn∂xm

− ∂m+nwv(., t)
∂tn∂xm

)
(ξ)
∣∣∣∣∣
2

dξ

 1
2

=
 ∞∫
−∞

∣∣∣∣∣ ∂n∂tn (−iξ)me(ξ2(T−t))F [uv(., T )− wv(., T )] (ξ)
∣∣∣∣∣
2

dξ

 1
2

=
 ∞∫
−∞

∣∣∣(−iξ)m(−ξ2)ne(ξ2(T−t))F [uv(., T )− wv(., T )] (ξ)
∣∣∣2 dξ

 1
2

≤ max(|ξ|m+2n)e(ξ2(T−t)) ‖F [uv(., T )− wv(., T )] (ξ)‖2

= vm+2ne(v2(T−t))
∥∥∥∥F [ 1

π
Dv ∗ (ϕ− u(., T ))

]
(ξ)
∥∥∥∥

2

= vm+2ne(v2(T−t))

∥∥∥∥∥∥
√

2
π
D̂v [F (ϕ− u(., T ))] (ξ)

∥∥∥∥∥∥
2

= vm+2ne(v2(T−t)) ‖ϕ− u(., T )‖2

Puisque √
2
π
D̂v =

{
1, sur [−v, v]
0, hors [−v, v]

≤ vm+2ne(v2(T−t))ε, puisque ‖ϕ− u(., T )‖2 ≤ ε

Donc∥∥∥∥∥∂m+nuv(., t)
∂tn∂xm

− ∂m+nwv(., t)
∂tn∂xm

∥∥∥∥∥
2
≤ vm+2ne(v2(t−T ))ε,∀n,m = 0, 2, . . . et ∀t ∈ [0, T ]

(2.49)
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b) ∥∥∥∥∥∂m+nu(., t)
∂tn∂xm

− ∂m+nwv(., t)
∂tn∂xm

∥∥∥∥∥
2

=
 ∞∫
−∞

∣∣∣∣∣
(
∂m+nu(., t)
∂tn∂xm

− ∂m+nwv(., t)
∂tn∂xm

)
(ξ)
∣∣∣∣∣
2

dξ

 1
2

=
∣∣∣∣∣ ∂m+n

∂tn∂xm

(
e(ξ2(T−t))ϕ̂T (ξ)− e(ξ2(T−t))ŵv(x, T )

)
(ξ)
∣∣∣∣∣
2
 1

2

Puisque
û(ξ, t) = e(ξ2(T−t))ϕ̂T (ξ)⇒ û(ξ, 0) = e(ξ2T )ϕ̂T (ξ)

Donc
∥∥∥∥∥∂m+nu(., t)
∂tn∂xm

− ∂m+nwv(., t)
∂tn∂xm

∥∥∥∥∥
2
≤

 ∞∫
−∞

∣∣∣(−iξ)m(−ξ2)ne(ξ2(−t))(û(ξ, 0)− ŵv(ξ, 0))
∣∣∣2 dξ

 1
2

=

 ∫
|ξ|≥v

∣∣∣(−iξ)m(−ξ2)ne(ξ2(−t))û(ξ, 0)
∣∣∣2 dξ


1
2

puisque {
u(., 0) = wv(., 0) ; sur [−v, v]
et wv(., 0) = 0 ; hors [−v, v]

=

 ∫
|ξ|≥v

∣∣∣∣∣(−iξ)m(−ξ2)n

(1 + ξ2) s2
e(ξ2(−t))û(ξ, 0)(1 + ξ2) s2

∣∣∣∣∣
2

dξ


1
2

≤ max
|ξ|≥v

[
|ξ|m+2n e(ξ2(−t))

(1 + ξ2) s2

] ∞∫
−∞

|û(ξ, 0)|2 (1 + ξ2)sdξ
 1

2

= max
|ξ|≥v

[
|ξ|m+2n e(ξ2(−t))

(1 + ξ2) s2

]
‖u(., 0)‖Hs , puisque ‖u(., 0)‖Hs =

 ∞∫
−∞

|û(ξ, 0)|2 (1 + ξ2)sdξ
 1

2

≤ max
|ξ|≥v

[
|ξ|m+2n e(ξ2(−t))

(1 + ξ2) s2

]
Es ≤ max

|ξ|≥v
(|ξ|m+2n−s e(ξ2(−t)))Es (2.50)
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par le lemme (2.3), on pose : p = m+2n−s

2 et y = |ξ|2 et η = v2 et c = t.

Si p
c
< 1⇒ sup

y≥η

(
e(−cy)yp

)
≤ e(−cy)ηp

Donc

Si
m+2n−s

2t ≤ 1⇒ max
|ξ|2≥v2

(
|ξ|m+2n−s e(ξ2(−t))

)
≤ vm+2n−se(v2(−t))

⇒ max
|ξ|2≥v2

(
|ξ|m+2n−s e(ξ2(−t))

)
≤ vm+2n−se(v2(−t))

Si p

c
≥ 1,⇒ sup

y≥η

(
e(−cy)yp

)
≤ (p

c
)pe(−cη)ηp

Donc

Si
m+2n−s

2t ≥ 1⇒ max
|ξ|2≥v2

(
|ξ|2

m+2n−s
2 e(ξ2(−t))

)
≤
(
m+2n−s

2t

)m+2n−s
2

v2
m+2n−s

2 e(v2(−t))

⇒ max
|ξ|2≥v2

(
|ξ|

m+2n−s
e(ξ2(−t))

)
≤
(
m+2n−s

2t

)m+2n−s
2

v
m+2n−s

e(v2(−t))

Alors

max
|ξ|≥v

[
|ξ|

m+2n−s
e(ξ2(−t))

]
≤


v
m+2n−s

e(v2(−t)), si m+ 2n− s ≤ 2t

(
m+2n−s

2t

)m+2n−s
2

v
m+2n−s

e(v2(−t)), si m+ 2n− s > 2t > 0

(2.51)
Donc, d’après (2.49)(2.51), on aura∥∥∥∥∥∂m+nuv(., t)

∂tn∂xm
− ∂m+nu(., t)

∂tn∂xm

∥∥∥∥∥
2

≤


(i) = vm+2ne(v2(T−t))ε+ v

m+2n−s
e(v2(−t))Es, si m+ 2n− s ≤ 2t

(ii) = v
m+2n

e(v2(T−t))ε+
(
m+2n−s

2t

)m+2n−s
2

v
m+2n−s

e(v2(−t))Es, si m+ 2n− s > 2t > 0

(2.52)

1) Si v =
√

1
T

ln(E
ε

),et s = 0. Donc

(i) = vm+2ne(v2(T−t))ε+ v
m+2n−s

e(v2(−t))Es =
( 1
T

ln
(
E

ε

))m +2n
2

(
E

ε

)− t
T
[
E

ε
ε+ E

]
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=
( 1
T

ln
(
E

ε

))m +2n
2

(
E

ε

)− t
T

2E

Puisque 
v =

√
1
T

ln(E
ε

)⇒ vm+2n =
( 1
T

ln
(
E

ε

))m +2n
2

v2T = ln(E
ε

)⇒ e(v2T ) = E

ε
et e(−v2t) = (E

ε
)− t

T

Donc

(i) =
( 1
T

ln
(
E

ε

))m +2n
2

(
E

ε

)− t
T

2E

(i) = 2E1− t
T ε

t
T

( 1
T

ln
(
E

ε

))m +2n
2

, si m+ 2n ≤ 2t , t ∈ [0, T ] (2.53)

Et

(ii) = v
m+2n

e(v2(T−t))εv
2 +

(
m+2n

2t

)m+2n
2

e(v2(−t))E

 , si m+ 2n > 2t > 0

=
( 1
T

ln
(
E

ε

))m +2n
2

E
ε

(
E

ε

)− t
T

ε+
(
m+2n

2t

)m+2n
2 (

E

ε

)− t
T

E

 où : v =
√

1
T

ln(E
ε

)

=
( 1
T

ln
(
E

ε

))m +2n
2

(
E

ε

)− t
T

E

1 +
(
m+2n−s

2t

)m+2n
2



=

1 +
(
m+2n

2t

)m+2n
2

( 1
T

ln
(
E

ε

))m +2n
2

E1− t
T ε

t
T

Donc

(ii) =

1 +
(
m+2n

2t

)m+2n
2

( 1
T

ln
(
E

ε

))m +2n
2

E1− t
T ε

t
T , si m+ 2n > 2t, t ∈ [0, T ]

(2.54)

Alors par (2.53) et (2.54) et s = 0, si v =
√

1
T

ln(E
ξ

),on a :

∥∥∥∥∥∂m+nuv(., t)
∂tn∂xm

− ∂m+nuv(., t)
∂tn∂xm

∥∥∥∥∥
2
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≤



2E1− t
T ε

t
T

( 1
T

ln
(
E

ε

))m +2n
2

, si m+ 2n ≤ 2t , t ∈ [0, T ]

1 +
(
m+2n

2t

)m+2n
2

( 1
T

ln
(
E

ε

))m +2n
2

E1− t
T ε

t
T , si m+ 2n− s > 2t > 0, t ∈ [0, T ]

2) On pose :v =

√√√√√ln
(Es

ε

) 1
T
(

ln(Es
ε

)
)− s

2T

 , On a

(i) = vm+2ne(v2(T−t))ε+ v
m+2n−s

e(v2(−t))Es, si m+ 2n ≤ 2t

Si v =

√√√√ln
(
Es
ε

) 1
T
(

ln(Es
ε

)
)− s

2T

vm+2ne(v2(T−t))ε =
[

1
T

ln
(
Es
ε

(
ln(Es

ε
)
)− s

T

)]m +2n
2

e(v2(T−t))ε

Et

v2(T − t) = (T − t)
T

ln
(
Es
ε

(
ln(Es

ε
)
)− s2)

⇒ e(v2(T−t)) =
(
Es
ε

(
ln(Es

ε
)
)− s2) (T−t)

T

Donc :

vm+2ne(v2(T−t))ε =
[

1
T

ln
(
Es
ε

(
ln(Es

ε
)
)− s2)]m +2n

2

ε

(
Es
ε

(
ln(Es

ε
)
)− s2) (T−t)

T

=
( 1
T

)m +2n
2

[
ln
(
Es
ε

(
ln(Es

ε
)
)− s2)]m +2n

2

ε
(
Es
ε

) (T−t)
T (

ln(Es
ε

)
)− s(T−t)

2T

≤
( 1
T

)m +2n
2 (

ln(Es
ε

)
)m+2n

2
ξ
(
Es
ε

) (T−t)
T (

ln(Es
ε

)
)− s(T−t)

2T

Puisque :

ln
(
Es
ε

)
> 1⇒

(
ln(Es

ε
)
)− s2
≤ 1⇒ Es

ε

(
ln(Es

ε
)
)− s2
≤ Es

ε

⇒ ln
(
Es
ε

(
ln(Es

ε
)
)− s2)

≤ ln
(
Es
ε

)
⇒
[
ln
(
Es
ε

(
ln(Es

ε
)
)− s2)]m +2n

2

≤
[
ln
(
Es
ε

)]m +2n
2
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Alors :

vm+2ne(v2(T−t))ε ≤
( 1
T

)m +2n
2 (

ln(Es
ε

)
)m+2n

2
ε
(
Es
ε

) (T−t)
T (

ln(Es
ε

)
)− s(T−t)

2T

⇒ vm+2ne(v2(T−t))ε ≤
( 1
T

)m +2n
2

E1− t
T ε

t
T

(
ln(Es

ε
)
)− s(T−t)

2T +n+m
2

(2.55)

v =

√√√√√ln
(Es

ε

) 1
T
(

ln(Es
ε

)
)− s

2T



vm+2n−Se(−tv2)ε =
[

1
T

ln
(
Es
ε

(
ln(Es

ε
)
)− s2)]m +2n−s

2
(
Es
ε

(
ln(Es

ε
)
)− s2)− t

T

Es

=
( 1
T

)m
2 −n+ s

2
[
ln
(
Es
ε

(
ln(Es

ε
)
)− s2)]m +2n−s

2 (
Es
ε

)− t
T
(

ln(Es
ε

)
) st

2T
Es

Puisque
[
ln
(
Es
ε

(
ln(Es

ε
)
)− s2)]m +2n−s

2

≤
(

ln(Es
ε

)
)m +2n−s

2

≤
( 1
T

)m+2n
2

E1− t
T ε
(

ln(Es
ε

)
)− s(T−t)

2T +n+m
2
( 1
T

)−s
2

Donc :

vm+2ne(−tv2)Es ≤
( 1
T

)m+2n
2

E1− t
T ε

t
T

(
ln(Es

ε
)
)− s(T−t)

2T +n+m
2
( 1
T

)−s
2

(2.56)

Puisque : m+ 2n
2 − sT

2T + st

2T = m+ 2n
2 − s(T − t)

2T . par (2.55) et (2.56) on a :

vm+2ne((T−t)v2)ε+vm+2ne(−tv2)Es ≤
( 1
T

)m+2n
2

E1− t
T ε

t
T

(
ln(Es

ε
)
)− s(T−t)

2T +m+2n
2

1 +
( 1
T

)−s
2



=
( 1
T

)m+2n
2

E1− t
T ε

t
T

(
ln(Es

ε
)
)− s(T−t)

2T +m+2n
2 [

1 + T
s
2
]

(2.57)

(ii) = vm+2ne((T−t)v2)ε+
(
m+2n−s

2t

)m+2n−s
2

vm+2n−se(−tv2)Es, si m+2n−s > 2t > 0

v =

√√√√√ln
(Es

ε

) 1
T
(

ln
(
Es
ε

))− s
2T

 ⇒ vm+2n

e(v2(T−t))ε+
(
m+2n−s

2t

)m+2n−s
2

v−se(v2(−t))Es
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=
ln

(Es
ε

) 1
T
(

ln
(
Es
ε

))− s
2T

 1
2 (m+2n)

×

(Es
ε

(
ln
(
Es
ε

))− s2) (T−t)
T

ε+
(
m+2n−s

2t

)m+2n−s
2

(
Es
ε

(
ln
(
Es
ε

))− s2)− t
T



×Es

ln
(Es

ε

) 1
T
(

ln
(
Es
ε

))− s
2T

− s2

=
( 1
T

)m+2n
2
[
ln
(
Es
ε

(
ln(Es

ε
)
)− s

2T
)] 1

2 (m+2n) (
Es
ε

)− 1
T
(

ln(Es
ε

)
) st

2T

×

Esε
(

ln(Es
ε

)
)− s2

ε+
(
m+2n−s

2t

)(m+2n−s)
2

Es

[
ln
(
Es
ε

(
ln(Es

ε
)
)− s

2T
)]− s2

=
( 1
T

)m+2n
2
(

ln
(
Es
ε

)) 1
2 (m+2n)+ st

2T
E1− t

T ε
t
T

×

(ln(Es
ε

)
)− s2

+
(
m+2n−s

2t

)(m+2n−s)
2 ( 1

T

)− s2 (
ln(Es

ε
)
)− s2

=
( 1
T

)m+2n
2

E
1− t

T
s ε

t
T

(
ln(Es

ε
)
) 1

2 (m+2n)+ st
2T −

sT
2T

1 + T
s
2

(
m+2n−s

2t

)m+2n−s
2


Donc :

vm+2n

e(v2(T−t))ε+
(
m+2n−s

2t

)m+2n−s
2

v−se(v2(−t))Es



≤
( 1
T

)m+2n
2

ε
1
T E1− t

T

(
ln(Es

ε
)
)− (T−t)

2T +m+2n
2

1 + T
s
2

(
m+2n−s

2t

)(m+2n−s)
2

 (2.58)

Donc, par (2.57) et (2.58) on a :∥∥∥∥∥∂m+nuv(., t)
∂tn∂xm

− ∂m+nu(., t)
∂tn∂xm

∥∥∥∥∥
2
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≤



( 1
T

)m+2n
2

ε
1
T E1− t

T

(
ln(Es

ε
)
)− (T−t)

2T +m+2n
2 [

1 + T
s
2 +O(1)

]
si m+ 2ns ≤ 2t , t ∈ [0, T ]( 1

T

)m+2n
2

ε
1
T E1− t

T

(
ln(Es

ε
)
)− (T−t)

2T +m+2n
2

1 + T
s
2

(
m+2n−s

2t

)m+2n−s
2

+O(1)

 ,
si m+ 2n− s > 2t, t ∈ [0, T ]

(2.59)

pour : v =

√√√√√ln
(Es

ε

) 1
T
(

ln(Es
ε

)
)− s

2T

 ; s > 0 et Es > 0

et ‖u(., 0)‖Hs =
(
∞∫
−∞
|û(ξ, 0)|2 (1 + ξ2)sdξ

) 1
2

≤ Es et ε→ 0.

Remarque 2.6 : Ici dans le théorème (2.10) on a des estimations de stabilité
pour toutes les dérivées par rapport à x et t.

1) Le choix de v =
√

1
T

ln(E
ε

), ne donne pas la continuité de la solution en

t = 0. Quand ‖u(., 0)‖Lp(R) ≤ E. Puisque si on choisit v =
√

1
T

ln(E
ε

) et si t = 0
dans le théorème (2.10) on a :

m+ 2n ≤ 0 : contradiction où n,m ∈ N

Donc : si v =
√

1
T

ln(E
ε

) et si t = 0 ces condition ne donnent pas la stabilité
de la solution en t = 0.

2) Par contre le choix v =

√√√√√ln
(Es

ε

) 1
T
(

ln(Es
ε

)
)− s

2T

 nous garantit la stabi-

lité dans la théorème (2.10) en t = 0, et ‖u(., 0)‖Hs =
(
∞∫
−∞
|û(ξ, 0)|2 (1 + ξ2)sdξ

) 1
2

≤ Es,
s > 0.

Théorème 2.11 : Soit β arbitraire dans l’intervalle [0,1]. Supposons que u est
une solution du problème (2.35) et (2.36) et uυ est une solution du problème
(2.38) et soit ‖u(., 0)‖Lp(R) ≤ E, s = 0 donc :
1) Si υ =

√
β
T

ln(E
ε
) on a∥∥∥∥∥∂m+nuυ (., t)

∂tn∂xm
− ∂m+nu (., t)

∂tn∂xm

∥∥∥∥∥
2
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≤



(
β
T

ln(E
ε
)
)m

2 +n
ε
st
T E1− st

T

[
1 + Eβ−1ε1−β

]
,

si m+ 2n ≤ 2t, t ∈ [0, T ](
β
T

ln(E
ε
)
)m

2 +n
ε
st
T E1− st

T

[
(m+2n

2t )m+2n
2 + Eβ−1ε1−β

]
,

si m+ 2n > 2t, t ∈]0, T ]

(2.60)

2) Si s est une constante positive, on a

‖u(., 0)‖Hs = (
+∞∫
−∞

|û(ξ, 0)|2 (1 + ξ2)sdξ) 1
2 ≤ Es

avec υ =
√

β
T

ln(E
ε
) on a ∥∥∥∥∥∂m+nuυ (., t)

∂tn∂xm
− ∂m+nu (., t)

∂tn∂xm

∥∥∥∥∥
2

≤



(
β
T

ln(E
ε
)
)m

2 +n
ε
st
T E1− st

T

[
Es
E

( β
T

ln(E
ε
))− s2 + Eβ−1ε1−β

]
,

si m+ 2n− s ≤ 2t, t ∈ [0, T ](
β
T

ln(E
ε
)
)m

2 +n
ε
st
T E1− st

T

[
(m+2n−s

2t )m+2n−s
2 Es

E
( β
T

ln(E
ε
))− s2 + Eβ−1ε1−β

]
,

si m+ 2n− s > 2t, t ∈]0, T ]
3) pour t = 0⇒ m+ 2n− s < 0 le seul cas. Donc∥∥∥∥∥∂m+nuυ (., t)
∂tn∂xm

− ∂m+nu (., t)
∂tn∂xm

∥∥∥∥∥
2
≤
(
β

T
ln(E

ε
)
)m

2 +n− s2
Es +

(
β

T
ln(E

ε
)
)m

2 +n

Eβε1−β

Preuve 7 : par (2.52) on a :
1) On pose : ‖u(., 0)‖Lp(R) ≤ E alors s = 0, et on choisit υ =

√
β
T

ln(E
ε
) . Alors

∥∥∥∥∥∂m+nuυ (., t)
∂tn∂xm

− ∂m+nu (., t)
∂tn∂xm

∥∥∥∥∥
2
≤


vm+2ne(−tv2)

[
e(Tv2)ε+ E

]
, si m+ 2n− s ≤ 2t

v
m+2n

e(−tv2)

e(Tv2)ε+
(
m+2n−s

2t

)m+2n
2

E

 , si m+ 2n− s > 2t > 0

=



(
β

T
ln(E

ε
)
)m+2n

2 (
E

ε

)−βt2 [(E
ε

)β
ε+ E

]
; si m+ 2n ≤ 2t.(

β

T
ln(E

ε
)
)m+2n

2 (
E

ε

)−βt2 (E
ε

)β
ε+

(
m+ 2n

2t

)m+2n
2

E

 ; si m+ 2n > 2t > 0.

=



(
β

T
ln(E

ε
)
)m+2n

2

ε
βt
T E1−βt

T

[
1 + Eβ−1ε1−β

]
; si m+ 2n ≤ 2t.(

β

T
ln(E

ε
)
)m+2n

2

ε
βt
T E1−βt

T

(m+ 2n− s
2t

)m+2n
2t + Eβ−1ε1−β

 ; si m+ 2n > 2t > 0.
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Donc, si v =
√
β

T
ln(E

ε
). tel que β arbitraire on a :

∥∥∥∥∥∂m+nuv(., t)
∂tn∂xm

− ∂m+nu(., t)
∂tn∂xm

∥∥∥∥∥
2

≤



(
β

T
ln(E

ε
)
)m+2n

2

ε
βt
T E1−βt

T

[
1 + Eβ−1ε1−β

]
; si m+ 2n ≤ 2t.(

β

T
ln(E

ε
)
)m+2n

2

ε
βt
T E1−βt

T

(m+ 2n
2t

)m+2n
2t + Eβ−1ε1−β

 ; si m+ 2n > 2t > 0.

2) On pose

‖u (., 0)‖Hs =
(∫ +∞

−∞
|û (ξ, 0)|2

(
1 + ξ2

)s
dξ
) 1

2
≤ Es

Tel que s est un constante positive et v =
√
β

T
ln(E

ε
). Donc :

∥∥∥∥∥∂m+nuv(., t)
∂tn∂xm

− ∂m+nu(., t)
∂tn∂xm

∥∥∥∥∥
2

≤


(i) = v

m+2n
e(T−t)v2

ε+ v
m+2n−s

e−tv
2
Es , si m+ 2n− s ≤ 2t

(ii) = v
m+2n

e(T−t)v2
ε+

(
m+ 2n− s

2t

)m+2n−s
2

v
m+2n−se−tv

2
Es , si m+ 2n− s > 2t > 0

≤



(i) =
(
β

T
ln(E

ε
)
)m+2n

2

e−t
β
T

ln(E
ε

)
[
e
T

(
β
T

ln(E
ε

)
)
ε+

(
β
T

ln(E
ε
)
)− s2 Es

]
;

si m+ 2n− s ≤ 2t.

(ii) =
(
β

T
ln(E

ε
)
)m+2n

2

e
−t
(
β
T

ln(E
ε

)
) eT

(
β
T

ln(E
ε

)
)
ε+

(
m+ 2n− s

2t

)m+2n−s
2 (

β
T

ln(E
ε
)
)− s2 Es

 ;

si m+ 2n− s > 2t > 0.

≤



(i) =
(
β

T
ln(E

ε
)
)m+2n

2 (
E

ε

)−βt2 [(E
ε

)β
ε+ Es

]
; si m+ 2n− s ≤ 2t.

(ii) =
(
β

T
ln(E

ε
)
)m+2n

2 (
E

ε

)−βt2 (E
ε

)β
ε+

(
m+ 2n− s

2t

)m+2n−s
2

(
β

T
ln(E

ε
)
)− s2

Es

 ;

si m+ 2n > 2t > 0.
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=



(i) =
(
β

T
ln(E

ε
)
)m+2n

2

ε
βt
T E1−βt

T

Es
E

(
β

T
ln(E

ε
)
)− s2

+ Eβ−1ε1−β

 ;

si m+ 2n− s ≤ 2t, t ∈ [0, T ]

(ii) =
(
β

T
ln(E

ε
)
)m+2n

2

ε
βt
T E1−βt

T

(m+ 2n− s
2t

)m+2n−s
2t Es

E

(
β

T
ln(E

ε
)
)− s2

+ Eβ−1ε1−β

 ;

si m+ 2n− s > 2t > 0.
Donc ∥∥∥∥∥∂m+nuv(., t)

∂tn∂xm
− ∂m+nu(., t)

∂tn∂xm

∥∥∥∥∥
2

≤



(i) =
(
β

T
ln(E

ε
)
)m+2n

2

ε
βt
T E1−βt

T

Es
E

(
β

T
ln(E

ε
)
)− s2

+ Eβ−1ε1−β

 ;

si m+ 2n− s ≤ 2t, t ∈ [0, T ]

(ii) =
(
β

T
ln(E

ε
)
)m+2n

2

ε
βt
T E1−βt

T

(m+ 2n− s
2t

)m+2n−s
2 Es

E

(
β

T
ln(E

ε
)
)− s2

+ Eβ−1ε1−β

 ;

si m+ 2n− s > 2t > 0.
(2.61)

où v =
√
β

T
ln(E

ε
) est une constante positive.

3) Par (2.61) ; et pour t = 0 on a un seul cas m+ 2n− s ≤ 0. Donc

∥∥∥∥∥∂m+nuv(., 0)
∂tn∂xm

− ∂m+nu(., 0)
∂tn∂xm

∥∥∥∥∥
2
≤
(
β

T
ln(E

ε
)
)m+2n−s

2
Es+

(
β

T
ln(E

ε
)
)m+2n

2

+ε1−βEβ

Remarque 2.7 : Dans la remarque (2.6) et le théorème (2.11 )sont données les
estimations d’erreur dans L∞ (R), Pour la méthode mollification. Ce théorème
montre que la méthode de mollification donne une bonne estimation d’erreur de
type Hölder pour la solution de l’équation de la chaleur rétrograde homogène et
aussi pour toutes ses dérivées par rapport à x et t .

2.5 Méthode de quasi-réversibilité
Il est important de noter qu’il n’y a nullement unicité de la méthode de quasi-

réversibilité, dans tous les exemples que nous avons rencontré, il y a toujours une
infinité de méthodes de quasi-réversibilité possibles (toutes relevant de la même
idée : on change le système " de façon que le problème qui était mal posé devienne
bien posé).
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L’idée générale de la méthode est de modifier convenablement les opérateurs
aux dérivées partielles intervenant dans le problème. Cette modification se fait par
l’introduction de termes différentiels, qui sont :

- soit "petits"(pouvant fortement tendre vers zéro) ;
- soit "dégénérant aux bords" (par exemple pour " éliminer " des conditions

aux limites mathématiques gênantes, ou constituant précisément les inconnus à
déterminer).

Ces opérateurs ainsi modifiés, sont généralement d’ordre différent de l’opérateur
initial et de même nature (elliptique, etc.) ou non.

Exemple 2.5 : Il est connu que le problème de Cauchy pour l’équation rétrograde
de la chaleur est instable vis-à-vis des faibles variations des valeurs initiales. L’in-
stabilité persiste également lorsque la solution est assujettie à certaines conditions
accessoires aux limites. La méthode de quasi-réversibilité vise à obtenir une solution
stable à de pareils problèmes. Se plaçant dans le cas du problème directe, soit D un
domaine fini de l’espace euclidien Rn à n dimensions, des points x = (x1, x2, ..., xn)
limité par une surface lisse par morceaux S et t le temps. Soit ensuite (x) une
fonction continue définie sur D Le problème directe consiste à trouver la solution
u = u(x, t) de l’équation :

∂u

∂t
−4u = 0 (2.62)

dans le domaine G = {x ∈ D, t > 0} vérifiant les conditions aux limites :

u(x, t) = 0 pour x ∈ S

avec les conditions initiales :
u(x, 0) = ϕ (x) (2.63)

Ici :
4 =

n∑
k=1

∂2u

∂2xk

On sait que ce problème a bien une solution. A chaque fonction ϕ (x) ∈ C (C classe
des solutions) répond une solution du problème(2.62) à (2.63), qui sera désignée
par u(x, t;ϕ).

Le problème inverse consiste à trouver ϕ (x) à partir de u(x, t;ϕ). Dans les
problèmes pratiques, la fonction u(x, t;ϕ) s’obtient en général à la suite d’une série
de mesures : on ne la connait donc, approximativement. On admet que u ∈ L2. Il
se peut que cette fonction ne corresponde à aucune fonction initiale ϕ (x) et, par
conséquent, il est fort possible de ne pas trouver dans la classe C des fonctions la
solution du problème inverse. Pour cette raison, on va s’occuper du problème de
recherche d’une certaine solution généralisée du problème inverse.
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Soient connues, une quantité T > 0 et une fonction ψ (x) définie dans le do-
maine D, ψ (x) ∈ L2. On définit sur les fonctions ϕ (x) de la classe C la fonction-
nelle :

f (ϕ) =
∫
D
|u(x, T ;ϕ)− ψ (x)|2 dx

Par solution généralisée du problème inverse, nous entendrons la fonction ϕ (x)
sur laquelle on a :

f0 = inf
ϕ∈C

f (ϕ)

Remarque 2.8 : L’intuition suggère de choisir la fonction ϕ (x) de telle façon
que f (ϕ) = 0. Il suffirait pour cela de trouver la solution du problème direct :

∂u

∂t
−4u = 0

u(x, t) = 0 pour x ∈ S, 0 < t < T (2.64)

u(x, T ) = ψ (x)

et de poser ϕ(x) = u(x, 0). Or un tel problème, pour une fonction donnée ψ (x)
de L2, serait en général non résoluble et, en outre, instable vis-à-vis de faibles
variations de la fonction ψ (x).

Sur une certaine classe de fonctions généralisées ϕ(x) on a f0 = 0. Il s’agit
donc de chercher une valeur approchée de f0 à une erreur donnée près.

Étant donnée une quantité ε > 0, trouver une fonction ϕε(x) telle que f (ϕε) ≤ ε.
Ce problème se résout justement par la méthode de quasi-réversibilité.

L’idée de la méthode de quasi-réversibilité est de chercher au lieu de l’opérateur
de la chaleur ∂

∂
−4 un opérateur Bα« voisin » pour lequel le problème rétrograde :

Bαuα = 0, x ∈ D, 0 < t < T, α > 0;

uα (x, T ) = ψ (x) ;

uα (x, T ) (x, t) = 0 pour x ∈ S, t < T

soit stable. Une fois le problème résolu, on pose :

ϕ(x) = uα (x, T ) (x, 0) .

Généralement, on prend en quantité d’opérateur Bα l’opérateur :

∂

∂
−4− α42

56



et l’on cherche la solution du problème direct :

∂uα
∂t
−4uα − α42uα = 0, x ∈ D, t < T, α > 0;

uα (x, T ) = ψ (x) ;

uα (x, t) = 0 pour x ∈ S, 0 < t ≤ T,

4uα = 0 pour x ∈ S, 0 < t ≤ T.

En suite on pose :
ϕ(x) = uα (x, 0)

Notons que, pas plus que l’opérateur de la chaleur, l’opérateur
(
∂
∂
−4− ε42

)
n’est

pas réversible. Mais, l’un est "bien posé" dans le sens des t croissants, l’autre dans
le sens des t décroissants, d’où la terminologie adoptée "quasi-réversibilité".

La méthode de quasi-réversibilité est applicable à une classe plus étendue de
problème se rapportant aux équations dévolution.

Remarque 2.9 : De façon générale, pour un problème donné relevant de la mé-
thode de quasi-réversibilité, il n’y a pas une méthode Q.R, mais une infinité. Pour
le choix de la méthode, on peut se borner le plus souvent à celle qui parait «la
plus simple» ou bien à celle qui est susceptible d’interprétation physique, pouvant
aider par exemple, au choix numérique de certains paramètres-Bien entendu, en
première analyse, on doit déterminer la nature et les propriétés des termes indis-
pensables pour transformer le problème en un problème bien-posé [5], [11], [13],
[15], [16], [17], [19], [20], [23].
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Chapitre 3

Étude d’un problème parabolique
par la méthode de quasi
réversibilité

3.1 Introduction
Nous considérons le problème de la valeur finale suivante :

u′(t) + Au(t) = 0, 0 ≤ t < T (3.1)

u(T ) = f (3.2)

une certaine valeur finale f ∈ H ; où A est un opérateur auto-adjoint positif tel
que 0 ∈ ρ(A). Ces problèmes ne sont pas bien posés du fait que même s’il existe
une solution unique sur [0, T ], elle ne va pas dépendre en permanence de la valeur
finale f . Notons que ce type de problèmes a ètè considéré par de nombreux auteurs,
en utilisant différentes approches : Lattés et Lions [14], Miller [19], Payne [21],
Showalter [22] et Lavrentiev [24] ont approchées (F.V.P) en perturbant l’opérateur
A.

Dans [1,5,25], Ce même problème est traité d’une manière différente qui consiste
à perturber la condition finale et l’approximation du problème (3.1) et (3.2), par :

u′(t) + Au(t) = 0, 0 < t < T (3.3)

u(T ) + αu(0) = f (3.4)

Une approche similaire connue sous le nom de méthode de condition aux limites
auxiliaires de [12,18] pour équation parabolique a ètè pris en compte dans [2, 3] .
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Dans ce travail, nous avons perturbés la condition finale (3.2) pour former un
problème non local approché en fonction d’un petit paramètre avec la condition
limite contenant une dérivée du même ordre que l’équation, de la façon suivante :

u′(t) + Au(t) = 0, 0 < t < T (3.5)

u(T )− αu′(0) = f (3.6)

Cette méthode est appelée méthode des quasi-valeurs aux limites, le problème
approchés lié est appelé quasi-boundary value problem (Q.B.V.P). Nous montrons
que les problèmes approchés sont bien posés et leur solution uα converge vers u,
et nous obtenons des résultats de convergence.

3.2 Le Problème approché
Définition 3.1 : Une fonction u(t) : [0, T ] → H est appelé une solution clas-
sique de problème (V.F.P) (respectivement de (Q.B.V.P)) si u ∈ C1 ([0, T ] , H),
u ∈ D(A) pour tout t ∈ [0, T ] et satisfait ( 3.1) et la condition finale (3.2) (res-
pectivement la condition limite (3.6)).

Pour tout f ∈ H, nous pouvons écrire :

f =
∞∑
i=0

fiϕi (3.7)

Si le problème (F.V.P) (respectivement (Q.B.V.P)) admet une solution classique u
(respectivement solution proche uα), puis cette solution peut être représente par :

u(t) =
∞∑
i=0

e((T−t)λi)fi (3.8)

= e((T−t)A)f

respectivement :

uα(t) =
∞∑
i=0

e(−λit)

αλi + e(−λiT )fi

uα(t) = S(t)(αA+ S(T ))−1f (3.9)

59



3.3 Estimation de la solution du (Q.B.V.P)
Théorème 3.1 : pour tout f ∈ H , les fonctions uα donnés par (3.9), sont des
solutions classiques au (Q.B.V.P) problème et nous avons l’estimation suivante :

‖uα(t)‖ ≤ T

α(1 + ln(T
α

))
‖f‖ ,∀t ∈ [0, T ] (3.10)

où α < eT.

Preuve 8 : Si nous supposons que les fonctions uα donnés à (3.9) sont définis
pour tout t ∈ [0, T ], alors ,il est facile de montrer que uα ∈ C1([0, T ] , H) et :

u′α(t) =
∞∑
i=0

−λie(−λit)

αλi + e(−λiT )fiϕi (3.11)

= −AS(t)(αA+ S(T ))−1f

à partir :

‖Auα(t)‖2 =
∞∑
i=0

λ2
i e

(−2λit)

(αλi + e(−λiT ))2f
2
i ≤

1
α2

∞∑
i=0

f 2
i = 1

α2 ‖f‖
2 (3.12)

Nous obtenons uα(t) ∈ D(A) et uα(t) ∈ C([0, T ] , D(A)). Ce qui signifie que la
fonction uα(t) est une solution classique au (Q.B.V.P) problème.

Maintenant, en utilisant (3.9). nous avons :

‖uα(t)‖2 ≤
∞∑
i=0

1
(αλi + e(−λiT ))2f

2
i (3.13)

Si nous mettons :

h(λ) =
∞∑
i=0

(αλi + e(−λiT ))−1. pour λ > 0 (3.14)

puis :

sup
λ>0

h(λ) = h(
ln(T

α
)

T
) (3.15)

alors :

‖uα(t)‖2 ≤
[

T

α(1 + ln(T
α

))

]2 ∞∑
i=0

f 2
i =

[
T

α(1 + ln(T
α

))

]2

‖f‖2 (3.16)

Cela montre que uα(t) existe, et que uα(t) est défini de façon intégral pour tout
t ∈ [0, T ] et nous avons l’estimation souhaiteé
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Maintenant, nous donnons le résultat de convergence suivant :

Théorème 3.2 : pour chaque f ∈ H, uα(T ) converge vers f en H, quand α tend
vers zéro

Preuve 9 : Soit ε > 0, on choisi i > 0 pour :
∞∑
n>i

f 2
i <

ε

2 (3.17)

A partir (3.9), nous avons :

‖uα(T )− f‖2 ≤ α2
n∑
i=0

λ2
i

(αλi + e(−λiT ))2f
2
i + ε

2 (3.18)

En choisissant α de manière telle que :

α2 < ε(2
n∑
i=0

λ2
i e

(λ2
i T )f 2

i )−1 (3.19)

nous obtenons le résultat souhaité .

3.4 Convergence de la solution approchée
Théorème 3.3 : pour tous les f ∈ H, le (F.V.P) a une solution classique u
donnée par (3.8), si et seulement si (u′α (0))α>0 converge dans H, par ailleurs,
nous avons alors que uα (t) converge vers u (t) dans C1 ([0, T ] , H) quand α tend
vers zéro

Preuve 10 : Soit ε > 0, tel que :

∞∑
n+1

α2λie
(2λiT )

α2λ2
i

f 2
i <

ε

2

si nous supposons que le (F.V.P) a une solution classique u , alors nous avons

‖u′α (0)− u′ (0)‖2 =
∞∑
i=0

α2λ4
i e

(2λiT )

(αλi + e(−λiT ))2f
2
i

≤ α2
n∑

i=0
λ4
i e

(4λiT )f 2
i +

∞∑
n+1

α2λie
(2λiT )

α2λ2
i

f 2
i (3.20)
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< α2
n∑
i=0

λ4
i e

(4λiT )f 2
i + ε

2
donc en choisissant α tel que :

α2 < ε

(
2

n∑
i=0

λ2
i e

(4λiT )f 2
i

)−1

nous obtenons
‖u′α (0)− u′ (0)‖2

< ε (3.21)

donc en montre que ‖u′α (0)− u′ (0)‖ tend vers zéro si α tend vers zéro. De plus

‖u′α (t)− u′ (t)‖2 ≤
∞∑
i=0

λ2
i

( 1
αλi + e(−λiT ) − e

(λiT )
)2
f 2
i (3.22)

= ‖u′α (0)− u′ (0)‖2

alors u′α (t) converge uniformément vers u′ (t) dans [0, T ], quand α tend vers zéro.
De puis

‖uα (0)− u (0)‖2 ≤ α2
n∑
i=0

λ2
i e

(4λiT )f 2
i + ε

2 (3.23)

pour n assez grand, puis en choisissant α tel que :

α2 < ε

(
2

n∑
i=0

λ2
i e

(4λiT )f 2
i

)−1

on obtient :
‖uα (0)− u (0)‖2 ≤ ε (3.24)

Ainsi uα (0) converge vers u (0), qui à son tour donne uα (t) converge uniformément
vers u (t) dans [0, T ] comme α tend vers zéro combinons tous ces résultats de
convergence, nous concluons que uα (t) converge vers u (t) dans C1 ([0, T ] , H) .

Maintenant, supposons que (u′α (0))α>0 converge dans H, comme uα est une
solution classique du problème (Q.B.V.P) , alors nous avons :

‖u′α (0)‖2 =
∞∑
i=0

λ2
i

(αλi + e(−λiT ))2f
2
i (3.25)

et il est facile de montrer que :∥∥∥∥lim
α→0

u′α (0)
∥∥∥∥2

=
∞∑
i=0

λ2
i e

(2λiT )f 2
i (3.26)
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et ainsi de déduire que la fonction u (t) définie par :

u (t) =
∞∑
i=0

e((T−t)λi)fi (3.27)

est une solution classique au (F.V.P). Ceci termine la preuve du théorème.

Théorème 3.4 : Si la fonction u donnée par (3.8) est une solution classique du
problème (F.V.P) , et uδα est une solution du problème (Q.B.V.P) pour f = fδ,
telle que ‖f − fδ‖ < δ, nous avons

∥∥∥u(0)− uδα (0)
∥∥∥ ≤ c

(
1 + ln T

δ

)
(3.28)

où c = T (1 + ‖Au(0)‖).

Preuve 11 : Supposons que la fonction u donnée par (3.8) est une solution clas-
sique pour le problème (F.V.P), et nous allons désigner par uδα a une solution du
problème (Q.B.V.P) pour f = fδ , de telle sorte que

‖f − fδ‖ < δ (3.29)

en suite, uδα (t) est donnée par :

uδα (t) =
∞∑
i=0

e(−λit)

αλi + e(−λiT )fiδϕi, ∀t ∈ [0, T ] (3.30)

De (3.8) et (3.30), nous avons :∥∥∥u(0)− uδα (0)
∥∥∥ ≤ 41 +42 (3.31)

où 41 = ‖u(0)− uα (0)‖, et 42 =
∥∥∥uα(0)− uδα (0)

∥∥∥. En utilisant (3.15), on obtient

41 ≤
T

(1 + ln (T/α))

( ∞∑
i=0

λ2
i e

(2λiT )f 2
i

)1/2

(3.32)

42 ≤
T

α (1 + ln (T/α)) ‖f − fδ‖

puis :
41 ≤

T ‖λiu(0)‖
(1 + ln (T/α)) (3.33)

42 ≤
Tδ

α (1 + ln (T/α))
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de (3.33), on obtient :

∥∥∥u(0)− uδα (0)
∥∥∥2
≤ T ‖Au(0)‖

(1 + ln (T/α)) + Tδ

α (1 + ln (T/α)) (3.34)

alors, pour le choix α = δ, nous obtenons :
∥∥∥u(0)− uδα (0)

∥∥∥2
≤ T (1 + ‖Au(0)‖)

(1 + ln (T/α)) (3.35)

Remarque 3.1 : à partir de (3.28), pour T > e(−1) nous obtenons :

∥∥∥u(0)− uδα (0)
∥∥∥ ≤ c

(
ln 1
δ

)−1
(3.36)

3.5 Estimation de l’erreur de convergence
Théorème 3.5 : S’il existe ε ∈ ]0, 2[ de sorte que :

∞∑
i=0

λεie
(ελiT )f 2

i (3.37)

converge, alors uα(T ) converge vers f avec l’ordre αεε−2, quand α tend vers zéro.

Preuve 12 : Soit ε ∈ ]0, 2[ telle que
∞∑
i=0

λεie
(ελiT ) ‖f‖2 converge, et soit β ∈ ]0, 2[.

pour λ fixé (λ > 0), si nous définissons une fonction gλ (α) = αβ

(αλ+ e(−λT ))2 .alors

nous pouvons montrer que :

gA (α) ≤ gA (α0) , ∀α > 0 (3.38)

où α0 = βe(−λT )

(2− β)λ . En autre à partir de (3.9), nous avons

‖uα(T )− f‖2 = α2−β
∞∑
i=0

λ2
i gλi (α) f 2

i (3.39)

Ainsi à partir de (3.38) et (3.39), nous obtenons :

‖uα(T )− f‖2 ≤ α2−β
(

β

2− β

)β ∞∑
i=0

λ2−β
i e((2−β)λiT )f 2

i (3.40)
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Si nous choisissons β = (2− ε) , nous avons :

‖uα(T )− f‖2 ≤ αεε−2
(

4
∞∑
i=0

λεie
(εAT )f 2

i

)
(3.41)

d’où :
‖uα(T )− f‖2 ≤ cεα

εε−2 (3.42)
avec :

cε = 4
∞∑
i=0

λεie
(ελiT )f 2

i

Enfin, nous avons le corollaire suivant :
corollaire 3.1 : Si il existe un ε ∈ ]0, 2[ de sorte que :

∞∑
i=0

λ
(ε+2γ)
i e((ε+2γ)λiT )f 2

i (3.43)

où γ = 0, 1, converge, alors uα converge vers u dans C1 ([0, T ] , H) avec l’ordre de
convergence αεε−2

Preuve 13 : Si nous supposons que (3.43) est satisfaite, alors :
∞∑
i=0

λ2
i e

(2λiT )f 2
i (3.44)

converge, et ainsi la fonction u (t) donnée par (3.8) est une solution classique du
(F.V.P), soient u(γ)

α ,u(γ) désignent les dérivées d’ordre γ (γ = 0, 1) des fonctions
uα et u , respectivement, en utilisant les inégalités suivantes :∥∥∥u(γ)

α (0)− u(γ) (0)
∥∥∥2

=
∞∑
i=0

α2 λ
(2+2γ)
i e(2λiT )

(αλi + e(−λiT ))2 f
2
i (3.45)

≤ α2−β
(

β

2− β

)β ∞∑
i=0

λ2+2γ−β
i e((4−β)λiT )f 2

i

et en posant, β = (2− ε) , dans (3.45), nous obtenons :∥∥∥u(γ)
α (0)− u(γ)(0)

∥∥∥2
≤ cε,γα

εε−2 (3.46)
où :

cε,γ =
∞∑
i=0

λ
(ε+2γ)
i e((ε+2)λiT )f 2

i

puisque : ∥∥∥u(γ)
α (t)− u(γ)(t)

∥∥∥2
≤
∥∥∥u(γ)

α (0)− u(γ)(0)
∥∥∥2

(3.47)

alors u(γ)
α (t) converge uniformément vers u(γ)(t) dans [0, T ], avec l’ordre de conver-

gence αεε−2, et ainsi uα converge vers u dans C1 ([0, T ] , H), avec αεε−2.
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Conclusion Générale

La régularisation du problème mal-posé montre l’efficacité de la méthode de
Quasi-valeur aux limites (Quasi-boundary value method). Pour une certaine classe
de problème mal-posé, On a montre que le problème approche était bien-posé. Ce
qui permet utilisation de la solution approchée dans beaucoup de domaines
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Résumé
Ce travail est consacré à l’étude d’une certaine classe de problèmes

mal-posés décrits par une équation différentielle parabolique. On a cité
différentes méthodes de régularisation : méthode de Fourier, de mollification,
le principe de Morozov et la méthode de quasi-réversibilité. On a fini par
utiliser la méthode de quasi-valeurs aux limites pour régulariser un problème
parabolique homogène avec un opérateur auto-adjoint positif. On démontre
que le problème mal-posé admet une solution classique si seulement si la

suite ∝ (0) ∝ converge dans H.

On montre que le problème approché est bien-posé et que sa solution
converge vers la solution classique. On estime l’érreur de convergence.

Mots clés : problème mal-posé, opérateur auto-adjoint, spectre d’un
opérateur, méthode de quasi-valeurs aux limites.

Abstract
This work is concerned with the study of a class of ill-posed problems

which are parabolic and written as differential equation. They have been
explored using different regularization methods : Fourier’s Method, Method
of Mollification, Morozov’s Principle, and the quasi-reversibility Method.
This work ends with the use of quasi-boundary value method to regularize the
homogeneous parabolic problem with a positive self-adjoint operator. It has
been shown that the ill-posed problem admits a classical solution if and only if∝ (0) ∝ converges in H.

We show that the approximate problem is well-posed and the solution
converges to the classical solution and the convergence error has been
estimated.

Keywords: ill-posed problem, self-adjoint operator, spectrum of an
operator, quasi-boundary value method.

ملخص
على شكل اة سیئة الطرح معطالفي ھذا العمل تطرقنا لدراسة قسم معین من المسائل 

شبھ قابلیة القلب ،مبدأ موروزوف،ھیفوریطرق مختلفة: طریقة باستعمالمعادلات تفاضلیة 
ذات معامل سةمتجانتكافؤیةلة أالقیم الشبھ حدیة لإیجاد حلول مسطریقة ستخدمنااولقد ،التلطیف

مؤثر قرین ذاتي موجب مع إثبات أن المسألة السیئة الطرح تقبل حل كلاسیكي إذا وفقط إذا  كانت 
المتتالیة :

H متقاربة في ∝ (0) ∝
الحل الكلاسیكي ونقوم المسألة التقریبیة مطروحة جیدا وحلھا یتقارب نحونبرھن أن 

التقاربأبتقدیر خط

حدیة.  الشبھ قیمال،مؤثرطیف،مؤثر قرین ذاتي،ئة الطرحمسألة سی:الكلمات المفتاحیة
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