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Notation

H : Espace de Hilbert.
R : Ensemble des nombres réels.
A : Opérateur linéaire défini sur un espace de Hilbert.
A* . opérateur auto-adjoint de 'opérateur A.
A : valeur propre de I'opérateur A.
D(A) : Domaine de définition de l'opérateur A.
p(A) : Ensemble résolvant de A.
(A) : Spectre d’'un opérateur A.
(t) : Semi-groupe.
,.) : Produit scalaire dans I’espace de Hilbert.
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Introduction Générale

Les problemes directes sont caractérisesés par 'existence d’une solution
unique qui est stable aux perturbations par rapport aux conditions initiales ou
aux limites.

Il est usuel d’appeler de tels problemes directs des problemes bien-posés, la
notion d'un probleme bien-posé est formulée dans un article célebre de Jacque
Hadamard en 1902. Il était convaincu que les modeles mathématiques des phéno-
meénes physiques devaient avoir les propriétés suivantes :

- L’éxistence d’une solution .

- L’unicité de la solution .

- La dépendance continue de la solution par rapport aux données.

Un tel probleme est dit bien-posé. Un probléme qui n’est pas bien-posé est dit
mal-posé.

Ce mémoire, est consacré a 1’étude d’une certaine classe de problemes mal-posés
définis par une équation aux dérivées partielles, Il est composé d’une introduction
et trois chapitres.

Dans le premier chapitre, On présente des généralités en Analyse fonctionnelle
(L’espace de Hilbert, les opérateurs linéaires) et ’équation de la chaleur .

Le deuxieme chapitre, traite la définition d’un probléme mal-posé et certaines
méthodes de régularisations : la méthode de régularisation de Fourier, de Mellifi-
cation, le principe de Morosov et la méthode de quasi-réversibilité.

Au troisieme chapitre, on étude un probleme parabolique par la méthode des
quasi-valeur aux limites.



Chapitre 1
Généralités

Dans ce chapitre, on appelle quelques définitions et résultats sur les espaces
de Hilbert, les opérateurs linéaires et leurs propriétés dans ’espace de Hilbert, les
semi-groupes et ’équation de la chaleur.

1.1 Espaces de Hilbert

1.1.1 Quelques définitions

Définition 1.1 : Soit E un k—espace vectoriel. un produit scalaire sur E est une
forme hermitienne définie positive sur E. Autrement dit, un produit scalaire sur
E est une application :

(V:ExE —  k
(z,y)  — (z,9)

vérifiant, pour tous x, &,y € E et tout A € k, les propriétés suivantes :
1Lz +2,y) = (x,y) + (L,y) et Az, y) = XMz, y), (x,A\y) = Az, y)

2. (y,x) = (,9)

3. (x,x) >0

4. (z,2) =0 2=0

Le nombre (x,y) appelé le produit scalaire des x et y

Définition 1.2 : Un espace de Hilbert (E,(.,.)) surk est un k-espace vectoriel x

muni d’un produit scalaire (.,.) tel que l'espace vectoriel normé (x,|.|| = /(.,.))
soit complet.

Exemple 1.1 : Tout espace euclidien ou hermitien est complet car de dimension
finie c’est donc un espace de Hilbert!



Proposition 1.1 : Soit (E,(,)) un k—espace préhilbertien, muni de la norme

associée au produit scalaire, alors : (x,y) — (x,y) est une application continue de
E x E dans k.

Proposition 1.2 : Le complete d’un espace préhilbertien est un espace de Hilbert.

1.1.2 Bases Hilbertiennes

Définition 1.3 : Soit (H, (,)) un espace préhilbertien. Une famille orthonormale
totale de E est appelée base hilbertienne de (H, (,)).

Théoréme 1.1 (Egalité de Parseval) :
Soient (H,(,)) un espace préhilbertien et (e;), ., une famille orthonormale dans
H. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) (e;); ¢; est une base hilbertienne de H.

2) Pour tout v € H, la famille <|(x, ei>|2> -l sommable dans Ry et on a :

lz]* = 3" [{z, e

el

8) Pour tout x € H, la famille ((x, ¢;) €;);c; est sommable dans H et on a :

T = Z (x,e;) e

i€l

4) Pour tout x € H, la famille ((x, ei) (y, ei)), | est sommable dansk et on a :

1€

<£L’,y> = Z <LE,€Z‘> <y7€i>

i€l
1.2 Opérateurs linéaires

Définition 1.4 : Un opérateur linéaire A de E dans F' est une application linéaire
A définie sur un sous-espace vectoriel D(A) de E appelé domaine de A défini par :

D(A) = {u, Au € E}.

Ainsi, A: D(A) C E — F.
On dit que A est borné s’il existe C' > 0 telle que :

Vu € D(A), |Au|, < Clulg .

On dit sinon que A est borné.



Définition 1.5 : On dit qu’un opérateur A sur un espace de Hilbert H est positif
s’il vérifie (x, Az) > 0 pour tout x € H. On écrit A > B si A — B est positif .

Théoreme 1.2 : Tout opérateur positif A admet un unique opérateur positif B
tel que : A = B?%. De plus, B commute avec tout opérateur qui commute avec A
On appelle B la racine carré de A et on note par VA .

Définition 1.6 : On appelle opérateur compact de E dans F' tout élémentT € ((E, F)
pour lequel ['image de toute partie bornée de E est relativement compacte dans F'.
On note K(E, F) l’ensemble des opérateurs compacts de E dans F ou simplement

K(E) siE=F.

Proposition 1.3 : L’ensemble des opérateurs compacts est un sous-espace vecto-
riel fermé de L(H).

Théoreme 1.3 : Tout opérateur compact est limite d’opérateurs de rang fini.

Proposition 1.4 : La composition dans n'importe quel sens d’un opérateur borné
et d’un opérateur compact donne un opérateur compact .

Soient H un espace de Hilbert

Définition 1.7 : L'opérateur A € ((H) s’appelle auto-adjoint (ou hermitien) si
A* = A (i.e : si A se confond avec son adjoint ) ; Conformément a cette définition,
A est un opérateur auto-adjoint si pour deux élémens quelconques :

r,y € H ona (Azx,y) = (z, Ay)

La possibilité d’envoyer A d’un facteur a 'autre permet d’étudier en détail la classe
des opérateurs auto-adjoint. cette possibilité est d’autant plus précieuse que les
opérateurs auto-adjoints se trouvent des emplois trés nombreux, notamment en
mécanique quantique.

Définition 1.8 : Soient E et F' des espaces de Hilbert.

1) Un opérateur U € ((E,F) est dit auto-adjoint si 'on a T* = T. On dit
aussi symétrique st k = R ou hermitien si k = C.

2) Un opérateur U € { (E, F) est dit positif sil est auto-adjoint et si pour tout
x€FE, ona(T(x),xz) € Ry

Proposition 1.5 : Soient (H,(,)) un espace de Hilbert et T € ¢ (H). Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes.

1) Pour tout x, y € H, on a (T (x),T (y)) = (T (x),T* (y)).

2) Pour tout x € H, on a ||T (z)|| = |T* (z)|| .

3) Lopérateur T est normal.



Proposition 1.6 : Soient (H,(,)) un espace Hilbert et T € ((H). pour tout x,
y € H, on pose f (3,9) = (T () 9) -

1) SiT =T, alors pour tout x € H, on a (T (z),z) € R.

2) On a T = T*si seulement si f est une forme hermitienne.

3) Sik =R, alors T = T*si seulement si f est une forme bilinéaire symétrique.

4) Sik = C, alors T = T* si et seulement si pour tout x € H, on a
(T'(x),x) € R.

5) On suppose que T =T*.Alors T (H) est dense dans H si et seulement si f
est mon dégénérée.

Proposition 1.7 (Lax- Milgram) :

Soient (H, (,)) un R—espace de Hilbert et T € ¢ (H). On suppose qu’il existe ¢ > 0
tel que pour tout © € H, on ait ¢ ||z||> < [T (x),x)|. Alors T est bijectif et on a
1T < 3.

1.3 Spectre d’un opérateur

Définition 1.9 : Soient E un k—espace vectoriel, T : E — FE une application
linéaire et A € k. s’il existe un vecteur non nul x € E tel que T (x) = Az, on dit
que :

1) X est une valeur propre de T

2) x est un vecteur propre de T associé d la valeur propre \.

Dans ce cas, on appelle sous-espace propre associé a la valeur A le sous-espace
vectoriel :

ker(T'— Mdy) ={z € H;T(x) = Az}

Autrement dit, le sous-espace propre associé a A est l’ensemble de tous les vecteurs
propres associés a A.

Proposition 1.8 : Soient (H,(,)) un espace de Hilbert et T € ( (H).
1) Si T est unitaire, alors toutes les valeurs propres de T sont de module 1.
2) SiT est auto-adjoint, alors toutes les valeurs propres de T sont réelles.
3) Si T est positif, alors toutes les valeurs propres de T sont réelles positives.

Proposition 1.9 : Soient (H, (,)) un espace de Hilbert et T € { (H) un opérateur
normal. Alors on a les propriétés suivantes :

1) On a ker (T') = ker (T%).

2) Pour tout A € k, on a ker (T — M dy) = ker (T* — X]dH) Autrement dit,
soient v € H et X € k alors on a T (x) = Az si et seulement si T* () = Ax.

3) Si X\ et u sont deux valeurs propres distinctes de T, alors leurs sous-espace
propres associés sont orthogonaux. Autrement dit, on a :

ker (T'— Adp) L ker (T — pldy)



Définition 1.10 : Soit T € ((F) le spectre de T est la partie de C définie par :
0T)={X € C,T — A n’est pas inversible dans ((F) }
les éléments de 6(T') sont appelés valeurs spectrales.

Définition 1.11 : Soit X un espace de Banach, A € L(X),l’ensemble résolvant
est :

p(A) ={ € R; (A — \I) est bijectif de X sur X}
le spectre §(A) est le complémentaire de I’ensemble résolvant, 6(A) = R\p(A).

Définition 1.12 : On dit que X\ est valeur propre, et on note A € Vp(A) si :
NA-=X)#0
N(A — M) est l’espace propre associé a A.

Théoréme 1.4 : Si H est un espace de Hilbert séparable et A un opérateur auto-
adjoint compact sur H, alors H admet une base hilbertienne formée de vecteur
propres de A.

1.4 Rappel sur les équations aux dérivées par-
tielles

Une équation aux Dérivées Partielles (EDP) est une équation fonctionnelle qui
met en relation des dérivées partielles. Typiquement, si

u: R"(Q ouvert de R" ) — R

est de la forme :
F(z,u(x), Du(z), D*u(x), ..., DPu(z)) = 0

avec n et p des entiers strictement positives donnés et désigne une fonction définie
sur un ouvert de R"™ .

- L’ordre d'une équation aux dérivées partielles est le plus haut degré de déri-
vation présent dans I’équation

- La dimension d’une équation aux dérivées partielles est le nombre de variables
indépendantes dont dépend la fonction inconnue w.

- Résoude I'EDP consiste donc a déterminer toutes les fonctions u définies sur
Q) satisfaisant 1’équation .



1.4.1 Classification des EDP

On distingue trios grandes catégories d’équations aux dérivées partielles :
- Les équations de type elliptique dont le prototype est 1’équation de poisson
donnée par :

Bu(a) = 3> T4(x) = f(a)
—Au(z)=-» —(z)=f(z
= O} 7
pour tout x = (x1,...,2,) € Q@ C R"ou f : @ — R est une fonction donnée

I'inconnue et la fonction u : Q — R.

- Les équations de type paraboliques dont le prototype est I'équation de la
chaleur donnée par :

T (z,t)
ot

pour tout z € @ C R™ et ¢t > 0. L’inconnue est la fonction 7" : Q x |0, +oo[ — R.

- Les équations de type hyperbolique dont, les prototypes sont :

- L’équation de transport

ou ou
E(:U,t) + a%(x,t) =0

pour tout x € Q2 C R, tout ¢t > 0 et ol a € R est donné.

— AT (z,t) =0

- L’équation des ondes

9%u 0%u
ﬁ(lﬁ t) — a@(

pour tout x € Q C R, tout ¢t > 0 .

z,t) =0

1.4.2 Semi-groupes d’opérateurs linéaires

Définition 1.13 : Soit X un espace de Banach et soit (s(t))i>0 une famille d’opé-
rateurs linéaires continus sur X. On dit que S (t) est un semi-groupe C° (ou semi-
groupe fortement continu) si :

a) S(0) = Id

b) Pour tout (t,s) > 0,S(t+ s) = S(t)S(s).

c¢) Pour tout v € X,t — S(t)x est continue de Ry dans X .

Proposition 1.10 : Soit (s(t));>0 un semi-groupe C°, il eviste M > 1 et A € R

tel que
VE =0, SOy < M

10



Définition 1.14 : On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe (s(t))i>o
Vopérateur linéaire (non borné) ;A : D(A) — X défini par :
S(t)u —
D(A) = {x € X, lim 20

t—0t

Y existe dans X }

Az = lim 1(S(t)u —u).

Proposition 1.11 : Soit S(t) un semi-groupe C° de générateur infinitésimal A
alors :

4
1) Pour tout ug € X, [S(s)ug € D (A) et
0

A (/S(T)u0d7> =S5 (t)up — up

1 2) Siug € D(A), alors S(t)ug € D (A) pour tout t > 0, S(t)ug est de classe
Clet
’ d

Théoréme 1.5 : Soit S (t) un semi-groupe C°, alors son générateur infinitésimal
A est fermé et son domaine D (A) est dense dans X .

Théoréme 1.6 : Si S(t) et T (t) sont deux semi-groupes de méme générateur
infinitésimal A, alors S (t) = T (t). On notera souvent S (t) = =49 lunique
semi-groupe assosié a A.

Théoreme de Hille-yosida

Théoréme 1.7 : Un opérateur A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
S(t) sur X vérifiant |S(t)| < ™" avec w € R si et seulement si :

1) A est fermé et de domaine dense,

2) L’ensemble résolvant de A contient la demi-droite |w, +oo[ et :

VA€, +oo, (A - MDY, < 5o

Proposition 1.12 : Un opérateur linéaire A est dissipatif si et seulement si

VA >0, Vo € D(A), |[(Md— A)x|| > |z

11



1.4.3 Equation de la chaleur

Considérons 1’équation :
y € L*([0,T1; Hy[0,1]) N C([0, T; L2[0,1])

Yi — Yoz = 0 dans [0, 7] x [0,1],
y(0,t) = y(l,t) =0 dans [0, 7], (1.1)
y(x,0) = yo(xz)  dans [0,1].
ouT > 0,1 > 0 et yo € L?0,1]. Nous pouvons récrire I’équation sous la forme :

y € L*([0, T1; Hy[0,1]) N C([0,TT; L*[0,1]) et GF € L*([0,T; H~1[0,1),

{ W= Ay dans L*([0,T]; H}[0,1]), (1.2)

y(0)=y  dans L?[0,].

ot A € L(H}[0,1]; H710,1]) est défini par :

(Ay, z) = —/Vyvzdx.
Q

On peut aussi définir A comme opérateur non borné dans L?[0, ], en posant :
D(A) = H*[0,]] N H}[0,1], Ay = yua
L’équation (1.2) est de la forme :
7= Ax (1.3)
Nous souhaiterions donc écrire la solution de 1'équation (1.2) sous la forme :

y(t) = ey,

Mais A étant un opérateur non borné dans L?[0, ], 'opérateur e(4*) ne peut pas étre

défini. Essayant de trouver une autre définition pour e?. pour cela remarquons
que la famille (®;),>1 définie par :

2 . kmx
@k = \/2811’1([/)

est une base hilbertienne de L?[0,[], formée de fonction propres de l'opérateur
(A, D(A)). Recherche la solution de I’équation (1.1) sous la forme :

y(z.t) = §9k<t>¢k<x>

12



Si I’équation (1.3) est vérifie au sens des distributions dans [0, ] x [0, 7], alors gy
vérifie :

k272
Jr + 2 9k = 0 dans [0,T7],gx(0) = yor = (Yo, P
on a donc :
(7k2772t)
gk(t) = yore' ™ 2

on pose :

0 Ck2n2t

s(yo =3 (5o, B)e! 7 Py(2)
k=1

Les condition (a) et (b) sont vérifiées par la famille d’opérateur (s(t));>o. D’autre
part on a :
lim 1S()yo — Yoll 20y = O

Ce sont ces propriétés qui permettent d’étendre la notion d’exponentielle d’opéra-
teur au cas des opérateurs non bornés .

13



Chapitre 2

Quelques méthodes de
régularisation d’un probleme
parabolique

On représente dans ce chapitre les notions de problemes bien-posés au sens de
Hadamard, quelque exemples de problémes mal-posés, puis, on donne des méthodes
de régularisation connues comme la méthode de Fourier, la méthode de Morosov,
la méthode de mellification et la méthode de quasi-réversibilité.

2.1 Problemes mal-posés

On dit que le probleme :
Az =y (2.1)

est bien-posé au sens de Hadamard si 'opérateur A a un inverse continue de Y
sur X ou X et Y sont des espaces vectoriels normé és, s’il vérifie les conditions
suivantes :
1) Existence : pour tout y € Y, il existe une solution x € X.
2) Unicité : pour tout y € Y, il n’y a qu’une seule solution z € X
3)Stabilité : La solution x dépend continuiiment de la donnée y
Si I'une des conditions n’est pas satisfaite, le probléme précédant est dit mal-
posé au sens de Hadamard.

Exemple 2.1 : On considére une matrice A sur R qui a p € N* lignes et n > p
colonnes. le probléme du calcul de x € R™, en résolvant [’équation Ax =y, est un
probleme mal-posé. Premierement, il n’est pas du tout sur qu’il existe une solution
a ce probléeme : pour garantir l'existence il faut supposer que y € Im(A). Ensuite,
la solution n’est pas unique puisque l’application linéaire associée a la matrice A

14



n’est pas une bijection. Dans ce cas, il y a une infinité des solutions puisqu’il suffit
de rajouter un élément de ker(A) pour en obtenir une autre.

Exemple 2.2 : Considérons l’espace de Hilbert 1?de la dimension infinie tel que :

+o0
T = (v1,T9,73,...,2,...) € 1> = (Zx ) < 400, et ||z]p = (Zx?)

i>1 i>1

Soit A : 12 — 12 un opérateur diagonal dans I? tel que :

i) [E3 Tn
A — . —_— e
T = (xla 2 3 ) n ) )
Considérons le probléme :
Ax =y

Uinverse A=Y de A est donné par :

Aily = (91:292,"' 7nyn7"')

Donc on a Uezistence de la solution de ce probléme pour un certain y € 12, et on
peut encore montrer facilement ['unicité de la solution. Premons maintenant :

1
n = 070’...’7’0’...
Yn = ( NG )

donc
A_lyn:(ovoa'” a\/ﬁaov"')

Ynll2 = ﬁ — 0 lorsque n tend vers 400 , mais HA_lyn”l2 = /n — 400 lorsque
n tend vers +o0o. Donc on a pas la stabilité de la solution d’ou le probleme est
mal-posé.

Exemple 2.3 : Soit le probleme suivant :
Au=f

A€l(H,F), H, F des espaces de Hilbert.

Si A est compact et R(A) non fermé alors, le probléme est mal-posé.

R(A) est non fermé = A~'est non borné = la troisiéme condition n'est pas
donc vérifie. Le probleme reste mal posé.
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Exemple 2.4 : Soit l’équation différentielle

Cette équation admet comme solution
u(r) =1— e
Si la condition initiale est donnée par u(0) = ¢, la solution est alors :
v(z)=1—(1—¢)e®
De sorte que la différence s’écrit :
v(z) — u(z) = ce®
Si x varie dans Uintervalle [0,30], on a :
v(30) — u(30) = eeBV ~ 1013¢

Si la précision des calculs est de 10710, le probléme est numériquement mal-posé,
que mathématiquement bien posé.

2.2 Meéthode de régularisation de Fourier

On a utilisé la régularisation de Fourier pour les problémes mal-posés suivants :

1) Le probleme de la chaleur rétrograde homogene.

2) Le probleme de la chaleur rétrograde non homogene.

En général la solution de ces problemes existe avec des conditions restrictives
sur I’état final. On trouve la solution exacte et on recherche la solution approchée
par la méthode de régularisation de Fourier, et on donne une estimation de ’erreur,
et sous certaines conditions on obtient une estimation du type Holder.

2.2.1 Probleme de la chaleur rétrograde homogene sur I’in-
tervalle infini

Soit le probléeme suivant :

Up = Ugy —o<r<+oo, 0<t<T
u(z, T) = ¢r(x), —oo<x<+00

16



Il est facile de voir que la solution u de ce probleme est donnée par la transformation
de Fourier :

u(x, t) = €T G (€)de (2.3)

K

ou pr désigne la transformée de Fourier de ¢r.
Démonstration :

0%*u

ou
Ut = Ugy 7(1’775)—7(%',15) =0
_ =3 0 Ox?
Lot 5t { " w12 el

On a :

F(Sr @) = e Flul@ H) (2.4

Dans la transformation de Fourier on choisit supp(u) € R = 3 R > 0, supp(u) C [-R, R].

Donc : n
0%u 1 0%
Fl=—(x,t :—/ (—i€0) Z (2 )d
<8x2($ )>(5) 2 Re Ox? (z, 8)dz

On integre par parties on obtient :

17 a 1 /

u
/e ~iéa) tydr = —— [e(_zﬁx)u(x,t)} + i€ / e Dy, t)dx
27T n 2m n



F(o—5(x,0)e = —&F(u(z,t))e) (2.5)

Soit le probléme :

De ( 2.4) et (2.5) On a

D’ott on obtient
a6 1) = e©T a0 (€)
O 0(&, ) est la transformation de Fourier de u(z, ) et 4(&,0) = e© TGy (€), ainsi :

ul,t) = m / €€, 1)dg = F / (i60) (€00 5 () g
Alors :

u(x,t) e e T 50 (€)dg

L

est la solution du probleme.
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Régularisation de Fourier et estimation de ’erreur

Pour t = T on prend o7 (x) la solution exacte et ¢.(z) la solution approchée
de pr(z), 11 existe une constante § > 0 telle que :

lor — @3 <6 (2.6)

On note :pg(x) = u(z,0) et E une constante telle que :

+o0
Iollze = ([ 120(©) (14 €)°de)s < B,¥s 2 0 (2.7
On a ||u||L2UR) = ||al . ou u(z,t) est donnée par (2.3) est une solution exacte ,
et :

+o00
1 €x 2(T— ~
s max (@, 1) = Nir / QD) (ET=0) 30 () e (2.8)

est une solution approchée de la solution exacte u ou &, est une constante posi-
tive. L'intervalle [—&max, {max] compact est tel que s e max(, ) existe et est unique
et stable, Zyayx est la fonction caractéristique de l'intervalle [—&pnax, Emax) -

Lemme 2.1 : On a
Ju(z, ) — ts g max(, 1) ||

_ 51
2
—(T —1t)s E
-4 L E 2T In (5)
<ETTT <1n (5>> 1+ — (2.9)
1 FE ENN o1
() (e (5))™
0t u(z,t) et Usemax(x,t) sont donnés par (2.3) et (2.8) ot :
E 1 E —s\\ 1
G = () (257! (210)
Démonstration : On a
||u<x>t) - u&EmaX(xvt)HL?(R) = ”ﬁ(wi - aé,émaX(% t)HL2(R)
H (Tt ) N e(E(T— t))SOT(é)DSmaX + 6(62(T—t))¢T(5)$maX _ 6(62(T—t))¢5T(5)xmaX

2(7_ ~ 2
< et f”soT(f) T (T

+[e €T Gr(€)amax — €T NG (E)Tmar
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( / €T 5 ) (1+¢)°

€‘>€max

Puisque :

Alors :

é‘ >£max

ey AP AEE) |
( / ‘@( ¢ >¢0(5)’ (1+§2)5d5> +<

&]>Emax
< e(_§2t)
sup ———
|€]>Emax |§|8
Puisque :
Donc

e(_€2t)
sup  ——5—
1> Emax €]

< s S ol + s (€0
Comme
{ HSOOHHS < E.
et | @r(€) = 59| = |er(€) -
Alors
o(—€20)
(&
sup ol gs + SUP e
elotma €7 €] <Emax

[ eera +€2)Sd€)
Emax

(1+&%)°

et @0(

Br () = {

Pr(€) = e=EDa g, 0)
(¢

§)
P
0

| etz o

1

3

[ 120©F (1 +€yde

&[>Emax

{ leale = (T lou(e)F 0+ €y
et |leoll s

€[>&m:

(=€)

20

]

e(_£2T) @0 (5)

0)

£);

€]

£1<€max

< gmax

» 1€] > Emax

| ngax

1

J

< L.

1
2

sup €00
€]<Emas

2

€] <&€max

[

('E<Emax

( / €T (¢) -

/

| <&max

~0

D |er(&) — ()|

HO) <o

T ||ior(€) — @38

Y1

~5
YT

/ ’6(52(T‘t))(955T(5) _ ¢T(5>>’2 d§>

€l<€max

/ -0 (g8 ¢) — @T(é))F dg)

&) —¢r(©)| d&)

&) —¢r©)| df)

N|=



6(7§r2naxt)

< S E_i_e(é?mx(T*t))(g_
|€max|
Tel que :
FE 1 FE S 1
$max = (In(()7T(In(—))"27))2
) )
- 3

E =t S(T—t hl(g) . S(T—t)

= ()T () T B | BT ()T
1 E -
Zn(= =) 2T
() n(n(5)) 2T)

B St B o= St S  S(T-t) 100 1.
Pulsque . (11’1(3))271 (h’l(g)) 2T = 1, et ﬁ_ﬁ = —T et (5) T 6 = (g)
Donc :

_ prtet (D)) ( In(§) )2 + B o (n(5) 5
0 LIn(Z)In(In(%))~27) 0

Ainsi (2.9) est démontrée.

Le choix de &ax

Pour trouver une estimation de stabilité de type Holder, On choisit &,,.« par la
formule (2.10), c’est-a-dire :

Emax = (1n((?)%(1n(§))2%))%, ou 1n(§) >1, Vs> 0

Démonstration : D’apres le lemme (2,1), on a :

6(76215)

llu(z,t) — usgmax(x, )] < sup ——=—E + sup eE(T-0) s
€1>€max €] €[ <Emax
_£r2naxt
S e|(£‘s)E + e(ggnax(T_t))é — e(_tégnax) <8E + e(&?naxT)5>

+ 6(§r2ﬂaxT)5, pUISque 6(_t§r2nax) < 1

— 58
max
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Donc :
_|_ e(ggnaxT) 5

[z, 1) = usgmax (2, )| <

é’ s
max

Et par Holder on a :
||U(l’,t) - ué,ﬁmax(l‘,t)H < 2E1_%6%
Par (2.11) (2.12) On trouve que :

E

S
max

+ ey < 9E\- 15T = BIRGT 4+ BR6T

E o0\T 5 T
o (E) ot TSk <E>

OI] pose M — e(&?nde)(s

Donc :

M M

1)

Tel que :
vt (2 8)
E~ FE E)] —
Puisque : 2 2
0 E
(1“ E> =(n5)
Donc :

VAN
3
A/~
| >
~——
|
U
F|-
IN
/
= =
N——
5
I
7
Ecn
%
|
7 N
> |
N——

(2.11)

(2.12)

(2.13)



Comme :

0 )
On a
2 2t 2 2t 2t 4o
E S E E s E s
M>E<lng> (> 2E(1n5> (lnd) —E<1n5>
Puisque
2(L+1) £
M>E<lnE> >E<1nE>
) )
Donc .
M>E (m ?) et M = eTEmg
(T€2,0) EN~*
= e\ Smaxy > F lng (2.14)
2)
(T€2,00) B\ B\ (T€2,0,)
e maX(SgElng :>M§Elng tel que : M = e\ Smax)§y
Puisque
5 (BY s () o (2) () s
=" \E) = \"E ] \"E
Donc . ) ) ,
<) 1<e(2) (L) (me
E E E E
ENE [ BN SNT (6\P (o)
< - - - _
M—EQH 5) (m 5) (E) (E) (m E)
) —2s E —2s
tel que : <ln E) = (ln 6)
Puisque

(o3) -5 = (n5) -5
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Alors

E - 5 —2s 5 2s
< FE(ln— — —
(n 5) (E) (E)
Puisque
—>0>—2s S\T 5\ %
T, o (E) =)
=<1
et i <
Alors .
M < E(1 Ey: 2 E\ "2
= < n 5) = M =eTad§ < B (ln ) (2.15)
et : M = eTenax)§ J

En utilisant (2.14) et (2.15), on a :

M = T&hax§ <E (ln ?) :

par (2.13) on a :

> b

)%(ln(g))_g))é pour ln(?) > 1. (donc : £ > 1 ) ; Vs >0

émax = (ln(( 5

Remarque 2.1 : Il y a plusieurs solutions qui approchent la solution eracte mais
pour trouver la solution qui est trés proche il faut choisir Emax qui donne [’estima-
tion de type Holder pour laquelle on a la stabilité.

2.2.2 Probleme de la chaleur rétrograde non homogene

Soit le probléme suivant :

{ut Uz + [ (2,8); —c0<x <00, 0<t<T (2.16)

u (I7 T) = ¢r (ZL‘)

Il est facile de voir que la solution uw de ce probléeme est donnée par

T
sei= 3 oo (s 050 Joengon)a
t

En effet
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Preuve 1 : En utilisant la transformation de Fourier on a

:>{ <?’#(x t) - %(wat)—fx,t)):()

Donc par (2.5) et (2.6) on a

{ Ot (€,8) + 20 (&,1) = f(z,t) (2.18)
et :

On pose : y(t) =10 (&, t), donc

{ Ot (&,1) + €0 (&,1) = f(x,1) :,{ y (1) + €% <>=f<t>
et 0(ET)=¢r() y(T) =¢r(€)

On recherche la solution de l’équation par la méthode de variation des constantes :

Y (6)+ &y () = f )

On pose :
y(t) =WV (t)
o0y = WV () = (1) = wh v
Alors :
F 0+l =10 = (Wi + v ) s ewovio =
W (t) (C?t/ + 5%/@)) + V(t)cg/f —f)=0
W +V(t)=0
{ V()L = f(t)
:>Ciit+§ V()—O:Ci;t/ —¢ V():>C?//:—§2dt:>V(t)—e(52t) (2.19)
et V(t)dg;/ = i) = dg;/ ‘f/Et; = dWV = ‘f/g;dt = (&) f ey ar
=AW = eE) F () dt = W(t) = C + / (&0 7 (1) at (2.20)
Donc :

00 (0 [ 18) =t =99 (4 [0



On aura :

Régularisation de Fourier et estimation de I’erreur :

Comme :

[e'e) T

1 .

(e 1) = e“&”( (ET0r () + [ o) )ds, et u(z,1) = ¢r (2).
—00 t

u(svfmax ('r7 t) Y~

00 T
/ oli€2) <€(£Q(Tt))¢T (€) Xmax + /6(52(34))]? (s) Xmaxds) dg.

Vo,
T
Soit g —3°| < Bonget) = [Cf(s) (2:21)

t

Lemme 2.2 : Si on choisit {nax par la formule (2.10) et (2.21)
alors :

[u(, 1) = s gas (,1)]],

IHE 2 6 B %
(%1n<?>+lrf(ln?)%> +1+E(1“5)] (222)
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Preuve 2 :

+€(_£2t> (6<£2T)95T (f) Xmax — /6(525>f(3) XmaXdS)

t

_e(_§2t> (6(£2T) (ﬁg‘ (f) Xmax — /Te(gzs)fé (8) Xmaxds)

t

o(—€71) (e(SQT)QgT () — €(§2T)80T Xmax) (/Te Xmax) ds)

T
201 . _£2¢ 2 A £
-+ ‘ e(é T t))gogq (5) Xmax — 6( ¢ ) (5 T) Xmax +€ /6 Xmax - 6 ( )Xmax) ds

(5 >§max

IA

IN

+</

§|>§max

S 6(7£r2naxt) ( /
§|>€max
+€(_§r20ax(T_t)> ( /

glggmax

Soit




be(samm)( / @%@)@T(&)ng)

€| <&max
et

13</

€l<€max

1)

I = e(—Ehaxt) ( /

£1>Emax

< o(—Ehast) ( /

&[>Emax

+

Tt —
|3
Tt~
A

T
puisque : /:
0

l T
0

. <7|aog (1+¢) dg)

() [ Traoep AHEY o) o el
- (/' OO ey ®) < e
-

6(_§Enaxt> Sde
= < & 140, &) ;s < & E.
Ainsi on a :
e<_‘512naxt)
L < E. (2.23)
Eimax
2)
s A . 2
Iy = e(Shax(T “>( [ | ©-ere) dé)
f‘gfrnax
2 b 2 2
<1, =l X<T—f>>< JAEAGEEAGI df) < el lop — h| < 8

1
2



= Iy < e(EasT0)5, (2.24)

3)

(S

I3 = ( / e(=€%1) /Te(€25) (A(s) —f° (3)) ds| d¢

§1<Emax

N|=

T 2
( [ €)= ) (s as| dg
| <&€max

t

S X 2 N\ . .
<([ "l -genf a) =o-a)<s
< (2.25)

Par (2.23), (2.24) et (2.25), on a :

R R e(_£r2naxt) 2 .

|a(z,t) — s g (2, t)||L2(R) <——E+8+ o(Eax(T-0)) 5

Puisque :

o(~€2unt) E 481 e(GuT0) g5 < E + B+ Gy
Alors :

_|_ /B _|_ e(ﬁ?naxT)(S' (226)

||ﬁ’(x’ t) - aé,frr)a)c(x?t)HLQ(R) S gs
max
De (2.10), on a :
[a(2, 1) = s g (2, 1)

s

2
_sT

1 ENT / [\ 5T
m(2) smne) F| VT AT

i, 1) = 56 (2, 6) | e

N|w

E\"3 In £ B/ B\ 1
§E<l ) : +<1 ) + =6
V() smmey | BV T

Ainsi (2.22) est démontrée.
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Choix de &y :

Pour trouver une estimation de stabilité du type Holder. On choisit :

0<B<E (ln ?)_S . (2.27)

Preuve 3 : Par le lemme (2.2) et l'estimation de (2.26) et par ['estimation de
Hélder (2.12). On a

E 2 L t oot
( ; +B> +eleT)y < 2B F5 = EIH ot

max

Alors
~ o< El-T§T (2.28)
et
e(&aT)5 < gLt o7 (2.29)
1) Comme
S
EN\ "2
0<B<E (m 5) , (2.30)
On a

Donc

Et on a




Alors

IN

E t ot ) % 1 5 %
<EVTéT=E(—=] = N L s
rsnax N ot (E) S <E‘> 5max -

2t ot
ST E
T€ > Tn (?) T T 5 (T0(5)T)
On pose

2(£+1) 3
:>M2E(lnE> ’ zE(lnE) 2
5 )
£\ 2(E+) E\"3
Puisque (ln 5) ’ > (ln 5) 2
On a
2
M > FE (In g) = Tl § > B (ln )
et M = eT&ha)§ N 0

2) Par (2.29) on a

)%

(2.32)



Puisque

= M =Tl < E (m E>_2

Donc par (2.32) et (2.33) on a :

J

_s
e(Tﬁn“"M =F <ln E> ’ = e(T&%“”J = ? < E

d’ot

pour : ln% > 1, Vs > 0.

Ainsi le choiz de &nax €St prouveé.
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Remarque 2.2 :

1) Pour trouver une estimation de type Hélder il faut choisir B tel que :

0<ﬁgE(ln§)

sous les conditions du lemme (2.2).
2) St : s =0 alors d’aprés l’estimation (2.22), on a

= o) = gl < B |24

B

= Nu(,0) — tsg0nn (2, 0), < B |2+ E] VI

Donc l'estimation d’erreur est bornée par : 2E + f3.
3) Soit :t=0etd— 0" et s>0. Alors

3
2

. _E E
60— 0 :>—>+oo:>1n—>+oo=><ln) —0

5 5 5
= i In 5 5 T
1m — 5 fry 2
-0+ % In (%) +In (ln %) 2T
o In £ ’
E (111 5) 14 s 50

%ln (%) + In <1n %)_%
§—= 0" ets>0.

Donc la solution est stable pourt =0 et 6 — 07, s > 0.

2.3 Méthode de Tikhonov

2.3.1 Principe de Morosov

(2.34)

On donne ici un exemple de méthode de choix a posteriori du parametre de
régularisation. On expose la plus classique de celles-ci, “the discrepancy principle”
de Morosov ou le principe de décalage de Morosov. D’apres Kirsch, on présente
un principe basé sur la méthode de régularisation de Tikhonov. On assume que
A X — Y est un opérateur compact et injectif défini entre les deux espaces de

Hilbert X et Y avec une image dense Im(A) C Y.
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En étudie encore I'équation Az = y, y € Y. On calcule maintenant le parametre
de régularisation a = a(d) > 0 tel que la solution de Tikhonov correspondante est
la solution de I’équation :

Oéxa’6+A*A$a’5 :A*yzS
et elle est le minimum de :
2 2
Jo(7) = [[Az — y||” + a[|2||

qui satisfait a I’équation :
Agx™d — y5 =4

On note que le choix du principe de “discordance ” garantie d’une part que 'erreur
0 est minimum, d’autre part, a est trés petit.

Théoreme 2.1 : soit A: X — Y est un opérateur linéaire et compact avec une
image dense dans Y. soit :

Av=y,ze X,y Y,y’ €Y tels que: H?J—ZJ(SH <o < Hy(SH

soit ) la solution de Tikhonov satisfaisant HAa:a(‘;) — y‘;H = § pour tout § € (0,dp).
Alors :

a)x — x pour & — 0. Donc “the discrepancy principle” est admissible .

b) soit v = A*s € A*(Y) avec ||s|| < E alors

on‘((s)"s — x” < 2VOFE

Pour cela “the discrepancy principle” est une stratégie de régularisation optimale
sous condition ||(A*) 'z < E.

a(0),0

La détermination de «(d) est équivalente au probléme de trouver la racine de
la fonction inclusion de la forme

c10 < HA:EO“((S)"S - yéH < 0

est suffisante pour prouver les assertions du théoreme précédent.
Dans le théoréme suivant, on prouve que l'ordre de convergence Ov/§ est
meilleur pour le principe de décalage de Morosov.

Théoréme 2.2 : Soit A un opérateur compact et soit «(9) choisit par le principe
de décalage. On assume que pour tout x € Im(A*A), y = Ax # 0 et pour toute
8p ~ 0 et y’ €Y, tel que :

<4, et Hy‘;“

ly—y >0,
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a(dn),0

pour tout n. La solution Tikhonov correspondante x" = x On - converge vers x

plus vite que /9, vers zéro,

1
Vo

alors l'image Im(A) est de dimension fini.

|lx™ — x| —0

n—oo

2.4 Meéthode de mollification

On considere le probleme de la chaleur rétrograde homogene suivant :

uf =u?, . tq:zeR te€(0,7)
2.35
{ et fu(,T)=e()lL,m <e (2:35)
Hu(.,O)HLp(R) <FE. (2.36)

Ce probleme est un probléeme mal posé.
On associe au probleme (2.35) et (2.36) le probleme de mollification suivant :

xx)

u’ (z,T) = 50 (¢) (2)

C’est un probleme bien-posé. Par un choix adéquat du parametre de mollification
on établit une estimation d’erreur du type Holder. En réalité pour p = 2 la méthode
de mollification n’est autre que la méthode de la transformée de Fourier a support
compact.

{uf:u“'xER,te(O,T) (2.37)

2.4.1 Résultats auxiliaires

Pour la méthode de mollification on utilise les résultats auxiliaires suivants :
a) On rappelle que la transformation de Fourier de ¢ € L; (R) est définie par

FIA© =26 = o= [~ (@) e s
b)VK e L1(R)et fe L1 (R);1<p<ooona:

Kf (@)= [

—0o0

CK@-p Wy = [ K@) fy-a)dy

—0o0

Keli(R)etfeLl,(R)=Kx[felLy(R) et |[Kxfl, <[K] I/,

On note : [|.||, g par |.[], -
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Définition 2.1 : La fonction g (z2),z € C, est une fonction entiére exponentielle

de type v, si elle vérifie les conditions suivantes :

1) C’est une fonction entiére c’est a dire g(z) = 3 apz®, a coefficients ay , et la
k>0

série converge absolument, Vz € C .
2) Ve >0, A, un nombre positif ¥z € C , tel que g(z) < A el(vFo)l2D),

Définition 2.2 : On note m, , = my, (R) , (1 <p < o00), l'ensemble de fonctions
entiéres exponentielles de type v, de la variable réelle v € R, d valeurs dans Lp (R) .

Théoréme 2.3 : Si f € m,, = f est a un support dans [—v,v].
Théoréme 2.4 (L’inégalité de Bernstein-NiKol’sKii) :
Si f €muy= |0 <o lfl,n=1.2...

Théoréme 2.5 (Le Noyau de Dirichlet) :

sin (VX
D, (z) = (vz) dit noyau de Dirichlet vérifie les conditions suivantes :
x

1) c’est une fonction entiére exponentielle de type v, dans l'espace L, (R) telle
que : D, (x) € my, C Ly (R) .

K 2 . { 1; sur [—v,v]

;Du () = 0; a extérieur de [—v, v

3) L% D, (x)dz=1 (v>0).

4) Pour f € L,(R);p € (1,00); la convolution :

o0

so(f) @)= —Duxf=— [ D) f(=y)dy

vers my,, et H%Dv * fH <l fl

de p
5)Si:wemy,=s,(w)=uw.

o0 OU 2 ¢p est une constante dépendante seulement

6) F[D,* f] = f sur [—v,v].
7) ||f_sv (f)HpS (1+CP)EU (f)p

Ici : B, (f), = infgem,, If — gll, est une bonne approzimation de f dans m, .
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Théoréme 2.6 (Noyau de La Vallée Poussin ) :
1 — 2
La fonction :'V = - o8 (va) QCOS( va) , ou v est un nombre positif; est dit

v x
noyau de La Vallée Poussin et vérifie les conditions suivantes :

1) Elle est une fonction entiére du type exponentiel du type 2v dans l’espace
des fonctions bornées et sommables sur R.

2) 71rf°°00 WV, (2)] dz < 2v/3.

1 1
3) Pour f € L, (R), la convolution M} (f)(x) = =Vixf = = [2_ Vi, (y) f(x— y)dy
T T
appartient @ Moy, p

2.4.2 Méthode de mollification et stabilité

Soit ¥ une mollification de ¢ par convolution avec un noyau du type Dirichlet

w“zsu(w)(x):iDUw:l/w D, (y) * ¢ (v — y) dy.

T J—00

Sip € L, (R) = ¢ = s, (¢) () € my, . Soit le probleme de mollification suivant :
{ uw’ =ul;x €R t€(0,T)

xx)

u (2,T) = 5, (9) (1) (2.38)

Estimation de la stabilité

Théoréme 2.7 : Soit ¢ € L,(R) avec p € (1,00); alors le probléme (2.38)
admet une solution unique et ¥t € [0,T], la fonction u’(.,t) € my,, et on a

2 1. F
[u” (), < jr—pe((T_t)“ ) lll, . Si on choisit : v = \/Tln; dans le probléme

(2.38), alors :
la (&) = u(Oll, < (2 +5) FEF vt e 0,7 (2.39)
m
ou : ¢ = (14¢p) (1 +2\/§) (2 avec u solution du probléme (2.35) (2.56) et
w? () = D) () (@),

Preuve 4 : puisque ¢ € L, (R) donc ¢ € my,,, alors le probléme de Cauchy dans

My @ une solution unique , et u' (z,t) = e((t_T)dQ/dIQ)sv () (x). Par l'inégalité
de Bernstein-Nikolski on aura

_ . > (T —t)" d*"
o 0, = [T, () @] = |35 T, o)
= n! x )
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a* > (T—-t)" ,
< < M 2n
Z e @ <5 s @l

On a d’aprés le théoreme (2.4) : Hf(")H <o |fll,, si f € myyp. Dotiona:
P

< 0™ [lsu (),

(w)emup:‘Hd 550 () )

Donc, en prenant s, (p) = %Dv x @ dans cette inégalité, on obtient :

i (T —t)v*)"

P n=0

. 1
Ju (), < | 2Du e

n!

Comme d’apres le théoreme (2.5), on a ||Dy x|, < ¢, |||, , alors :
v & )2
(Ol < 2 flell, el ) (2.40)
Considérons maintenant le probleme suivant :

xx)

wy =wl sz eR e (0,7T)
{ U(x,T) = sy (u(.,T)) () € myy (2.41)

1l est clair que ce probleme est bien-posé : .

[u? () =u (0, < lu” (1) =" GO, + o (8 —u (0l (242)

Comme w’ (z,t) —u’ (x,t) est une solution de probléme (2.38) ot s, (), est rem-
placée par s, (u(.,T) — ¢ (.)), vu que : [[u(.,T) — ¢ ()|, < e. Donc par (2.42), on
obtient : c ,

o (8) = (. 0)ll, < Zel ) Ju(, T) = o ()]

p

< 2e(T0) oy € [0,7) o Jju(, T) — o ()], <e.

T p=

Alors :

o (o 8) = (D), < ZelT07)e, vt e [0, 7] (2.43)
T
Il reste a prouver Uestimation [|w® (.,t) — u” (., t)[|,, pour cela on pose :

1
At

St u(x,t) est solution de l'équation de chaleur et u(.,0) € L, (R),1 < p < oo on
a:

K (z,t) = e(%Z),‘v’t >0 (2.44)

u(z,t) = /OO K (x —y,t)u(y,0)dy, vt €[0,T]

—00
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Puisque :u(.,t) € L, (R),1 <p < oo. et : w” (z,t) = s, (u(z,t)) . Parla condition
(7) du noyau de Dirichlet on trouve :

[ult) = (O, = [luCt) = so (ul D), < (14 ¢p) By (u (2, 1)),

rollf =so (DI, < A +c) By (f),. Estimons E, (u(z,t)),. On note que h est
une fonction ar’bztmzr’e dans m, 1. Alors toutes les fonction W e L, (R),1 < p < oo;
la fonction h + VU € my,,. Donc :

Vh € my1 = B, (u(z,t)), = inf ||u( t) —gll, - puisque : hxu(.,0) € my,,

gEMy,

Ey(u(,t), = nf llu(,t) —gll, < IK(.8)*ul,0) = hxul, 0],

gEMy,
< [|[K(.,t) - hH1 [uoll, < By (K (1) E, car [Juoll, < E
= By, (u(z,1), < B, (K (1), E

D’autre part on a :
E, (K (1), < (14 2v3) ePel~")
Alors
lu(t) = (5 0)l], < G B, avec ((1 +¢) (1+2v3) e@)) (2.45)
Ainsi & partir de (2.42) (2.43) et (2.45) on déduit :

(1) —u (. t)]], < 2elT0)e 4 & o2 Bt € [0, 7]

T
1. B
Siv= Tln ;Alors

v C
[l () = (0, < =

Ainsi (2.39) démontrée.

3
it i 3 <2> (~v%)
Proposition 2.1 : Si0 <v < 5 alors B, (K (., 1)), < (1 + 2\/§) e e :

v est un nombre positif.

3
Proposition 2.2 Pour v > 1/% = E, (K(,1), < o(=1?)

SHES

39



Remarque 2.3 : Le théoréeme (2.7) affirme que le probléme de mollification est
un probléme bien-posé. Si on choisit correctement le parametre de mollification on
trouve [’estimation d’erreur de type Holder.

Théoréme 2.8 : Soit p € (1.00) et uy et uy deux solutions du probléeme (2.35) et
(2.36) alors :

lur (o) — s (D)), <2( —|—cp>5TE1 . Vi e[0,T]

Démonstration : Soient u solution de probleme (2.35) et (2.36) et uj solution
du probleme (2.38). D’apres le théoreme (2.7) :

I (. 8) — s (D), (+c>
et flug (,6) = w (0l < (2 +5

= Jlus (1) = w2 (0, = llua (1) = (1) = uy (1) + w7 (0],

Puisque le probleme (2.38) admet une solution unique donc uj (.,t) =
on a :

eTE'"T ¥t € [0,T]
>% ~ vt € [0,T]

||U1 (>t> — U2 (7t)”p < Hug ('7 t) — U2 (7t)||p + Hullj (7t) —u (7t)Hp
( + cp> eTET 4+ <Cp + c},) eT BT
s

=2 ( + cp> 5TE1
T
Alors : .
s (+8) = w2 (0, <2 (2 + 6 ) eF B F vt € [0,7]

Remarque 2.4 : Dans [10] on wutilise la mollification par convolution avec un
noyau du type de la Vallée Poussin. Le théoréme (2.8) est une amélioration im-
portante du résultat suivant : Il existe une constante c*, telle que :

lus () = uz ()], < 4V3((B) T et + (e B) T eir) | vt € [0,7].

Remarque 2.5 : La stabilité dans les théorémes (2.7) et (2.8) ne donne pas l'in-
formation sur la dépendance continue de la solution en t = o. Pour cela on prend
la condition du théoréme (2.7) o E v sont deux constantes finies positives et
w(u(.,0),h), < ERY,Yh > 0. Iciw (u(.,0),h), est le module de continuité de la
fonction u (.,0) € L, (R), au sens de la métrique de l’espace L, (R). On pose que

40



sit=0= E,(u(,t), =w(u(,0),h), tel que h dépend seulement de v. Le
théoréme (2.9) suivant affirme que pour t = 0 et si on pose :

w(u(.,0),h), < ERT,Vh >0
et
lu.,t) = (O, < (L +6) Bup (u (1),
et si on pose : w' (z,t) = S, (u(.,t) (x)); alors :

[u(-,0) =w” (L 0), < (1 +¢) By (u(-,0)), < CE—

et

Siv= \/5% lng , tel que [ est nombre dans lintervalle [0.1] alors :

Cp = ~ 1. BN~
UC0) — . < g ( 1 )
lu®(.,0) u(,0)||p_7TE5 + ¢k BTln6

Théoréme 2.9 : Sous les conditions du théoréeme (2.7) , et soit 5 € (0,1)

1) Siu est une solution de probléme (2.35) et (2.56) , et si dans le probléme

1. K
(2.35) on choisit v = Hﬁfln = Alors :

lu? () —u (D), < <C;E’B_151_5 4 5p) SEE-F e (0,7

2) S’il existe deux constantes E v telles que
w(u(.,0),h), < ERY,Yh >0

On aura pourt =0 :

~

[u”(-,0) = u (., 0)]

p

c ~ 1. K
< PEPeP ~E( —1 )
o £oTrG ﬂT " €
Preuve 5 :

1) D’apres le théoreme (2.7) on a :

[u(t) —u (., ), < D (1=t 4 Epe(_“’2>E = <Cpe(T”2)€ + Ep) () g

T s E
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2) Si
t=0=E,(u(.,0)

Par le théoréme (2.7) on a

=w(u(.,0),h), < ER7,Vh >0

p

[ulst) = (Ol < (1+6) By (ul., 1))

p

Si

t=0=|lu(,0) —w(,0), < (IL+e)w(u(,0),h), <EL,Yh>0

P
Ot w (u(.,0),h), < ERY et on a

[u”(,0) —u (., 0), < [lu”(-0) = w” (,, 0)l, + lw” (-,0) — u (., 0)]]

p

O

_ D (Tv?), +(1+¢) ERY

T
< PRPIP 4 & Bl
T

Sih=1
y c 5 - =~ {1\
\m(wm—u(ﬁmpgiE%lﬁ+%E<v>
1_E
Siv=1/B=In"
T v ﬁTng
v c _ o= 1. EN 2
Hu@m—u@mmgim%ﬁ+%E@ng>

Notation 2.1 : Le cas p = 2 est simple, On utilise la transformation de Fourier
dans Ls(R), et on a la stabilité dans ce cas. Le cas p # 2 est trés difficile et
généralement la transformation de Fourier pour les fonctions dans l’espace L,(R)
ou p > 2 est une distribution.

Théoréme 2.10 : Sip = 2, u est une solution du probléme (2.35) et (2.36) et u’
est une solution du probléme (2.38) alors :

1) Si

) (2.46)



Alors
ot t) 0™ ()

otnoz™ otroz™ ||,
t t 1 m—+2n
267 B (- In(E)) T sim42n <2t Yt €[0,T)
<
- 2 m—+42n E m+2n t t
(1 * (m; n> : ) (zIn(=)) * erEY7;sim+2n>2t, Vte€[0,T]

£
tel que :n ,meN et |lu(.,0)], < FE

2) pour s >0 et E; >0, et

a0l = ( [ late.o)P @+ s?wg) <E. (2.47)

S7 on choisit
. Jm ((Es)T (@)”) 048
€ €
Alors
o (L) 0™, t)
otnox™ otnox™ ,
1 %+n . 1_% ES 7(T*i)%+n+% s
(T) et | (m(g)) (1473 +0(1))
Sim+2n—s<2t Vte[0,T]

S+n ¢ —(T—t)=+n+2 _
)7 () (s e
9

Sim+2n—s>2t, Vte[0,T]

Pour démontrer ce théoréeme on utilise le lemme suivant :

Lemme 2.3 : Soitc>0,p>0etn>1ona:
. p _ _
(1) Si . < 1, alors sup,>, (e( Cy)yp> < el=ew)pp,

(2) Si Zg > 1, alors sup,>,, (e(*cy)yp) < (%)Pe(*cy)n:ﬂ'

Preuve 6 :
a) On montre que

o (L) 9wt 1)

<w
otrox™ otrox™

2
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Si la solution est donnée par :

u(z,t) = e©ETy(z, T)

Alors :
a(z,t) = €T Doz, T) = €T F(u(z,T))
u(z,t) = @Dy (z, T)

(@, t) = €Dy (2,7, € € [~v,0]

o ] ©) 0]
v | Flul (&), pour§ e [—v,v
Pl ) = { 0, pour & ¢ [—v,v]

Donc

am—&-nuv(‘,t) am—i—n v 7
ot"ox™ ﬁtné)xm

2\
d§ )

/ 8m+n v . t am-{—nwv(., t) (é_)
0t”(91:m otnox™

2\
df)

(/ (i)™ (€2 T [ (L, T) (., T) (5)1%)
< max([& ™) ETO || F (L T) —w (L T)] €]

‘F EDD * (¢ — u(-,T))] (€)

(/ ‘at” eI (1) — (. TI](©)

N |=

Um—l—Zne(v2 (T—-1))

2

m+2ne('u2 (T—-1))

25,17 (o - w11

_ vm+2n6(v2 (T—t))

=0

lo —ul, T)ll,

Puisque
A 1 sur [_ ,U]
\/;D _{ 0, hors [—v,v]
< Um+2ne(v2(T*t))5, puisque ||¢ — u(-7T)H2 €
Donc
o (L t) 9w (L ) 2
v ) < gmt2n (v (t=T)) \v4 =0.2,...et Vtel0.T
‘ 8tnaxm atnamm ) - (% e 57 n7m 9~y (& [ Y ]

(2.49)
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b)
8m+nu('7t) am+nwv('7t)

otndam  Otrdam

2
am+n . t am—l—nwv(.’ t) 2 2
(/ 815”81‘7” O™ ) (&) d¢

am—‘rn ) )
:‘(&@”Wﬂa—&wwwﬂ%ﬂﬂO

1
2)2

otnox™
Puisque y .
(&, 1) = T Dpr(6) = a(€,0) = € or(€)
Donc
am—&—nu(.’t) am+n 'u 7 _)) A o 9 %
(/i —ig)(—€2)e € @&%
E|>v
puisque

{U( 0) =w"(.,0); sur [—v,v]
et w(.,0) =0; hors [—v,v]

N

2

()" (-€)" ;

(04 25

1l

m+2n (52 —t))
Sfﬁ%’flm(ng ](/mfo (1 +&2)de

=

mE2n (&2(~t)) 00 1
:¢$F%+%z]W“Wwwwwwwmme«/m@w%+ewﬁ

Es S r‘?gx(‘ﬂerans 6(52(_75)))Es (250)

|| (€ (1)
< max .
l€1=v l (1+&2)2 ]
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par le lemme (2.3), on pose : p = m+22n_s ety =|c etn=1% etc=t.

sil<i1= sup (e(’cy)yp) < elmWpp

¢ y=n
Donc
m—+2n—s
S7 < 1= max (|£|m+2n—s 6(52(—t))) < Um+2n—se(1}2(—t))
N -
= max ([¢]"F2 0 ) < gz b¥0)
j€1*>v?
gi P >1,= sup (e(_cy)yp> < (p)pe(_cn)np

¢ y=n ¢

Donc

m—+2n—s m+2n—s m+2n—s\ — 2 e On—s
i > 1= max (|77 €0 < TR )
2t €202 ot

m+42n—s

m+2n—s\ — 2
— max (|£|m+2n—s 6(52(7”)) < ( > 2 /Um+2n—se(v2(7t))

€2 >0 - 2t
Alors
V") i+ 2n — s < 2t
m+2n—s 2/
%g}u{ [|€| 6(5 ( t))} S m+2n—s er227hS
- < 5 ) V") sim 4 2n— s> 2t > 0

(2.51)
Donc, d’apres (2.49)(2.51), on aura

| o (L) 0™, t)
2

otnox™ otnox™
(i) = 2 (T=t)g 4 "W OB g 4+ 20 — s < 2t

m—+42n—s

2
> Um+2n—s6(1)2(,t))ES7 sim+2n—s>2t>0
(2.52)

m+2n—s

2t

(Z@) — 'Um+2ne(v2(T7t))€ + (

1 E
1) Siv= ?ln(;),ets = 0. Donc

(Z) — Um+2n6(v2(T—t))€ + 'Um+2n75€(v2(_t))E8 _ <1 In <E>)



Puisque
m +2n
1 E 1 FE 2
- [y = (L (5)
v T n( 8) = 7 (2 i
V2T = lIl(*) = @(UQT) — et 6(fvzt) _ (7)_%
€ €
Donc
1 EN\ "5 JENTT
)= (Fmn{— =) 2E
@ (Tn<5)> (s)
1 E +2n
(i) = OF - TeT <Tln <>) ,sim42n <2t ,te|0,T)] (2.53)
€
Et

m+2n

(”) . vm+2n |:e(v2(Tt))€U2 N <m+2n> 3 e(v2(7t))E
a 2t

, sim+2n>2t>0

m+2n

) [ () (o] o
AV e \e < — ot :v=1/=In(=
1an ¢ mi2n
_<11 <E>) 2 <E)_TE 4 m+2n—s 3
T \e € 2
m+2n m+22n 1 E %271 oy
= 1 7]- _ E_f R
() T Ge(E) T e
Donc
m+2n %Zn 1 E WT+27L oy
i) = |1 Bl P pl bt g 5 5 -
(%) +< 2t ) (T n(a)) TeT, sim+2n > 2t,t € [0,T]
(2.54)

Alors par (2.53) et (2.54) et s =0, siv =

Tln(g),on a:

am-‘rnuv(.’t) B am-{—nuv(.’t)
ot O™ otndxm

2
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3

IN

m+42n

2) On pose v = \lln ((E;)% (ln(E;)>2) , On a

(i) = "2 (T=0)g 4 "B i 20 < 2t

s m +2n
1 E T :
m+2n_(v2(T—t)) — S i (03 (T—t))
v € lTl (5 (hﬂ(6 )) )] e
Et
T—-t)., (E E,\ 2 2 E E
2p gy = T =1, 5(1 ) = (T-0) — 5(1 d
v3( ) i B n( . ) e 5 n( -
Donc

Puisque :

Al E E
2F " TeT <T1n< >) ,sim—+2n<2t,tel0,T]

)
(T-t)
T
_s(T-t)
2T
Es

m—+2n 2 —_—
(1+< 2t> )(;m()) COEVhet, sim42n—s>2>0,t€0,]
£



mi2n (T—t) S(T—t)
1\ ° E, N7 (EN T E, N\
s (1) ) () ()
v < (7 n(=) : (=)
m +2n s(T—t) o
- 'Um+2ne(UQ(T_t))g S 1 2T +n+

m +2n—s
1\ Z-nt3 _s 5 B t E st
(@) () )] (B ) e
T € € 3 3
-5 m+§" = E %
Puisque |In (= (In(22)) < (n(™)
uisque [n(6 n(g) )] < n(E)
N A S N
<(7)  Ere(me) T ()
£
Donc :
m+2n s(T—t) +n+m =S
A2 (~00%) (1> ©Opter (1 ES) R <1> ) 2.56
v e s>\ € n( - ) T ( )
, m+2n ST st m+2n  s(T—1t)
uisque 5 57 T o7 5 o7 - bar (2.55) et (2.56) on a
1 m+2n . . ES _s(’é“;t)+m;2n 1 —s
2 (T=0v%) o ymetn () |y < (T) Pplhok (111(6)) 14 (T) 2
m-+2n s(T—t) | m+2n
1 +T It t E’S st 5 s
(T) E'-ret (1n(5)> 1+ 73] (2.57)
m—+2n—s
m+2n—s 2
(i1) = v eI 4 < 5 ) Vs B i 2n—s > 2t > 0
E = E — 55 m+2n—s w
v= |ln <8> (ln <8>> = "2 | PTD)e 4 v e IR,
3 3 2t
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N
I
/N
—_
N
Is
~
"
|
[ SIS
~__—
»ﬂ
o
+
VR
3
ol &
<+ 3
.
~
(V]
VR
m‘tij
V)
N
—
=
/~
m\p
"
S~
o
~__—
I
Nl
|

. e (m+2nfs 1 i E .,
i 5 n—s 2 -3 B 2
SEE) +< 5 ) (7) (D)
1 m«‘;Qn Lt . E %(m+2n)+s—}—% s m+2n—s m+22n—s
= (= Es Ter (In(= 14172
(7)ot () o (50)
Donc : m42n—s
m—+2n—s 2 -
ym2n {ew%mng n ( ) vt
2t ’
m+2n—s
1 m~;2n ) , E _ (E;t) +m—;2n . m+2n—s f)

Donc, par (2.57) et (2.58) on a :
‘ ot t) 0™ ()

otnox™ otnox™

2

20



m+2n (T;t)+m+2n

1 2 1 t E T2 2 s
= E1<l ) 1+7T3 +0(1
(T) srET (In( ) [L+T5 +0(1)]
sim+2ns <2t ,te€ 0,7
< m—42n 7 (T—¢) m+2n m+2n—s
- 1N\ =2 ¢ ES o7 T 3 . m+2n—s 3
() s () = o (757 o0
sim+2n—s>2t,tel0,T]

(2.59)

€ 9

E 1 E -
pour :v = |In (<S>T<ln( S)) QT) ;s>0et B, >0

2

et |[u(., 0|, = (T |a(§,0)|2(1+§2)5d§> < B, ete—0.

Remarque 2.6 : Ici dans le théoréme (2.10) on a des estimations de stabilité
pour toutes les dérivées par rapport a x et t.

1) Le choiz de v = Tln(—), ne donne pas la continuité de la solution en
5

1 E
t =0. Quand [[u(.,0)[|; &) < E. Puisque si on choisit v = Tln(—) et sit =0

€
dans le théoréme (2.10) on a :
m +2n < 0 : contradiction ou n,m € N

1

Donc : siv = Tln(—) et sit = 0 ces condition ne donnent pas la stabilité
€
de la solution en t = 0.
ENT (B, 0\ 77T
2) Par contre le choizv = |In () (ln()) nous garantit la stabi-
€ €

o 3
lité dans la théoréme (2.10) ent = 0, et ||u(.,0)|| ;. = < I la(e, 0 (1 + 52)Sd§> < E,
s > 0.
Théoréme 2.11 : Soit B arbitraire dans lintervalle [0,1]. Supposons que u est

une solution du probleme (2.35) et (2.36) et u¥ est une solution du probléme
(2.58) et soit ||u(.,0)||;, &) < E,s =0 donc :

1) Siv=/Z1(E) on a
|

ot (1) 0™ ()
otnoz™ otnoz™

2
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+’Vl st

(Fln(®) " F B [ et

si m+2n <2t tel0,T]

+n st st m n m+2n
(%ln(g)) R [( —2:2 ) e e 5}
si m+2n > 2t t€]0,T]

2) Si s est une constante positive, on a

< (2.60)

a0 = ( /rufo (14 €2)de)} <

TN s st s
(Smm(E))? " eF BT [ (LIn(£))7E + Bl A]
si m—+2n—s<2t tel0,T]

min 5t _ st m-—+2n—g\ mt2n—s A _s _ _
($1n(E)) T # Bt [(migiee) == e (L1 (E) 8 + -k,

si m+2n—s> 2t te€l0,T]
3) pourt=0=m+2n—s<0 le seul cas. Donc
oty (Lt) oMt (., t) B E\*tE g E

L < | = In(= E, Eﬁ 1-8
‘ otz raen |, < \7™M7) ) :
Preuve 7 : par (2.52) ona :

1) On pose : |[u(.,0)||l, @) < E alors s =0, et on choisit v = Ve In(E) . Alors

pmt2ne(—to?) [e(TUQ)é + E} L sim+2n—s <2t

avec v = /2 1n (£) ona

o (L) 0™ (1)
otroxm otnox™

2

<

M\S

8m+nuv (7t) i 8m+nu (7t) < m2n—s mJEZn
otnOxrm otnOrm ) — Um+2ne(—t112) le(TU2)5 + ( o7 ) E , sim-+2n—s > 2t
m+2n Bt
EN 2 (E\ 2 [/E\’
f,m(g)) (8) ’ [(6> et E] :sim 420 < 2t
e /8 E m§2n E 7@ E 5 2 m+2n
2 2
<T ln(€)> (8) (g) e+ (m ;Ft ”) E| ;sim+2n>2t>0.
m—+42n
2




™ | &

). tel que B arbitraire on a :

Done, siv = éiln(

ot (1) 0™ ()
atnorm otnoxm

m—+42n

B
T €

S m—+42n

(ﬁln(E)> 2 eTE-T

m+2n

T € 2t

2) On pose

lu (., 0)]

w= ([ EEor+e)
fﬂln(

Tel que s est un constante positive et v =

E
€

ot (,t) 0™ ()
otnoz™ otnoz™

m+2n—s

IN

2t

m+2n

(i) = (? ln(E)> 2 e_t%n(g) leT(

£

IA
3
-
3

e—t(%ln(g)) |:6T(éiln(f))€

m—42n

o= () (5[

)5

IA
E
Il
/N
Nl
=

23

EN? m+2n — s\ 8. F 3
= mrTenzs ) E
(B) e+ (=) T (fmd) &

stm +2n > 2t > 0.

2

E 2 t t
Zin(=) eTEV-T [1 + Eﬁ_lgl_ﬁ} s sim+2n < 2t.

om\ 2
(m + n) ¢ + E6—151—5] ;stm+2n > 2t > 0.

1
Sd&) <E,

). Donc :

2

(i) =" e 4 " e B sim + 20— s < 2t

.. m+2n m-+2n—s 2 o ]
(i) = v TreT=tvie 4 () " se v B ,sim+2n—s>2t >0

P () £).

sim—+2n —s < 2t.

m—+42n—s

N <m+§:—s) T (gm®) 7 E

sim—+2n—s > 2t > 0.

—I—ES] s stm42n —s < 2t.

)




S _% - -
%( ln(g) + Ef-Le-8)
sim+2n—s<2t tel0,T]

E m+2n—s
(i1) = <§1n(8)> cTET

sim—+2n—s > 2t > 0.

Donc
oty (L ) O™l t)
| otnoxm  Hroam |,
m+2n %
0= (EnE) 7 ermt [ (Znd) s pa ﬁ]
sim+2n—s <2t tel0,T]

IA
3
©
3

+2n—s

E 2 Bt Bt
(17) = (iln(g)) eTE-T

sim-+2n—s > 2t > 0.

ou v = T In(—) est une constante positive.
3

3) Par (2.61); et pourt =0 on a un seul cas m + 2n — s < 0. Donc

m+2n—s m+2n

s, E 2 p. E : -
‘ 2 < (T ln(€)> ES+<TIH(5)> +elPEP

Remarque 2.7 : Dans la remarque (2.6) et le théoréme (2.11 )sont données les
estimations d’erreur dans Lo, (R), Pour la méthode mollification. Ce théoréme
montre que la méthode de mollification donne une bonne estimation d’erreur de
type Holder pour la solution de l’équation de la chaleur rétrograde homogene et
ausst pour toutes ses dérivées par rapport a x ett .

o™ (.,0) B ™., 0)
otnox™ otnox™

2.5 Méthode de quasi-réversibilité

Il est important de noter qu’il n’y a nullement unicité de la méthode de quasi-
réversibilité, dans tous les exemples que nous avons rencontré, il y a toujours une
infinité de méthodes de quasi-réversibilité possibles (toutes relevant de la méme
idée : on change le systeme " de facon que le probleme qui était mal posé devienne
bien posé).

o4

m+42n—s 2w p (B, E K
- = - Ls [ Zp(= EB-11-8| -
(=) (Fu) ]

m42n— s\ 2 P 3
- = - Es [ Zp(= EB-11-B| .
( 21 ) E(T n(5)> e ]



L’idée générale de la méthode est de modifier convenablement les opérateurs
aux dérivées partielles intervenant dans le probleme. Cette modification se fait par
I'introduction de termes différentiels, qui sont :

- soit "petits"(pouvant fortement tendre vers zéro) ;

- soit "dégénérant aux bords" (par exemple pour " éliminer " des conditions
aux limites mathématiques génantes, ou constituant précisément les inconnus a
déterminer).

Ces opérateurs ainsi modifiés, sont généralement d’ordre différent de 'opérateur
initial et de méme nature (elliptique, etc.) ou non.

Exemple 2.5 : [l est connu que le probleme de Cauchy pour l’équation rétrograde
de la chaleur est instable vis-a-vis des faibles variations des valeurs initiales. L’in-
stabilité persiste également lorsque la solution est assujettie a certaines conditions
accessoires aux limites. La méthode de quasi-réversibilité vise a obtenir une solution
stable a de pareils problemes. Se plagcant dans le cas du probléme directe, soit D un
domaine fini de lespace euclidien R™ an dimensions, des points v = (x', 22, ..., z")
limité par une surface lisse par morceaur S et t le temps. Soit ensuite (x) une
fonction continue définie sur D Le probléme directe consiste a trouver la solution
u=u(x,t) de l’équation :

5 ~Du=0 (2.62)

dans le domaine G = {x € D,t > 0} vérifiant les conditions auz limites :

u(z,t) =0 pour z € S

avec les conditions initiales :

u(z,0) = ¢ () (2.63)
Ici : " g2
u
A - ];1 82.Tk

On sait que ce probléme a bien une solution. A chaque fonction ¢ (x) € C (C classe
des solutions) répond une solution du probléeme(2.62) a (2.63), qui sera désignée
par u(z, t; ).

Le probléme inverse consiste a trouver ¢ (z) a partir de u(x,t;p). Dans les
problémes pratiques, la fonction u(x,t; @) s’obtient en général a la suite d’une série
de mesures : on ne la connait donc, approximativement. On admet que v € L?. 1l
se peut que cette fonction ne corresponde a aucune fonction initiale ¢ () et, par
conséquent, il est fort possible de ne pas trouver dans la classe C' des fonctions la
solution du probleme inverse. Pour cette raison, on va s’occuper du probleme de
recherche d’une certaine solution généralisée du probleme inverse.
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Soient connues, une quantité T > 0 et une fonction ¢ (x) définie dans le do-
maine D, ¢ (x) € L2 On définit sur les fonctions ¢ (z) de la classe C' la fonction-
nelle :

1) = [ lu(a,Ti¢) = v (@) do

Par solution généralisée du probléme inverse, nous entendrons la fonction ¢ (x)
sur laquelle on a :

Jo=1nf f(p)

pelC

Remarque 2.8 : L’intuition suggére de choisir la fonction ¢ (x) de telle fagon
que [ (p) = 0. 1l suffirait pour cela de trouver la solution du probléme direct :

ou
T Au=
5 u=0>0

u(z,t) =0pourxze S, 0<t<T (2.64)
u(z, T) = ¢ ()

et de poser o(x) = u(z,0). Or un tel probléme, pour une fonction donnée ¢ (z)
de L?, serait en général non résoluble et, en outre, instable vis-a-vis de faibles
variations de la fonction ¥ (x).

Sur une certaine classe de fonctions généralisées p(x) on a fo = 0. Il s’agit
donc de chercher une valeur approchée de fy a une erreur donnée pres.

Etant donnée une quantité e > 0, trouver une fonction ¢.(x) telle que f (¢.) < €.
Ce probleme se résout justement par la méthode de quasi-réversibilité.

L’idée de la méthode de quasi-réversibilité est de chercher au lieu de ['opérateur

de la chaleur g — A\ un opérateur B, « voisin » pour lequel le probléme rétrograde :

Bou, =0, z€eD, 0<t<T,a>0;

ta (2, T) =9 (x);
Ug (2, T) (z,t) =0 pour ve€S,t<T

soit stable. Une fois le probleme résolu, on pose :
o(x) = uq (x,T) (x,0).

Généralement, on prend en quantité d’opérateur B, ['opérateur :

g—A—aAQ
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et l'on cherche la solution du probléme direct :

Ou,
%—Aua—aﬁuazo, ceD, t<T, a>0:

Ua($aT):¢($),
Ug (2,8) =0 pour x € S,0<t<T,
Aug, =0 pour x€S,0<t<T.

En suite on pose :
p(r) = uq (x,0)

Notons que, pas plus que ['opérateur de la chaleur, [’opérateur (g A €A2) n’est
pas réversible. Mais, ['un est "bien posé" dans le sens des t croissants, l'autre dans
le sens des t décroissants, d’ou la terminologie adoptée "quasi-réversibilité’.

La méthode de quasi-réversibilité est applicable a une classe plus étendue de

probléeme se rapportant aux équations dévolution.

Remarque 2.9 : De facon générale, pour un probleme donné relevant de la mé-
thode de quasi-réversibilité, il n’y a pas une méthode Q.R, mais une infinité. Pour
le choix de la méthode, on peut se borner le plus souvent a celle qui parait «la
plus simpler ou bien a celle qui est susceptible d’interprétation physique, pouvant
aider par exemple, au choix numérique de certains paramétres-Bien entendu, en
premiere analyse, on doit déterminer la nature et les propriétés des termes indis-
pensables pour transformer le probléme en un probleme bien-posé [5], [11], [15],

[15], [16], [17], [19], [20], [23)].
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Chapitre 3

Etude d’un probléme parabolique
par la méthode de quasi
réversibilité

3.1 Introduction

Nous considérons le probleme de la valeur finale suivante :

u'(t) + Au(t) = 0, 0<t<T (3.1)
u(T) = f (3.2)

une certaine valeur finale f € H ; ou A est un opérateur auto-adjoint positif tel
que 0 € p(A). Ces problémes ne sont pas bien posés du fait que méme s’il existe
une solution unique sur [0, 7], elle ne va pas dépendre en permanence de la valeur
finale f. Notons que ce type de problémes a ete considéré par de nombreux auteurs,
en utilisant différentes approches : Lattés et Lions [14], Miller [19], Payne [21],
Showalter [22] et Lavrentiev [24] ont approchées (F.V.P) en perturbant 'opérateur
A.

Dans [1,5,25], Ce méme probléme est traité d’une maniere différente qui consiste
a perturber la condition finale et 'approximation du probleme (3.1) et (3.2), par :

u'(t) + Au(t) =0, 0<t<T (3.3)

w(T) + au(0) = f (3.4)

Une approche similaire connue sous le nom de méthode de condition aux limites
auxiliaires de [12,18] pour équation parabolique a ete pris en compte dans [2,3].
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Dans ce travail, nous avons perturbés la condition finale (3.2) pour former un
probleme non local approché en fonction d’un petit parametre avec la condition
limite contenant une dérivée du méme ordre que ’équation, de la fagon suivante :

u'(t) + Au(t) =0, 0<t<T (3.5)

uw(T) —au'(0) = f (3.6)

Cette méthode est appelée méthode des quasi-valeurs aux limites, le probleme
approchés lié est appelé quasi-boundary value problem (Q.B.V.P). Nous montrons
que les problemes approchés sont bien posés et leur solution wu, converge vers wu,
et nous obtenons des résultats de convergence.

3.2 Le Probleme approché

Définition 3.1 : Une fonction u(t) : [0,T] — H est appelé une solution clas-
sique de probléme (V.F.P) (respectivement de (Q.B.V.P)) siu € C*([0,T], H),
u € D(A) pour tout t € [0,T] et satisfait ( 3.1) et la condition finale (3.2) (res-
pectivement la condition limite (3.6)).

Pour tout f € H, nous pouvons écrire :
f=>fiei (3.7)
i=0

Si le probleme (F.V.P) (respectivement (Q.B.V.P)) admet une solution classique u
(respectivement solution proche u,), puis cette solution peut étre représente par :

u(t) = - (T, (33)
=0

(T=DA) 1

respectivement :

(&
ua<t> - Z a)\z + 6(_)‘iT) fZ

=0

ua(t) = S(t)(@A + S(T))"' f (3.9)
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3.3 Estimation de la solution du (Q.B.V.P)

Théoréme 3.1 : pour tout f € H , les fonctions u, donnés par (3.9), sont des
solutions classiques au (Q.B.V.P) probleme et nous avons [’estimation suivante :

T

[ua(t)]| < m

/I ve € [0, 7] (3.10)

ou o < eT.

Preuve 8 : Si nous supposons que les fonctions u, donnés a (3.9) sont définis
pour tout t € [0,T), alors ,il est facile de montrer que u, € C*([0,T], H) et :

) oo —>\€ —A;t)
t) = _ A1
Ua( ) ; Of)\z + 6 —\T) fZSOZ (3 )

= —AS(t)(aA+ S(T))*f
a partir :
o0 )\26(72/\7;25)

lAua(®)II* = 3

=0

1 o0
£ < 2
— — 3.12
e =n T DIV T T CE
Nous obtenons u,(t) € D(A) et uy(t) € C([0,T],D(A)). Ce qui signifie que la
fonction u,(t) est une solution classique au (Q.B.V.P) probléeme.

Maintenant, en utilisant (3.9). nous avons :

oo 1 )
[ ua(t) Z (ah T T S f; (3.13)
St nous mettons :
h(A) = (aXi + NI pour A >0 (3.14)
i=0
pUILS :
In(L
sup h(y) = h(2la)) (3.15)
A>0 T
alors :

bl < [~ s S0 = [ | WP s

Cela montre que u,(t) existe, et que u,(t) est défini de fagon intégral pour tout
t €10,T] et nous avons l’estimation souhaiteé
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Maintenant, nous donnons le résultat de convergence suivant :

Théoréme 3.2 : pour chaque f € H, uy(T) converge vers f en H, quand « tend
vers z€éro

Preuve 9 : Soit € > 0, on choisi i > 0 pour :

Zf2 < > (3.17)

n>i

A partir (3.9), nous avons :

n

2
2 2, €
o S — 3.18
HU/ ( f” « 120 Od)\ +€ ))Qfl 2 ( )

En choisissant o de maniere telle que :
o <e(2)] A2eWT) p2y-1 (3.19)
i=0

nous obtenons le résultat souhaité .

3.4 Convergence de la solution approchée

Théoréme 3.3 : pour tous les f € H, le (F.V.P) a une solution classique u
donnée par (3.8), si et seulement si (u, (0)),-, converge dans H, par ailleurs,
nous avons alors que u,, (t) converge vers u (t) dans C* ([0,T],H) quand « tend

vers zéro
Preuve 10 : Soit € > 0, tel que :
2y (2\T
i a2 \e2XT) 2 < €
o a2 Tt 2
si nous supposons que le (F.V.P) a une solution classique u , alors nous avons
a2\

I (0) = O = 3 =i

% 02\ eNT)

4 _(ANT) £2
e ; +
i=0 £ 7%:1 a?)?

IN
Q

f? (3.20)

)
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< a? Zn: )\fe(“iT)ff + g
i=0

donc en choisissant « tel que :

n -1
a?<e (2 Z )\?e(“iT)ff)

nous obtenons

lu, (0) =/ (0)]* < & (3.21)
donc en montre que ||ul, (0) — v’ (0)|| tend vers zéro si « tend vers zéro. De plus
2 o 1 2
I, ) = OF < 2N (o — <) 2 622)

2
= [lug (0) = u' (0)]]
alors ul, (t) converge uniformément vers v’ (t) dans [0,T], quand o tend vers zéro.
De puis
l|ta (0) — u (0)]]* < 0422/\2 “NT) £2 4 (3.23)
=0

pour n assez grand, puis en choisissant « tel que :

n -1
a?<e (2 Z /\?6(4’\1'T)f3>

=0

on obtient :
o (0) —u ()] < e (3.24)

Ainsi u, (0) converge vers u (0), qui d son tour donne u,, (t) converge uniformément
vers u (t) dans [0,T] comme « tend vers zéro combinons tous ces résultats de
convergence, nous concluons que u, (t) converge vers u(t) dans C* ([0,T], H).

. /
Maintenant, supposons que (uy, (0)),., converge dans H, comme u, est une

solution classique du probleme (Q.B.V.P) , alors nous avons :

lu, ()" =>°

i=0 (Oé)\z —+ 6(_)‘iT))

2 f7 (3.25)
et il est facile de montrer que :

lim u
a—0

=Y AZe@AT) 2 (3.26)
=0
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et ainsi de déduire que la fonction u (t) définie par :
u(t)=> e Tf (3.27)
=0
est une solution classique au (F.V.P). Ceci termine la preuve du théoreme.

Théoréme 3.4 : Si la fonction u donnée par (3.8) est une solution classique du
probleme (F.V.P) , et u® est une solution du probléeme (Q.B.V.P) pour f = fs,
telle que ||f — fs|| < 6, nous avons

u(0) =, (0)]| < ¢ <1 +1n ?) (3.28)

ot c=T(1+ | Au(0)]]).
Preuve 11 : Supposons que la fonction u donnée par (3.8) est une solution clas-

sique pour le probléme (F.V.P), et nous allons désigner par u® a une solution du
probléeme (Q.B.V.P) pour f = fs5 , de telle sorte que

If = fsll <9 (3.29)
en suite, ul (t) est donnée par :
De (3.8) et (3.30), nous avons :
[u(0) = u, (0)]| < A1+ Ay (3.31)

ot A1 = [|[u(0) — uqy (0)]], et Ay = "ua(O) —ul (O)H En utilisant (3.15), on obtient

T o~ \2 (2AT) £2 2
8 S A T/) (Z“ m’) (3:32)
T
Ny < o (I +1n(T/a)) | f — fsll
P T |Au(0)]
'S A+ (T/a) (3.33)

75
B2 S A I (T/a)
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de (3.33), on obtient :

2 T || Au(0)|| To
0) —ul (0)] < 3.34
|u) e ) < (1+In(T/a))  a(l+n(T/a)) (3:34)
alors, pour le choix o = 9, nous obtenons :
5 2~ LA+ [[Au(0)])
Ju0) = O < T @a) (3.35)
Remarque 3.1 : d partir de (3.28), pour T > =Y nous obtenons :
1 —1
HU(O) —u (O)H <c (ln 5) (3.36)
3.5 Estimation de ’erreur de convergence
Théoréme 3.5 : S’il existe € € |0,2[ de sorte que :
3" AselENT) f2 (3.37)

1=0

2

converge, alors u,(T) converge vers [ avec l'ordre afe™*, quand « tend vers zéro.

Preuve 12 : Soit ¢ € ]0,2][ telle que %o: e || F11? converge, et soit 3 € 0, 2].
i=0

B
o
pour A\ fixé (A > 0), si nous définissons une fonction a) = .alors
fizé (3> 0) f fonction g (@) = "

nous pouvons montrer que !

ga(@) < ga(ag), VYa>0 (3.38)
66(7AT)
ol oy = TRy En autre da partir de (3.9), nous avons
lua(T) = fII* = a* 3" Mga, (a) £ (3.39)
i=0

Ainsi a partir de (3.38) et (3.39), nous obtenons :
B oo

fual?) = 41 2 (525) S

=0
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Si nous choisissons B = (2 — €), nous avons :

H%@w¢W9ﬁ2@§x&Mﬁ) (3.41)

1=0

[ua(T) = fII* < cca®e™ (3.42)
avec .
ce=4) AeeEAT) £2
=0

Enfin, nous avons le corollaire suivant :

corollaire 3.1 : Si il existe un € € ]0,2[ de sorte que :

S AEH) (2T g2 (3.43)
i=0
ou v = 0,1, converge, alors u, converge vers u dans C*([0,T], H) avec ’ordre de

convergence afe 2

Preuve 13 : Si nous supposons que (3.43) est satisfaite, alors :
ST AZe@AD) f2 (3.44)
i=0

converge, et ainsi la fonction u (t) donnée par (3.8) est une solution classique du
(F.V.P), soient u) u") désignent les dérivées d’ordre v (v =0,1) des fonctions
Uy et u , respectivement, en utilisant les inégalités suivantes :

% 2 )\1(2+2’Y)6(2/\1T)

Hu(()j) (0) — u (())H2 _ Zgo G f? (3.45)

B oo
< a2 P (2 f 5) Z A?+2'Y_/8€((4_B))\iT)fi2
i=0

et en posant, B = (2 —¢), dans (3.45), nous obtenons :

2
[u(0) = u(0)]" < pae (3.46)
ou : -
Cory = Z )\l(s+2w) e(E+2)NT) fi2
1=0
puisSquUe :

[0 t) — @) < [620) - (@) (3.47)

alors u)(t) converge uniformément vers u(t) dans [0,T), avec l’ordre de conver-

gence a°e™2, et ainsi u, converge vers u dans C' ([0,T], H), avec afe2,
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Conclusion Générale

La régularisation du probleme mal-posé montre l'efficacité de la méthode de
Quasi-valeur aux limites (Quasi-boundary value method). Pour une certaine classe
de probleme mal-posé, On a montre que le probleme approche était bien-posé. Ce
qui permet utilisation de la solution approchée dans beaucoup de domaines
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Résumeée

Ce travail est consacré a I’étude d’une certaine classe de probléemes
mal-posés décrits par une équation différentielle parabolique. On a cité
difféerentes méthodes de régularisation : méthode de Fourier, de mollification,
le principe de Morozov et la méthode de quasi-réversibilité. On a fini par
utiliser la méthode de quasi-valeurs aux limites pour régulariser un probléme
paraboligue homogéne avec un opérateur auto-adjoint positif. On démontre
que le probléeme mal-posé admet une solution classique si seulement si la

suite (“«'(0))@0 converge dans H.

On montre que le probléme approché est bien-posé et que sa solution
converge vers la solution classique. On estime I’érreur de convergence.

Mots clés : probleme mal-posé, opérateur auto-adjoint, spectre d’un
opérateur, méthode de quasi-valeurs aux limites.

Abstract

This work is concerned with the study of a class of ill-posed problems
which are parabolic and written as differential equation. They have been
explored using different regularization methods : Fourier’s Method, Method
of Mollification, Morozov’s Principle, and the quasi-reversibility Method.
This work ends with the use of quasi-boundary value method to regularize the
homogeneous parabolic problem with a positive self-adjoint operator. It has
been shown that the ill-posed problem admits a classical solution if and only if

(uo(’(O))@Oconverges in H.

We show that the approximate problem is well-posed and the solution
converges to the classical solution and the convergence error has been
estimated.

Keywords: ill-posed problem, self-adjoint operator, spectrum of an
operator, quasi-boundary value method.
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