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NOTATIONS

R : corps des nombres réels.

K = R ou C

C : corps des nombres complexes.

Im(Z) : partie imaginaire du nombre complexe z.

Re(z) : partie réelle du nombre complexe z.

A : opérateur linéaire.

D(A) : domaine de définition de l’opérateur A.

A∗ : opérateur adjoint de l’opérateur A.

KerA : noyau de l’opérateur A.

ImA : image de l’opérateur A.

Aα : approximation de Yosida de l’opérateur A.

H : espace de Hilbert.

δ̂T : transformée de Fourier de δT.

‖u‖H : norme définie sur H.

|(u, v)| : la norme du produit scalaire.

u′ : dérivée de u par rapport à t.

FVP : problème de valeur finale.

IVP : problème de valeur initiale.

BHCP : the backward heat conduction problem.
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4.1 Certaines conséquences du théorème spectral . . . . . . . . . . . . . . . . 38
4.2 Représentation spectrale de la solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
4.3 Régularisation et l’analyse d’erreur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

4.3.1 Estimation d’erreur avec les données exactes . . . . . . . . . . . . 43
4.3.2 Estimation d’erreur dans les données bruitées . . . . . . . . . . . 47
4.3.3 Estimations d’erreurs sous les stratégies de choix des paramètres 51
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INTRODUCTION

Problématique

Problèmes inverses

Le problème inverse consiste à déterminer des causes à partir de la connaissance des
effets, de structure interne à partir d’observations externes. Ce problème est le contraire
d’un problème direct qui détermine les effets, les causes étant connues [17].

la résolution du problème inverse passe donc en général par une étape initiale de
modélisation du phénomène dite problème direct qui décrit comment les paramètres
du modèle se traduisent en effets observables expérimentalement. Ensuite, à partir des
mesures obtenues sur le phénomène réel, la démarche va consister à approximer au
mieux les paramètres qui permettent de rendre compte de ces mesures.
Ces problèmes sont des problèmes difficiles à résoudre car très souvent mal posés au
sens de Hadamard.

Il existe toutefois quelques techniques qui possèdent un domaine d’applicabilité
étendu.
Parmi les domaines dans lesquels les problèmes inverses jouent un rôle important nous
pouvons citer :

– L’imagerie médicale (échographie, scanners, rayons X, ...).
– L’ingénierie pétrolière (identification des perméabilités hydrauliques).
– La chimie (détermination des constantes de réaction).
– La mécanique quantique (détermination du potentiel).
– Le traitement d’image (restauration d’images floues)...etc

On peut citer quelques méthodes de régularisation de problème inverse :
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Introduction

– La méthode de bayésienne,
– La méthode de gradient conjugué,
– La méthode de Tikhonov,
– La méthode de quasi-Newton,
– La méthode de moindres carrés.....

ces méthodes nécessitent une étude approfondie de chaque domaine d’applicabilité.

Problèmes bien et mal posés

La difficulté principale des problèmes inverses est leur caractère généralement mal
posé (H.W. Engl et al.,[7] 1994).D’après Jacques Hadamard (voir [11]) un problème est
dit bien posé (correctement posé) si le problème admet une solution (Existence), si elle
est unique (Unicité) et si elle est stable (Stabilité). Le problème est dit mal posé si au
moins une de ces trois conditions n’est pas vérifiée.

La non-existence et la non-unicité de la solution d’un problème mal-posé sont sans
doute des difficultés sérieuses mais on peut les rétablir. Cependant le manque de
continuité est plus problématique, en particulier en vue d’une résolution approchée
ou numérique. C’est-à-dire il ne sera pas possible (indépendamment de la méthode
numérique) d’approcher d’une manière satisfaisante la solution du problème inverse
car les données disponibles seront bruitées donc proches, mais différentes des données
réelles.

Dans cet ouvrage, nous nous sommes penchées sur l’étude détaillée de quelques
méthodes relatives aux problèmes mal posés.
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

cette partie est consacrée au rappel de quelques définitions et résultats d’ana-
lyse fonctionnelle et concernant la méthode de troncature et de Fourier. Ces rappels
concernent les espaces de Hilbert, les propriétés des opérateurs définis sur les espaces
de Hilbert ainsi que les semi-groupes, la transformé de Fourier et le théorème spectral.
Pour plus de détails et pour les démonstrations des théorèmes on propose de voir
[4],[25].

1.1 Les espaces de Hilbert

1.1.1 Définitions

Soit H un espace vectoriel surK.

Définition 1.1 Un espace pré-hilbertien est la donnée d’un espace vectoriel H sur le corps K
(des nombres complexes C ou réels R) et d’une application H ×H −→ K, (x, y) −→ 〈x, y〉 est
appelée produit scalaire, vérifiant les propriétés suivantes :

1) 〈x, y〉 = 〈y, x〉 (le produit est Hermitien)

2) 〈x + y, z〉 = 〈x, z〉 + 〈y, z〉 pour tout (x, y, z) ∈ H3,

3) 〈αx, y〉 = α〈x, y〉, pour tout x, y ∈ H et α ∈ K

4) 〈x, x〉 ≥ 0, pour tout x ∈ H

5) (x, x) = 0⇒ x = 0.
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Chapitre 1. Préliminaires

Remarque 1.1 ? Une application qui vérifie les conditions (2) et (3) est appelée forme sesqui-
linéaire.

? Une application qui vérifie les conditions (1), (2) et (3) est appelée forme hermitienne.
? Si de plus elle vérifie (4) est on dit que c’est une forme hermitienne positive.
? Si elle vérifie (1), (2), (3), (4) et (5) on dit que c’est une forme hermitienne positive et

non-dégénérée ou tout simplement un produit scalaire.
? L’application de H dans R+ définie par ‖x‖ =

√
〈x, x〉 est appelée la norme induite (du

produit scalaire).

On notera que 〈x, ay+bz〉 = a〈x, y〉+b〈x, z〉, on dit que le produit scalaire est sur un espace
vectoriel complexe est linéaire par rapport à la première variable et anti-linéaire par rapport
à la seconde variable. Sur R, on a la symétrie 〈x, y〉 = 〈y, x〉, et (H, 〈∆,∆〉) est appelé espace
pré-hilbertien réel.

Définition 1.2 On appelle un espace de Hilbert tout espace vectoriel muni d’un produit scalaire
et complet pour la norme associée.

1.1.2 Caractéristiques des espaces de Hilbert

Soit H un espace de Hilbert.

Proposition 1.1 (Inégalité de Cauchy-Schwartz)
Tous les éléments u, v de H, vérifient :

|(u, v)|2 ≤ ‖u‖2H · ‖v‖
2
H.

Définition 1.3 Les deux éléments u, v de H sont dits orthogonaux et notés u ⊥ v si (u, v) = 0.

On note l’orthogonal d’un sous-espace vectoriel F par :

F⊥ = {u ∈ H, (u, v) = 0, ∀v ∈ F}

1.2 Opérateurs linéaires dans les espaces de Hilbert

Soient H et G deux espaces de Hilbert.

1.2.1 Opérateurs auto-adjoints

Définition 1.4 On dit que l’opérateur A ∈ L(H) est auto-adjoint si et seulement si A∗ = A
c’est-à-dire

∀u, v ∈ (Au, v) = (u,Av)

4



Chapitre 1. Préliminaires

Théorème 1.1 .

1) ∀A,B ∈ δ(H), ∀α, β ∈ R : αA + βB ∈ δ(H)

2) ∀A,B ∈ δ(H), AB est un opérateur auto-adjoint⇐⇒ AB = BA

3) Si l’opérateur A ∈ δ(H), alors on a : ‖A‖ = sup
‖u‖≤1
|(Au,u)|

Définition 1.5 Un opérateur A ∈ δ(H) est dit positif et noté A ≥ 0, si

(Au,u) ≥ 0, ∀u ∈ H

1.3 L’opérateur Aα

Définition 1.6 Soit A un opérateur positif, auto-adjoint et non-borné sur un espace de Hilbert
H. L’opérateur :

Aα = A(I + αA)−1

est appelé approximation de Yosida de l’opérateur A.

Théorème 1.2 (Propriétés de l’opérateur Aα)

1) L’opérateur Aα est positif et auto-adjoint.

2) L’opérateur Aα ∈ L(H).

3) ‖Aαh‖ ≤ ‖Ah‖, ∀α > 0, ∀h ∈ D(A).

4) ∀h ∈ D(A), lim
α→0

Aαh = Ah.

5) ∀h ∈ H, ∀t ≥ 0, lim
α→0

Sαh = lim
α→0

e−tAαh = S(t)h = e−tAh.

1.4 Semi-groupes d’opérateurs linéaires

1.4.1 Généralités

Définition 1.7 On appelle semi-groupe fortement continu à un paramètre, une famille
{S(t)}t≥0 d’opérateurs bornés sur X vérifiant les propriétés suivantes :

(i) S(0) = I

(ii) S(s + t) = S(s)S(t), ∀t ≥ 0, s ≥ 0

(iii) lim
t↘0
‖S(t)u − u‖ = 0, ∀u ∈ E

5



Chapitre 1. Préliminaires

On associe à tout semi-groupe son générateur −A défini par

−Au = lim
t↘0

{
S(t)u − u

t

}
(s1)

pour tout u tel que la limite (s1) existe dans la topologie de la norme de X, ce qui définit le
sous espace D(A), domaine de l’opérateur A. Les premières propriétés des semi-groupes sont
rassemblées dans la proposition suivante :

Proposition 1.2 [[24], théorème 13.35]

Soit {S(t)}t≥0 un semi groupe d’opérateurs sur X, et −A son générateur. Alors :

(a) t −→ S(t) est une fonction fortement continue de [0,∞[ dans L (X)

(b) Il existe des constantes MA ≥ 1 et γA ∈ R telles que :

‖S(t)‖ ≤MAeγAt (s2)

(c) A est un opérateur fermé et son domaine D(A) est dense dans X.

(d) Pour tout u ∈ D(A), S(t)u est dérivable au sens de la norme de X et

d
dt

(S(t)u) = −AS(t)u = −S(t)Au (s3)

(e) Si λ ∈ C et Reλ > γA, alors −λ est dans l’ensemble résolvant ρ(A), et la résolvante
R(λ; A) = (A + λ)−1 de A à l’expression suivante :

R(λ; A) = (A + λ)−1 =

∫
∞

0
e−λtS(t)dt (s4)

L’intégrale (s4) est définie au sens fort sur tout intervalle borné [0,T], et converge en norme
d’opérateur lorsque T −→ ∞. De plus par l’inégalité (s2) on a :

‖(A + λ)−1
‖ ≤

MA

Reλ − γA
(s5)

En fonction des valeurs des constantes MA et γA, on distingue plusieurs classes de semi-groupes

- Si γA ≤ 0, on dit que S(t) est un semi-groupe borné.

- Si γA ≤ 0 et MA = 1, on dit que S(t) est un semi-groupe contractant.

Théorème 1.3 [théorème algébrique-topologique]
Soit {S(z)}z∈S(w) un semi-groupe holomorphe sur un espace de Banach X. Alors pour tout
z ∈ S(w), S(z) est injectif, R(S(z)) est dense dans X, et tout sous-espace de X défini par

Xt(S) =

{
y ∈ X, y =

∫
∞

0
F(τ)S(τ)xdτ, x ∈ X et F ∈ C∞0 (]t,∞[)

}
6



Chapitre 1. Préliminaires

est dense dans X.

On note par
{
Eλ, λ ≥ γ > 0

}
la résolution de l’identité associée à l’opérateur A.

Soit S(t) = e−tA =
∫
∞

γ
e−tλdEλ ∈ L (H), t ≥ 0 le semi-groupe engendré par −A.On a

quelques propriétés de base de S(t) qui sont données par le théorème suivant :

Théorème 1.4 ([23], p.74)
Pour cette famille d’opérateurs on a :

1. ‖S(t)‖ ≤ 1, ∀t ≥ 0 ;

2. la fonction t −→ S(t), t > 0, est analytique ;

3. pour tout r ≥ 0 et t > 0, l’opérateur S(t) ∈ L (H,D(Ar)) ;

4. pour tout entier k ≥ 0 et t > 0, ‖S(k)(t)‖ = ‖AkS(t)‖ ≤ c(k)t−k ;

5. pour tout x ∈ D(Ar), r ≥ 0 on a S(t)Arx = ArS(t)x.

Théorème 1.5 Pour t > 0, S(t) est auto-adjoint, injectif et à image dense(
S(t) = S(t)∗, R(S(t)) = H

)
.

Preuve. Le cas t = 0 est trivial.
On suppose que t > 0. A étant auto-adjoint, donc

S(t)∗ = (e−tA)∗ = e−tA∗ = e−tA,

d’où S(t)∗ = S(t). Soient t0 > 0 et h ∈ N(S(t0)). L’identité S(t0)h = 0 implique

S(t)S(t0)h = 0 = S(t0 + t)h, pour tout t > 0.

Or la fonction F(t) = S(t0 + t)h est analytique, donc par prolongement analytique
S(t)h = 0 pour tout t > 0. De la représentation

R(λ,A)h = (A + λ)−1h =

∫
∞

0
e−λte−tAhdt = 0

découle h = 0 (car R(λ,A) est bijective). D’oùN(S(t0) = {0}. Puisque t0 > 0 est arbitraire,
on a alorsN(S(t)) = {0} pour tout t > 0.

D’après la relation
R(S(t)) = N(S(t))⊥ = {0}⊥ = H,

on conclut que R(S(t)) est dense dans H.

7



Chapitre 1. Préliminaires

1.5 Transformée de Fourier

La transformation de Fourier est une extension, pour les fonctions non périodiques,
du développement en série des fonctions périodiques de Fourier. La transformation
de Fourier associe à une fonction intégrable, définie sur l’ensemble des nombres réels
ou celui des nombres complexes, une fonction appelée transformée de Fourier dont
la variable indépendante peut s’interpréter en physique comme la fréquence ou la
pulsation.

La transformée de Fourier s’exprime comme � somme infinie � des fonctions tri-
gonométriques de toutes fréquences. Une telle sommation se présente sous forme
d’intégrale.

Définition 1.8 Soit f ∈ L1(Rn) On appelle transformée de Fourier de f la fonction f̂ : Rn
−→

C définie par :

f̂ =

∫
R

f (x)e−2πixtdx

1.6 Théorème spectral

Soit A : D(A) ⊂ H → H un opérateur auto-adjoint, défini positif, non borné à
domaine dense sur l’espace de Hilbert H. Le théorème spectral de Yosida [29] est :

Au :=
∫
∞

0
λdEλu, u ∈ D(A)

Où

D(A) := {u ∈ H :
∫
∞

0
λ2d‖Eλu‖2< ∞},

8



CHAPITRE 2

MÉTHODE DE RÉGULARISATION DE
QUASI-RÉVERSIBILITÉ

Soit H un espace de Hilbert complexe, où la norme et le produit scalaire sont notés
respectivement par ‖.‖ et 〈., .〉.
On considère le problème de Cauchy rétrograde suivant :

u′(t) + Au(t) = 0, 0 < t < T, u(T) = f , (FVP)

où A : D(A) : H −→ H est un opérateur linéaire, non-borné, avec

D(A) = H, A∗ = A, ∃γ > 0, 〈Au,u〉 ≥ ‖u‖2, ∀u ∈ D(A).

Le problème consiste à déterminer u(t) pour 0 ≤ t < T à partir de la condition finale
u(T) = f . Il est bien connu que ce type de problèmes est mal posé au sens de Hadamard
[11], c’est-à-dire : même si la solution existe et unique, elle ne dépend pas continûment
de f .
Puisque le semi groupe S(t) = e−tA est irréversible, on souhaite trouver un opérateur
Sα(t), α > 0 ”proche” de S(t) dans un certain sens, de façon que le problème (FVP) soit
bien posé.
Parmi les stratégies d’approche de ce type de questions, on peut citer la méthode de
quasi-réversibilité proposée par Lions et Lattès [18]. L’idée principale de cette méthode
[13] consiste à remplacer l’opérateur A dans l’équation (FVP) par Aα = 1α(A).
Dans la méthode originale [18] Lattès et Lions proposent 1α(A) = A−αA2, pour obtenir
un problème bien-posé dans le sens inverse du temps, et dans la méthode de quasi-
réversibilité modifiée [9], Gajewski et Zaccharias Gajewski proposent 1α(A) = A(I +

αA)−1. On indique que lorsqu’on utilise cette méthode, on est confronté à certaines

9
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difficultés.
La première résulte du terme correcteur (αA2) (opérateur d’ordre deux) ce qui induit
une difficulté sérieuse pour l’implémentation numérique, et la seconde consiste dans
le fait que le coefficient d’erreur (eα) résultant d’une petite perturbation de la donnée f
est de l’ordre e

1
α . La méthode de quasi-réversibilité se résume comme suit :

– R. Lattès et J.L. Lions ([18], 1967) [cadre hilbertien] proposent 1α(A) = A − αA2.
– H. Gajewski et K. Zaccharias( [9], 1972) [espace de Hilbert] proposent 1α(A) =

A(I + αA)−1.
– I.V. Melnikova([19], 1975) [espace de Banach] propose 1α(A) = A − αA2.
– A.V. Glushak([10], 2001) [espace de Banach] propose 1α(A) = A + (−1)m+1αm,

m ≥ 2.
– Y. Huang et Q. Zheng([14], 2004) [espace de Banach] proposent 1α(A) = A − αAp,

p > 1.
– Y. Huang et Q. Zheng([15], 2005) [espace de Banach] proposent 1α(A) = A(I+αA)−1.

– N. Boussetila et F. Rebbani([3]) [espace de Hilbert] proposent

1α(A) = −
1

pT
ln(α + e−pTA), p ≥ 1.

Remarque 2.1 Par un calcul direct moyennant le caractère auto-adjoint et la positivité de
l’opérateur A on montre l’injectivité de S(t) = e−tA. En effet, notons Aα = A(I + αA)−1,
Sα(t) = e−tAα , Gα = αA2(I + αA)−1, Bα(t) = e−tGα et α > 0. Il est clair que Aα, G−1

α ∈ L (H).
Soient t0 > 0 et h ∈ N(S(t0)).
On a S(t0)h = 0, ce qui implique Sα(t0)S(t0)h = Bα(t0)h = 0 pour tout t0 > 0. Par passage à la
limite quandα tend vers zéro, on obtient lim

α→0
Bα(t0)h = h = 0. Ce qui montre queN(S(t0)) = {0}.

En conclusion, pour tout t > 0, S(t) est injectif et R(S(t)) est dense dans H.

Remarque 2.2 Si on remplace A par B = pA dans le théorème 1.5, on obtient alorsN(S(pt)) =

{0} et R(S(pt)) = H, p > 0, t > 0.
On définit :

Cθ(A) =

{
φ ∈ H : ‖φ‖2θ =

∫ +∞

γ

e2Tθλd‖Eλφ‖2 < +∞

}
, θ ≥ 0.

De la définition de Cθ(A) on a les inclusions topologiques suivantes :

Cθ2(A) ⊆ Cθ1(A), θ2 ≥ θ1

On aura besoin aussi de ce lemme technique

Lemme 2.1 Pour x ≥ 0 et τ ∈ [0, 1], on a :

(1 + x)τ − 1 ≤ τx(1 + x)τ(1 + τx)−1

10
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2.1 Description de la méthode

∗ Soit vα la solution du problème perturbé suivant :

v′α + Aαvα(t) = 0, 0 ≤ t < T, vα(T) = f , (FVP)α

où l’opérateur A est remplacé par Aα.

∗∗ On injecte la condition initiale :
vα(0) = ϕα

dans le problème

u′α + Aαuα(t) = 0, 0 ≤ t < T, uα(0) = f , (IVP)α

∗ ∗ ∗ Enfin, on montre que :

Φ( f ) = ‖uα(T) − f ‖ −→ 0, α −→ 0.

2.2 Analyse de Aα et ses conséquences

On commence notre analyse par une étude qualitative de la perturbation Aα et ses
conséquences. Pour 0 < α ≤ α∗ = 1 − e−γT, p ≥ 1, on définit

Aα = 1α(A) = −
1

pT
ln

(
α + e−pTA

)
=

∫
∞

γ

−
1

pT
ln

(
α + e−pTA

)
dEλ

Proposition 2.1 On a :

1. Aα ∈ L (H) et ‖Aα‖ ≤
1

pT
ln

(1
α

)
;

2. Aα = A∗α ≥ 0 et AαAθv = AθAαv, v ∈ D(Aθ), θ ≥ 0 ;

3. ∀v ∈ D(A), lim
α−→0
‖Aαv − Av‖ = 0 ;

4. ∀v ∈ H, Sα(t)v = e−tAαv −→ S(t)v, α −→ 0.

Preuve. On a :

1. La propriété Aα ∈ L (H) découle directement des propriétés

de la fonction 1α(λ), λ ≥ γ. En effet, le choix de α nous permet d’écrire :

α + e−pTγ
≤ 1,

11
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ce qui implique que :

1α = 1α(γ) = −
1

pT
ln

(
α + e−pTA

)
≥ 0

D’autre part :

1α = lim
λ→+∞

1α(λ) = −
1

pT
ln (α) > 0

On remarque que 1′α(λ) > 0, ce qui montre que 1α↗ et sup
λ≥γ

1α(λ) = 1α. D’après La

représentation spectrale de 1α(A) et les propriétés de 1α(λ),
λ ≥ γ on conclut que Aα ∈ L (H).

2. La propriété (2) résulte directement du calcul fonctionnel et les propriétés de A.

3. Soit v ∈ D(A), on a :

Aαv = −
1

pT
ln

(
α + e−pTA

)
A−1Av

Notons :

Bα = −
1

pT
ln

(
α + e−pTA

)
A−1 =

∫ +∞

γ

Mα(λ)dEλ,

où Mα(λ) = −
1

pT
ln

(
α + e−pTλ

)
λ−1. De la définition de α, on remarque que Mα(λ) ≥ 0,

pour tout λ ≥ γ. De plus :

Mα(λ) = 1 −
1

pT
ln

(
1 + αepTλ

)
λ−1
≥ 0

Ce qui implique que Mα(λ) ≤ 1, pour tout λ ≥ γ. Par conséquent, l’opérateur Bα est
uniformément borné, i.e., ‖Bα‖ ≤ 1, ∀0 < α ≤ 1 − e−γT.
Soit v = e−pTAh, h ∈ H. On calcule

‖(Bα − I)v‖2 =

∫ +∞

γ

(
1

pT
ln

(
1 + αepTλ

)
λ−1

)2

e−pTλd‖Eλh‖2. (aα)

En vertu de ”ln(1 + x) ≤ x, x ≥ 0” la quantité (aα) peut être dominée comme suit :

‖(Bα − I)v‖2 ≤
(
α

pγT

)2

‖h‖2 −→ 0, α −→ 0,

ce qui montre que Bαv −→ v dans H, quand α −→ 0, ∀v ∈ R(S(pT)). Mais R(S(pT))
est dense dans H et Bα est uniformément borné sur H. Ainsi, par le théorème du
prolongement par continuité, on a :

∀v ∈ H, Bαv −→ v, α −→ 0.
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En particulier pour v ∈ D(A), on obtient :

Aαv = BαAv −→ Av, α −→ 0.

4. Puisque Aα ∈ L (H), alors on peut définir :

Sα(t) = e−tAα =
(
α + e−pTA

) t
pT

=

+∞∑
n=0

(−t)n

n!
An
α, t ∈ R

Il est clair que ‖Sα(t)‖ ≤ 1, t ≥ 0. D’où Sα(t), t ≥ 0 est un semi-groupe de contraction
sur H. On a :

d
dt

Sα(t) = −Aα(t)Sα(t)

et

Sα(t) − Sβ(t) =

∫ t

0

d
dτ

(
Sβ(t − τ)Sα(τ)

)
dτ

=

∫ t

0

(
Sβ(t − τ)Sα(τ)(Aβ − Aα)

)
dτ

D’où, ∀t ≥ 0, 0 < α, β ≤ 1 − e−γT, h ∈ D(A), on obtient l’estimation :

‖Sα(t)h − Sβ(t)h‖ ≤ t‖Aβh − Aαh‖,

ce qui montre que {Sα(t)h} est une suite de Cauchy dans H, uniformément par rapport
à t ∈ [0,T] (voir (3) dans la proposition 2.1).
Comme Sα(t) est une contraction et D(A) est dense H, alors la limite

Sα(t)h −→ S̃(t)h, α −→ 0, t ≥ 0

se prolonge pour tout h ∈ H et uniformément par rapport à t ∈ [0,T]. Il est clair que
S̃(t) ∈ L (H) est un semi-groupe de contraction sur H.
Soit h ∈ D(A), t > 0, alors :

‖S(t)h − Sα(t)h‖ =
∥∥∥∥∫ t

0

d
dτ

(Sα(t − τ)S(τ)h) dτ
∥∥∥∥

≤

∫ t

0
‖Sα(t − τ)(A − Aα)S(τ)h‖dτ

≤

∫ t

0
‖(A − Aα)S(τ)h‖dτ

De l’inégalité :
‖AαS(τ)h‖ = ‖BαAS(τ)h‖ ≤ ‖S(τ)Ah‖

vient
‖(Aα − A)S(τ)h‖ ≤ 2‖S(τ)Ah‖
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Puisque ‖S(t)Ah‖ est continue comme fonction de t, une application du théorème de
Lebesgue de la convergence dominée donne

lim
α−→0
‖S(t)h − Sα(t)h‖ ≤

∫ t

0
lim
α−→0
‖(A − Aα)S(τ)h‖dτ = 0.

Ce qui implique que Sα(t) −→ S(t) = S̃(t) sur D(A), quand α −→ 0. Grâce à la densité
de D(A) dans H, on conclut que Sα(t) −→ S(t) = S̃(t) sur H, quand α −→ 0.

Remarque 2.3 Par un calcul direct et en utilisant le lemme 2.1, on peut montrer que :

∀h ∈ H, Sα(t)h −→ S(t)h, α −→ 0.

En effet, soit v = e−ptAh, h ∈ H, on calcule :

‖Sα(t)v − S(t)v‖2 =

∫ +∞

γ

((
α + e−pTλ

) t
pT
− e−tλ

)2

e−2pTλd‖Eλh‖2.

En vertu du lemme 2.1 et α + e−pTλ
≤ 1, la fonction

Mα(λ) =
(
α + e−pTλ

) t
pT
− e−tλ = e−tλ

((
1 + αepTλ

) t
pT
− 1

)
peut être majoré comme suit

Mα(λ) ≤
t

pTαepTλ
(
α + e−pTλ

) t
pT(

1 + t
pTαepTλ

) ≤
α
p

epTλ.

Ce qui implique

‖Sα(t)v − S(t)v‖2 =

∫ +∞

γ

Mα(λ)2e−2pTλd‖Eλh‖2 ≤
(
α
p

)2

‖h‖2 −→ 0, α −→ 0.

En vertu de la densité de R(S(pT)) et ‖Sα(t)‖ ≤ 1, t ≥ 0, on conclut que

∀h ∈ H, Sα(t)h −→ S(t)h, α −→ 0

Ce qui achève la démonstration de la proposition 2.1.

Remarque 2.4 Dans la proposition 2.1, on a justifié que la perturbation proposée donne une
bonne approximation de A. Ainsi, on peut espérer que cette perturbation produira un effet
régularisant significatif.
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2.3 Résultats de convergence

Il est important de caractériser la classe admissible pour laquelle le problème (FVP)
admet une solution. La réponse à cette question est donnée par le lemme suivant :

Lemme 2.2 Le problème (FVP) admet une solution unique, si et seulement si f ∈ C1(A). Dans
ce cas, elle est donnée par

u(t) = e(T−t)A f . (2.1)

Preuve. Si f ∈ C1(A), i.e.,
∫ +∞

γ
e2Tλd‖Eλ f ‖2 est finie, alors on définit u(t) = e(T−t)A f =

e−tAeTA f . On voit que u(t) donnée par cette expression vérifie l’équation (FVP). Mainte-
nant,si on suppose que u(t) = e(T−t) f est solution de l’équation (FVP), alors u(0) = eTA f ∈
H si et seulement si ‖u(0)‖ = eTA f =

∫ +∞

γ
e2Tλd‖Eλ f ‖2 est finie.

Remarque 2.5 On donne une autre démonstration du lemme 2.2 en utilisant le théorème
de Picard dans sa version continue. En utilisant le cadre théorique des semi-groupes et les
propriétés de Sα(t), on montre le théorème suivant

Théorème 2.1 Pour tout f ∈ H, la fonction

vα(t) = e(T−t)Aα f =
(
α + e−pTA

)− (T−t)
pT f (2.2)

est l’unique solution du problème (FVP)α et elle dépend continûment de f .

Pour montrer la dépendance continue de vα de f , on calcule :

‖vα(t)‖ = ‖e(T−t)Aα f =
(
α + e−pTA

)−(T−t)
pT f ‖

≤

(
1
α

) (T−t)
pT
‖ f ‖ ≤

(
1
α

) 1
p
‖ f ‖ = e(α)‖ f ‖.

(2.3)

A partir de (2.2) on construit :

ϕα = vα(0) =
(
α + e−pTA

)− (1)
p f

Théorème 2.2 Le problème (IVP)α est bien posé, et sa solution est donnée par :

uα(t) = S(t)ϕα = e−tA
(
α + e−pTA

)− 1
p f . (2.4)

Théorème 2.3 Pour tout f ∈ H, ‖uα(T) − f ‖ → 0, quand α→ 0.
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Preuve. On calcule

‖uα(T) − f ‖2 =

∫ +∞

γ

Hα(λ)2d‖Eλ f ‖2, (2.5)

où

Hα(λ) =

(
(α + e−pTλ)

1
p − e−Tλ

)
(α + e−pTλ)

1
p

=

(
e−Tλ(αeTλ + e−pTλ)

1
p − 1

)
(α + e−pTλ)

1
p

Si on pose x = αeTλ, τ = 1
p , alors on peut estimer la fonction Hα(λ) comme suit

Hα(λ) ≤
α

α + pe−pTλ (2.6)

De (2.6), on déduit que

‖uα(T) − f ‖2 ≤
∫ +∞

γ

{
α

α + pe−pTλ

}2

d‖Eλ f ‖2. (2.7)

Fixons ε > 0 et choisissons N tel que
∫ +∞

N
d‖Eλ f ‖2 <

ε
2

.D’où

‖uα(T) − f ‖2 ≤
∫ N

γ

{
α

α + pe−pTλ

}2

d‖Eλ f ‖2

+
∫ +∞

γ

{
α

α + pe−pTλ

}2

d‖Eλ f ‖2.
(2.8)

De (2.8) on tire

‖uα(T) − f ‖2 ≤
(
α
p

)2

e2pTN
‖ f ‖2 +

ε
2
. (2.9)

En prenant α tel que
(
α
p

)2

e2pTN
‖ f ‖2 <

ε
2

,on achève la démonstration.

F Si α < p2Tγ et f ∈ D(A), alors on a l’estimation suivante

‖uα(T) − f ‖ ≤


pt

1 + ln(
p2Tγ
α

)

 ‖A f ‖
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En effet, de l’inégalité (2.7), on a

‖uα(T) − f ‖2 ≤
∫ +∞

γ

{
α

(α + pe−pTλ)λ

}2

λ2d‖Eλ f ‖2.

D’autre part {
α

αλ + λpe−pTλ

}
≤

{
α

αλ + γpe−pTλ

}
= ∆α(λ)

La fonction ∆α(λ) est positive, ∆α(λ) → 0 quand λ → +∞ et atteint son maximum en

λ∗ = −1/pTln(
α

p2Tγ
). Donc ∆α(λ) ≤ ∆α(λ∗) =

pT

1 + ln(
p2Tγ
α

)
.

Théorème 2.4 Si f ∈ Cθ(A), p ≥ 1, 0 < θ < 1, alors ‖uα(T) − f ‖ tend vers zéro, avec l’ordre
de convergence α

θ
p .

Preuve. On calcule :

‖uα(T) − f ‖2 =
∫ +∞

γ

{
Hα(λ)
eθTλ

}2

e2θTλd‖Eλ f ‖2

≤

∫ +∞

γ
Gα(λ)2e2θTλd‖Eλ f ‖2

(2.10)

où
Gα(λ) =

α(
α + pe−pTλ

)
eθTλ

> 0

Une dérivation simple par rapport à λ donne :

G′α(λ) =
αTeθTλ

(
p(p − θe−pTλ

− θα)
)

(
(α + pe−pTλ)eθTλ

)2

D’où G′α(λ) = 0 si λ = λ∗ =
1

pT
ln

(
p(p − θ)
θα

)
Puisque G′α(λ) > 0 si λ < λ∗, G′α(λ) < 0 si

λ > λ∗ et limλ→+∞Gα(λ) = 0, alors λ∗ est un point critique qui réalise le maximum de
Gα. Ainsi, on a l’inégalité :

Gα(λ) ≥ Gα(λ∗) = c(p, θ)α
θ
p (2.11)

où c(p, θ) =

(
1
p

) p+θ
p

(p − θ)
p+θ

p θ
θ
p ≤ 1.

En combinant (2.10) et (2.11), on obtient :

‖uα(T) − f ‖ ≤ c(p, θ)α
θ
p ‖ f ‖θ. (2.12)
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Notons que dans le cas 1 ≤ p ≤ θ, on a l’estimation suivante :

‖uα(T) − f ‖ ≤ α‖ f ‖θ. (2.13)

Théorème 2.5 Pour tout f ∈ H, le problème (FVP) admet une solution u si et seulement si la
suite ϕα = uα(0) converge dans H. Dans ce cas, on a uα(t) converge uniformément vers u(t)
quand α→ 0.

Preuve. On suppose que limα→0 ϕα = ϕ0. Posons w(t) = S(t)ϕ0. On calcule :

‖w(t) − uα(t)‖ = ‖S(t)ϕ0 − S(t)ϕα‖
= ‖S(t)(ϕ0 − ϕα)‖
≤ ‖ϕ0 − ϕα‖.

Ce qui implique :

sup
0≤t≤T
‖w(t) − uα(t)‖ ≤ ‖ϕ0 − ϕα‖ → 0, quand α→ 0

Puisque limα→0 uα(T) = f et limα→0 uα(T) = w(T), alors de l’unicité de la limite, on déduit
w(T) = f . Ainsi, w(t) = S(t)ϕ0 résout le problème (FVP) et vérifie la condition w(T) = f .
On suppose maintenant que le problème (FVP) est résoluble, et soit u(t) sa solution.
D’après le lemme 2.2 on a u(0) = S(−T) f ∈ H, i.e.,‖u(0)‖2 = ‖ f ‖21 =

∫ +∞

γ
e2Tλd‖Eλ f ‖2 < ∞.

Soient N > 0 et ε > 0 tels que
∫ +∞

N
e2Tλd‖Eλ f ‖2 <

ε
2

.
On calcule :

‖uα(0) − u(0)‖2 =

∫ +∞

γ

F2
α(λ)d‖Eλ f ‖2 < ∞,

où
Fα(λ) = eTλ

−

(
α − e−pTλ

)−1
p

En vertu du lemme 2.1 et par un calcul simple, on peut estimer la quantité Fα(λ) comme
suit :

Fα(λ) ≤
(
αepTλ

p + αepTλ

)
eTλ = Kα(λ)eTλ

D’où

‖uα(0) − u(0)‖2 =

∫ +∞

γ

K2
α(λ)e2Tλd‖Eλ f ‖2 < I1 + I2,

où

I1 =

∫ N

γ

K2
α(λ)e2Tλd‖Eλ f ‖2 ≤

(
α
p

)2

e2(p+1)TN
‖ f ‖2,

I2 =

∫ +∞

N
K2
α(λ)e2Tλd‖Eλ f ‖2 <

ε
2
.
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Si on choisit α telle que
(
α
p

)2

e2(p+1)TN
‖ f ‖2 <

ε
2

, on obtient :

‖uα(0) − u(0)‖2 < ε.

Ce qui montre que :
uα(0)→ u(0), quand α→ 0.

Théorème 2.6 Si f ∈ C1+θ(A), p ≥ 1, 0 < θ < 1, alors ‖uα(0) − u(0)‖ tend vers zéro, avec
l’ordre α

θ
p .

Preuve. Par des calculs similaires à ceux utilisés pour établir les théorèmes 2.4 et 2.5,
on a :

‖uα(0) − u(0)‖2 ≤
∫ +∞

γ
K2
α(λ)e−2θTλe2(1+θ)Tλd‖Eλ f ‖2

≤

∫ +∞

γ
G2
α(λ)e2(1+θ)Tλd‖Eλ f ‖2

≤ (G∞α )2
‖ f ‖2θ+1,

avec G∞α = supλ≥γ Gα(λ) ≤ c(p, θ)α
θ
p (voir l’estimation (11)).

A partir des théorèmes 2.5-2.6, il s’en suit

Corollaire 2.1 Si f ∈ C1+θ(A), θ > 0, alors sup0≤t≤T‖uα(t) − u(t)‖ converge vers zéro, avec
l’ordre α

θ
p .

On termine ce travail par la construction d’une famille d’opérateurs régularisante pour
le problème (FVP).

Définition 2.1 [20] Une famille d’opérateurs {Rα(t), α > 0, t ∈ [0,T]} ⊂ L (H) est dite famille
d’opérateurs régularisante pour le problème (FVP) si pour toute solution u(t), 0 ≤ t ≤ T du
problème (FVP) avec la condition finale f , et pour tout δ > 0, il existe un choix α(δ) > 0, tel
que :

α(δ)→ 0, δ→ 0 (R1)

‖Rα(δ)(t) fδ − u(t)‖ →, δ→ 0 (R2)

pour tout t ∈ [0,T] dés que fδ satisfait ‖ fδ − f ‖ ≤ δ. On définit Rα(t) = e−tA
(
α + e−pTA

)−1
p

,t ≥ 0, α > 0 ; il est clair que Rα(t) ∈ L (H). Dans ce qui suit, on montre que Rα(t) est une
famille d’opérateurs régularisante pour le problème (FVP).

Théorème 2.7 On suppose que f ∈ C1(A), alors (R2) a lieu.
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Preuve. On a :

Hα(t) = ‖Rα(δ)(t) fδ − u(t)‖
≤ ‖Rα(δ)(t)( fδ − f )‖ + ‖Rα(δ)(t) f − u(t)‖
= ∆1(t) + ∆2(t),

(2.14)

où

∆1(t) = ‖Rα(δ)(t)( fδ − f )‖ ≤
(1
α

) 1
p δ

, (2.15)

et

∆2(t) = ‖Rα(δ)(t) f − u(t)‖. (2.16)

Choisissons α =
√
δ, alors α(δ)→ 0, δ→ 0, et

∆1(t) ≤ δ
2p−1

2p → 0, δ→ 0, (2.17)

En vertu du théorème 2.5, on obtient :

∆2(t) = ‖uα(t) − u(t)‖ → 0, δ→ 0, (2.18)

uniformément par rapport à t. En combinant (2.17) et (2.18) on obtient :

sup
0≤t≤T
‖Rα(δ)(t) fδ − f ‖ → 0, δ→ 0. (2.19)

Ce qui montre que Rα(t) est une famille d’opérateurs régularisante pour le problème
(FVP). Par des calculs similaires à ceux utilisés pour établir les résultats précédents, on
montre que :

∆2(t) ≤ C(p, t,T)α
t

pT ‖ f ‖1, t > 0, (2.20)

avec
C(p, t,T) = p

−pT+t
pT (pT − t)

−pT+t
pT t

t
pT T−1

≤ 1

Généralisation

Considérons les problèmes de Cauchy suivants :

ut(t) + Au(t) = 0, 0 < t < T, u(0) = f , (CP)1

ut(t) + Au(t) = 0, 0 < t < T, u(T) = f , (CP)2
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Chapitre 2. Méthode de quasi-réversibilité

Où A est un opérateur linéaire, non-borné, auto-adjoint et changeant de signe, avec
0 ∈ ρ(A), c’est-à-dire : σ(A) ⊂]−∞, 0[∪]0,+∞[. On sait, d’après la théorie des opérateurs
auto-adjoints, qu’on peut écrire :

h =

∫
R

dEλh =

∫
R−

dEλh +

∫
R+

dEλh = h− + h+, h ∈ H,

i.e., l’espace de Hilbert H se décompose en somme directe H = H− ⊕H+, et

A =

∫
R

λdEλ =

∫
R−

λdEλ +

∫
R+

λdEλ = A− + A+.

Il est bien connu (par symétrie) que le problème (CP)1 (resp. (CP)2) est mal posé. Dans
le but de régulariser ces problèmes, on propose la famille d’opérateurs suivante :

Rα(t) = e(T−t)A−
(
αepTA− + (1 − α)

)−1
p

+ e−tA+

(
α + (1 − α)e−pTA+

)−1
p

= R−α(t) + R+
α(t), 0 < α < 1, p ≥ 1.

On clôture cette analyse par le résultat suivant :

Lemme 2.3 Si f = f− + f+ ∈ H, alors (CP)1 (resp. (CP)2) admet une solution unique, si et
seulement si : ∫

R−

e−2Tλd‖Eλ f−‖2 < +∞ (resp.
∫
R+

e−2Tλd‖Eλ f+‖2 < +∞)

Preuve. Si
∫
R−

e−2Tλd‖Eλ f−‖2 < +∞, alors on définit u(t) = e−tA− f− + e−tA+ f+. On vérifie
aisément que u(t) résout (CP)1. Inversement, soit u(t) la solution du problème (CP)1.
Alors u(T) = h = h− + h+ = e−TA− f− + e−TA+ f+ ∈ H. Ce qui implique que h− = e−TA− f− ∈ H,
i.e.,‖h−‖2 =

∫
R−

e−2Tλd‖Eλ f−‖2 < +∞. Par le même raisonnement, on montre la seconde
partie.
On définit uα(t) = Rα(t) f . Par la même méthodologie utilisée dans le cas où A est défini
positif, on montre que :

uα(T)→ f , quand α→ 0, (2.21)

uα(0)→ f , quand α→ 1, (2.22)

et Rα(t) est une famille d’opérateurs régularisante pour le problème (CP)1 (resp. (CP)2).
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CHAPITRE 3

MÉTHODE DE RÉGULARISATION DE
FOURIER

Beaucoup d’auteurs ont utilisé la méthode régularisation de Fourier dans le BHCP.
Dans le présent chapitre on utilise cette régularisation pour les problèmes mal-posés
suivants :

1. Le problème de la chaleur rétrograde homogène.

2. Le problème de la chaleur rétrograde non homogène.

En général la solution de ces problèmes existe avec des conditions restrictives sur l’état
final. On trouve la solution exacte et on recherche la solution approchée par la méthode
de régularisation de Fourier, et on donne une estimation de l’erreur, et sous certaines
conditions on obtient une estimation du type Hölder.

3.1 Problème de la chaleur rétrograde homogène sur l’in-
tervalle infini

Soit le problème suivant :{
ut = uxx −∞ < x < ∞, 0 < t < T
u(x,T) = ϕT(x) −∞ < x < ∞

(3.1)
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Chapitre 3. Méthode de Fourier

Il est facile de voir que la solution u de ce problème est donnée par la transformation
de Fourier

u(x, t) =
1
√

2π

∫
∞

−∞

eiξxeξ
2(T−t)ϕ̂T(ξ)dξ, (3.2)

où ϕ̂T désigne la transformée de Fourier de ϕT .
Preuve. {

ut = uxx

u(x,T) = ϕT(x)
⇒


∂u
∂t

(x, t) −
∂2u
∂x2 (x, t) = 0

u(x,T) = ϕT(x)

⇒

 F
(
∂u
∂t (x, t)

)
(ξ)
− F

(
∂2u
∂x2 (x, t)

)
(ξ)

= 0

F

(
u(x,T)

)
(ξ)

= F
(
ϕT(x)

)
(ξ)

On a

F (u(x, t))(ξ) =
1
√

2π

∫
R

e−iξxu(x, t)dx =
1
√

2π

∫
∞

−∞

e−iξxu(x, t)dx.

⇒ F

(∂u
∂t

(x, t)
)

(ξ)
=

1
√

2π

∫
∞

−∞

e−iξx∂u
∂t

(x, t)dx =
1
√

2π

∫
∞

−∞

∂
∂t

(e−iξxu(x, t))dx

=
∂
∂t
F (u(x, t))(ξ)

⇒ F

(∂u
∂t

(x, t)
)

(ξ)
=
∂
∂t
F (u(x, t))(ξ) (3.3)

Dans la transformation de Fourier on choisit :

supp u b R =⇒ ∃ R > 0, supp u ⊂ [−R,R]

.Donc

F

(∂2u
∂x2 (x, t)

)
(ξ)

=
1
√

2π

∫
R

−R

e−iξx∂
2u
∂x2 (x, t)dx

En intégrant par parties on obtient :

1
√

2π

∫
R

−R

e−iξx∂u
∂x

(x, t)dx =
1
√

2π

[[
e−iξxu(x, t)

]R
−R
−

∫
R

−R

−iξe−iξxu(x, t)dx
]

1
√

2π

[[
e−iξxu(x, t)

]R
−R

+ iξ
∫
R

−R

e−iξxu(x, t)dx
]

Comme
u(R, t) = u(−R, t) = 0 =⇒
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Chapitre 3. Méthode de Fourier

F

(∂u
∂x

(x, t)
)

(ξ)
=

1
√

2π

∫
R

−R

e−iξx∂u
∂x

(x, t)dx =
1
√

2π
iξ

∫
R

−R

e−iξxu(x, t)dx

=⇒ F
(∂u
∂x

(x, t)
)

(ξ)
= iξ

( 1
√

2π

∫
R

−R

e−iξxu(x, t)dx
)

=⇒ F
(∂u
∂x

(x, t)
)

(ξ)
= iξF

(∂u
∂t

(x, t)
)

(ξ)

=⇒ F
(∂2u
∂x2 (x, t)

)
(ξ)

= −ξ2
F (u(x, t))(ξ) (3.4)

Soit le problème :  F
(
∂u
∂t (x, t)

)
(ξ)
− F

(
∂2u
∂t2 (x, t)

)
(ξ)

= 0

F

(
u(x,T)

)
(ξ)

= F
(
ϕT(x)

)
(ξ)

De (3.3) et (3.4) on a : 
∂
∂t
F

(
u(x, t)

)
(ξ)

+ ξ2
F

(
u(x, t)

)
(ξ)

= 0

F

(
u(x,T)

)
(ξ)

= F
(
ϕT(x)

)
(ξ)

=⇒

{
∂tû(ξ, t) + ξ2û(ξ, t) = 0
û(ξ,T) = ϕ̂T(ξ)

(û(ξ, t))′ + ξ2û(ξ, t) = 0⇒
(û(ξ, t))′

û(ξ, t)
= −ξ2

⇒ (ln û(ξ, t))′ = −ξ2

ln û(ξ, t) =

∫
−ξ2dt

Donc
û(ξ, t) = e−ξ

2tc(ξ)

=⇒

{
û(ξ,T) = e−ξ2Tc(ξ)
et û(ξ,T) = ϕ̂T(ξ)

c(ξ) = eξ
2Tϕ̂T(ξ)

D’où on obtient :
û(ξ,T) = eξ

2(T−t)ϕ̂T(ξ)
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Chapitre 3. Méthode de Fourier

où û(ξ, t) est la transformation de Fourier de u(x, t) et û(ξ, 0) = eξ2Tϕ̂T(ξ), ainsi :

u(x, t) =
1
√

2π

∫
∞

−∞

eiξxû(ξ, t)dξ =
1
√

2π

∫
∞

−∞

eiξxeξ
2(T−t)ϕ̂T(ξ)dξ

Alors u(x, t) =
1
√

2π

∫
∞

−∞
eiξxeξ2(T−t)ϕ̂T(ξ)dξ est la solution du problème.

3.1.1 Régularisation de Fourier et estimation de l’erreur

Pour t = T on prend ϕT(x) la solution exacte et ϕδT(x) la solution approchée de ϕT(x),
Il existe une constante δ > 0 telle que :

‖ϕT(x) − ϕδT(x)‖ ≤ δ (3.5)

On note : ϕ0(x) = u(x, 0) et E une constante telle que :

‖ϕ0 ‖Hs=

(∫
∞

−∞

| ϕ̂0(ξ) |2 (1 + ξ2)sdξ
) 1

2

≤ E,∀s ≥ 0 (3.6)

On a ‖u‖L2(R)= ‖û‖L2(R) où u(x, t) est donnée par (3.2) est une solution exacte, et

uδ,ξmax(x, t) =
1
√

2π

∫
∞

−∞

eiξxeξ
2(T−t)ϕ̂δT(ξ)Xmaxdξ (3.7)

est une solution approchée de la solution exacte u où ξmax est une constante positive.
L’intervalle [−ξmax, ξmax] compact est tel que uδ,ξmax(x, t) existe et est unique et stable,
Xmax est la fonction caractéristique de l’intervalle [ξmax, ξmax].

Lemme 3.1
‖u(x, t) − uδ,ξmax(x, t)‖≤

E1− t
T δ

t
T

(
ln

E
δ

)−(T−t)s
2T

1 +
( ln E

δ
1
T ln E

δ + ln(ln E
δ ) −s

2T

) s
2

 (3.8)

où u(x, t) et uδ,ξmax(x, t) sont donnés par (3.2) et (3.7) où

ξmax =
(

ln
((E
δ

) 1
T
(

ln
E
δ

) −s
2T
)) 1

2
(3.9)

Preuve. On a :

‖u(x, t) − uδ,ξmax(x, t)‖L2(R)=‖ û(x, t) − ûδ,ξmax(x, t)‖L2(R)

=‖ eξ
2(T−t)ϕ̂T(ξ) − eξ

2(T−t)ϕ̂T(ξ)Xmax + eξ
2(T−t)ϕ̂T(ξ)Xmax − eξ

2(T−t)ϕ̂δT(ξ)Xmax ‖
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Chapitre 3. Méthode de Fourier

≤‖eξ
2(T−t)ϕ̂T(ξ) − eξ

2(T−t)ϕ̂T(ξ)Xmax ‖ + ‖‖ eξ
2(T−t)ϕ̂T(ξ)Xmax − eξ

2(T−t)ϕ̂δT(ξ)Xmax ‖

=
( ∫
|ξ|>ξmax

∣∣∣eξ2(T−t)ϕ̂T(ξ)
∣∣∣2dξ

) 1
2

+
( ∫
|ξ|≤ξmax

∣∣∣eξ2(T−t)
(
ϕ̂δT(ξ) − ϕ̂T(ξ)

)∣∣∣2dξ
) 1

2

=
( ∫
|ξ|>ξmax

∣∣∣eξ2(T−t)e−ξ
2Tϕ̂0(ξ)

∣∣∣2 (1 + ξ2)s

(1 + ξ2)s dξ
) 1

2
+

( ∫
|ξ|≤ξmax

∣∣∣eξ2(T−t)
(
ϕ̂δT(ξ) − ϕ̂T(ξ)

)∣∣∣2dξ
) 1

2

Puisque : 
ϕ̂T(ξ) = e−ξ2Tû(ξ, 0) = e−ξ2Tϕ̂0(ξ)

et ϕ̂0(ξ) = û(ξ, 0)

ϕ̂T(ξ)Xmax =

{
ϕ̂T(ξ) ; |ξ| ≤ ξmax

0 ; |ξ| > ξmax

Alors

=

(∫
|ξ|>ξmax

∣∣∣eξ2(T−t)e−ξ
2Tϕ̂0(ξ)

∣∣∣2 (1 + ξ2)s

(1 + ξ2)s dξ
) 1

2

+

(∫
|ξ|≤ξmax

∣∣∣eξ2(T−t)
(
ϕ̂δT(ξ) − ϕ̂T(ξ)

)∣∣∣2dξ
) 1

2

=

(∫
|ξ|>ξmax

∣∣∣e−ξ2tϕ̂0(ξ)
∣∣∣2 (1 + ξ2)s

(1 + ξ2)s dξ
) 1

2

+

(∫
|ξ|≤ξmax

∣∣∣eξ2(T−t)
(
ϕ̂δT(ξ) − ϕ̂T(ξ)

)∣∣∣2dξ
) 1

2

≤

∫
|ξ|>ξmax

(
sup
|ξ|>ξmax

(e−ξ2t)2

(1 + ξ2)s

)∣∣∣ϕ̂0(ξ)
∣∣∣2(1 + ξ2)sdξ


1
2

+

∫
|ξ|≤ξmax

(
sup
|ξ|≤ξmax

eξ
2(T−t)2

)∣∣∣ϕ̂δT(ξ) − ϕ̂T(ξ)
∣∣∣2dξ


1
2

=

 sup
|ξ|>ξmax

(e−ξ2t)2

(1 + ξ2)s


1
2 (∫

|ξ|>ξmax

∣∣∣ϕ̂0(ξ)
∣∣∣2(1 + ξ2)sdξ

) 1
2

+

 sup
|ξ|≤ξmax

eξ
2(T−t)2


1
2 (∫

|ξ|≤ξmax

∣∣∣ϕ̂δT(ξ) − ϕ̂T(ξ)
∣∣∣2dξ

) 1
2

≤ sup
|ξ|>ξmax

e−ξ2t∣∣∣ξ∣∣∣s
(∫
|ξ|>ξmax

∣∣∣ϕ̂0(ξ)
∣∣∣2(1 + ξ2)sdξ

) 1
2

+ sup
|ξ|>ξmax

eξ
2(T−t)

(∫
|ξ|≤ξmax

∣∣∣ϕ̂δT(ξ) − ϕ̂T(ξ)
∣∣∣2dξ

) 1
2

Puisque :  ‖ ϕ0 ‖Hs=
( ∫
∞

−∞

∣∣∣ϕ̂0(ξ)
∣∣∣2(1 + ξ2)sdξ

) 1
2

et ‖ ϕ0 ‖Hs≤ E

26
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Donc :

≤ sup
|ξ|>ξmax

e−ξ2t∣∣∣ξ∣∣∣s
(∫
|ξ|>ξmax

∣∣∣ϕ̂0(ξ)
∣∣∣2(1 + ξ2)sdξ

) 1
2

+ sup
|ξ|≤ξmax

eξ
2(T−t)

( ∫
|ξ|≤ξmax

∣∣∣ϕ̂δT(ξ) − ϕ̂T(ξ)
∣∣∣2dξ

) 1
2

≤ sup
|ξ|>ξmax

e−ξ2t∣∣∣ξ∣∣∣s ‖ ϕ0 ‖Hs + sup
|ξ|≤ξmax

eξ
2(T−t)

‖ ϕT − ϕ
δ
T ‖

Comme : {
‖ ϕ0 ‖Hs≤ E

et ‖ ϕ̂T − ϕ̂δT ‖=‖ ϕT − ϕδT ‖≤ δ

Alors :

sup
|ξ|>ξmax

e−ξ2t∣∣∣ξ∣∣∣s ‖ ϕ0 ‖Hs + sup
|ξ|≤ξmax

eξ
2(T−t)

‖ ϕT − ϕ
δ
T ‖≤ sup

|ξ|>ξmax

e−ξ2t∣∣∣ξ∣∣∣s E + sup
|ξ|≤ξmax

eξ
2(T−t)δ

≤
e−tξ2

max∣∣∣ξmax

∣∣∣s E + δeξ
2
max(T−t)

=
e
−t
(

ln
((E
δ

) 1
T
(

ln
E
δ

) −s
2T
))

(
ln

((E
δ

) 1
T
(

ln
E
δ

) −s
2T
)) s

2
E + δe

(T−t)
(

ln
((E
δ

) 1
T
(

ln
E
δ

) −s
2T
))

tel que ξmax =
(
ln

((E
δ

) 1
T
(

ln
E
δ

) −s
2T
)) 1

2

=
e

ln


(E
δ

)−t
T
(

ln
E
δ

) ts
2T

(
ln

((E
δ

) 1
T
(

ln
E
δ

) −s
2T
)) s

2
E + δe

ln


(E
δ

) (T−t)
T

(
ln

E
δ

)−s(T−t)
2T



=
(E
δ

)−t
T
(
ln

E
δ

) st
2T

E

 1

1
T ln

(E
δ

)
+ ln

(
ln

E
δ

) −s
2T


s
2

+ δ
(E
δ

) (T−t)
T

(
ln

E
δ

)−s(T−t)
2T

=
(E
δ

)−t
T
(
ln

E
δ

) st
2T

E


ln

(E
δ

)
1
T ln

(E
δ

)
+ ln

(
ln

E
δ

) −s
2T


s
2 (

ln
(E
δ

))−s
2

+ E1− t
T δ

t
T

(
ln

E
δ

)−(T−t)s
2T
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=
(E
δ

)−t
T
(
ln

E
δ

)−(T−t)s
2T

E


ln

(E
δ

)
1
T ln

(E
δ

)
+ ln

(
ln

E
δ

) −s
2T


s
2

+ E1− t
T δ

t
T

(
ln

E
δ

)−s(T−t)
2T

Puisque : (
ln

E
δ

) s
2T

(
ln

E
δ

) −s
2T

= 1 et
st
2T
−

sT
2T

=
−s(T − t)

2T

et (
1
δ

)
T−t

T δ = (
1
δ

)1− T−t
T δ = δ

t
T

Donc (E
δ

)−t
T
(
ln

E
δ

)−(T−t)s
2T

E


ln

(E
δ

)
1
T ln

(E
δ

)
+ ln

(
ln

E
δ

) −s
2T


s
2

+ E1− t
T δ

t
T

(
ln

E
δ

)−s(T−t)
2T

= E1− t
T δ

t
T

(
ln

E
δ

)−s(T−t)
2T


ln

(E
δ

)
1
T ln

(E
δ

)
+ ln

(
ln

E
δ

) −s
2T


s
2

+ E1− t
T δ

t
T

(
ln

E
δ

)−s(T−t)
2T

E1− t
T δ

t
T

(
ln

E
δ

)−(T−t)s
2T


 ln(E

δ )
1
T ln E

δ + ln(ln E
δ ) −s

2T


s
2

+ 1


Ainsi (3.8) est démontrée.

3.1.2 Choix de ξmax

Pour trouver une estimation de stabilité de type Hölder, on choisit ξmax par la
formule (3.9), c’est à dire :

ξmax =
(
ln

((E
δ

) 1
T
(

ln
E
δ

) −s
2T
)) 1

2

, où ln
E
δ
> 1;∀s > 0

Preuve. D’après le Lemme 3.1 on a :

‖ u(x, t) − uδ,ξmax(x, t) ‖≤ sup
|ξ|>ξmax

eξ2t

| ξ |s
E + sup

|ξ|≤ξmax

eξ
2(T−t)δ

≤
e−tξ2

max

| ξmax |
E + eξ

2
max(T−t)δ = e−tξ2

max
( E
ξs + eTξ2

maxδ
)

≤
E
ξs

max
+ δeTξ2

max

puisque e−tξ2
max < 1
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Chapitre 3. Méthode de Fourier

Donc

‖ u(x, t) − uδ,ξmax(x, t) ‖≤
E
ξs

max
+ δeTξ2

max (3.10)

et par Hölder on a :

‖ u(x, t) − uδ,ξmax(x, t) ‖≤ 2E1− t
T δ

t
T (3.11)

Par (3.10) et (3.11) on trouve que :

E
ξs

max
+ δeTξ2

max ≤ 2E1− t
T δ

t
T = E1− t

T δ
t
T + E1− t

T δ
t
T

Donc
E
ξs

max
≤ E

(
δ
E

) t
T

et δeTξ2
max ≤ E

(
δ
E

) t
T

On pose M = δeTξ2
max

M = δeTξ2
max =⇒ eTξ2

max =
M
δ

=⇒ Tξ2
max = ln

(M
δ

)

=⇒ ξ2
max =

1
T

ln
(M
δ

)
=⇒ ξmax =

ln
(M
δ

) 1
T


1
2

(3.12)

1)

E
ξs

max
≤ E

(
δ
E

) t
T

=⇒
1
ξs

max
≤

(
δ
E

) t
T

=⇒ ξmax ≥

(E
δ

) t
sT

=⇒ Tξ2
max ≥ T

(E
δ

) 2t
sT

=⇒ eTξ2
max ≥ eT

(
E
δ

) 2t
sT

=⇒M = δeTξ2
max ≥ δeT

(
E
δ

) 2t
sT

=⇒M ≥ δeT
(

E
δ

) 2t
sT

≥ δeT ln
(

E
δ

) 2t
sT

= δ
(E
δ

) 2t
s

= E
(
δ
E

) (E
δ

) 2t
s

≥ E
(
δ
E

)2 (E
δ

) 2t
s

=⇒M ≥ E
(
ln
δ
E

)2 (E
δ

) 2t
s

tel que
δ
E
≥ ln

δ
E

=⇒
(
δ
E

)2

≥

(
ln
δ
E

)2

Puisque : (
ln
δ
E

)2

= [ln δ − ln E]2 = [ln E − ln δ]2 =
(
ln

E
δ

)2
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Donc :

M ≥ E
(
ln
δ
E

)2 (E
δ

) 2t
s

Comme :
E
δ
≥ ln

E
δ

=⇒
(E
δ

) 2t
s

≥

(
ln

E
δ

) 2t
s

On a :

M ≥ E
(
ln
δ
E

)2 (E
δ

) 2t
s

≥ E
(
ln

E
δ

)2 (
ln

E
δ

) 2t
s

= E
(
ln

E
δ

) 2t
s +2

Puisque

2
( t
s

+ 1
)
> 0 > −

s
2

=⇒
(
ln

E
δ

) 2t
s +2

≥

(
ln

E
δ

)− s
2

Donc on a :

M ≥ E
(
ln

E
δ

)− s
2

et M = δeTξ2
max

Alors :

=⇒ δeTξ2
max ≥ E

(
ln

E
δ

)− s
2

(3.13)

2)

δeTξ2
max ≤ E

(
δ
E

) t
T

=⇒M ≤ E
(
δ
E

) t
T

Puisque :
δ
E
≥ ln

δ
E

=⇒
(
δ
E

)2s (
ln
δ
E

)−2s

≥ 1

Donc :

M ≤ E
(
δ
E

) t
T
[(
δ
E

)2s (
ln
δ
E

)−2s]
M ≤ E

(
ln

E
δ

)− s
2
(
ln

E
δ

) s
2
(
δ
E

) t
T
[(
δ
E

)2s (
ln
δ
E

)−2s]
=⇒M ≤ E

(
ln

E
δ

)− s
2
(ln E

δ

) s
2
(
δ
E

) t
T
(
δ
E

)2s (
ln
δ
E

)−2s


=⇒M ≤ E
(
ln

E
δ

)− s
2
(ln E

δ

)2s ( δ
E

) t
T
(
δ
E

)2s (
ln
δ
E

)−2s


Alors :

M ≤ E
(
ln

E
δ

)− s
2
( δE) t

T
(
δ
E

)2s


≤ E
(
ln

E
δ

)− s
2
[(
δ
E

)−2s ( δ
E

)2s]
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Puisque : 
t
T
> 0 > −2s

et
δ
E
< 1

=⇒
( δ
E

t
T )
≤

( δ
E

−2s)
Alors :  M ≤ E

(
ln

E
δ

)− s
2

et M = δeTξ2
max

=⇒M = δeTξ2
max ≤ E

(
ln

E
δ

)− s
2

(3.14)

En utilisant (3.13) et (3.14) on a

M = δeTξ2
max = E

(
ln

E
δ

)− s
2

par (3.12) on a =⇒ ξmax =
(

ln
((E
δ

) 1
T
(

ln
E
δ

)− s
2T
)) 1

2

=⇒ ξmax =
(
ln

((E
δ

) 1
T
(

ln
E
δ

)− s
2T
)) 1

2

pour ln
E
δ
> 1.

(
donc

E
δ
> 1

)
; ∀s > 0.

Remarque 3.1 Il y a plusieurs solutions qui approchent la solution exacte mais pour trouver
la solution qui est très proche il faut choisir ξmax qui donne l’estimation de type Hölder pour
laquelle on a la stabilité.

3.2 Problème de la chaleur rétrograde non homogène

Soit le problème suivant :{
ut = uxx + f (x, t) −∞ < x < ∞, 0 < t < T
u(x,T) = ϕT(x)

(3.15)

Il est facile de voir que la solution u de ce problème est donnée par :

u(x, t) =
1
√

2π

∫
∞

−∞

eiξx
(
eξ

2(T−t)ϕ̂T(ξ) +

∫ T

−t
eξ

2(s−t) f̂ (s)ds
)
dξ, (3.16)

En effet
Preuve. En utilisant la transformation de Fourier on a :

⇒

 F
(
∂u
∂t (x, t) − ∂2u

∂x2 (x, t) − f (x, t)
)

(ξ)
= 0

F

(
u(x,T)

)
(ξ)

= F
(
ϕT(x)

)
(ξ)

⇒
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Donc : par (3.3) et (3.4) on a :{
∂tû(ξ, t) + ξ2û(ξ, t) = f̂ (x, t)

et : û(ξ,T) = ϕ̂T(ξ)
(3.17)

On pose y(t) = û(ξ,T), donc :{
∂tû(ξ, t) + ξ2û(ξ, t) = f̂ (x, t)

et : û(ξ,T) = ϕ̂T(ξ)
=⇒

{
y′(t) + ξ2y(t) = f̂ (t)
et : y(T) = ϕ̂T(ξ)

On recherche la solution de l’équation par la méthode de variation des constantes :

y′(t) + ξ2y(t) = f̂ (t)

On pose y(t) = W(t)V(t) Alors :

y′(t) + ξ2y(t) = f̂ (t) =⇒
(
W(t)

dV
dt

+ V(t)
dW
dt

)
+ ξ2W(t)V(t) = f̂ (t)

=⇒


dV
dt + ξ2V(t) = 0

V(t)
dW
dt

= f̂ (t)

=⇒
dV
dt

+ ξ2V(t) = 0 =⇒ V(t) = e−ξ
2t (3.18)

et

V(t)
dW
dt

= f̂ (t) =⇒W(t) = C +

∫
eξ

2t f̂ (t)dt. (3.19)

Donc :

y(t) = e−ξ
2t
(
C +

∫ T

t
eξ

2s f̂ (s)ds
)
.

avec la solution initiale :

y(T) = e−ξ
2T
(
C +

∫ T

T
eξ

2s f̂ (s)ds
)

= ϕ̂T(ξ) =⇒ C = e−ξ
2Tϕ̂T(ξ)

=⇒ y(t) = e−ξ
2(T−t)ϕ̂T(ξ) +

∫ T

t
eξ

2(s−t) f̂ (s)ds

On aura

y(t) = û(ξ, t) =⇒ û(ξ, t) = e−ξ
2(T−t)ϕ̂T(ξ) +

∫ T

t
eξ

2(s−t) f̂ (s)ds

u(ξ, t) =
1
√

2π

∫
∞

−∞

eiξx
(
eξ

2(T−t)ϕ̂T(ξ) +

∫ T

t
eξ

2(s−t) f̂ (s)ds
)
dξ.
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3.2.1 Régularisation Fourier et estimation de l’erreur

Comme :

u(x, t) =
1
√

2π

∫
∞

−∞

eiξx
(
eξ

2(T−t)ϕ̂T(ξ) +

∫ T

t
eξ

2(s−t) f̂ (s)ds
)
dξ, et u(x, t) = ϕT(x).

uδ,ximax(x, t) =
1
√

2π

∫
∞

−∞

eiξx
(
eξ

2(T−t)ϕ̂δT(ξ) +

∫ T

t
eξ

2(s−t) f̂ (s)χmaxds
)
dξ.

Soit ‖1̂ − 1̂δ‖ ≤ β où 1̂(ξ, t) =

∫ T

t
eξ

2(s−t) f̂ (s)ds (3.20)

Lemme 3.2 Si on choisit ξmax par la formule (3.9), et (3.20) et ‖1̂ − 1̂δ‖ ≤ β alors :

‖u(x, t) − uδ,ξmax(x, t)‖2

≤ E
(

ln
E
δ

)− s
2

( ln E
δ

1
T ln E

δ + ln(ln E
δ ) −s

2T

) s
2

+ 1 +
β

E

(
ln

E
δ

) s
2

 (3.21)

Preuve.
‖u(x, t) − uδ,ξmax(x, t)‖= ‖û(x, t) − ûδ,ξmax(x, t)‖L2(R)

=

∥∥∥∥∥∥eξ
2(T−t)ϕ̂T(ξ) +

∫ T

t
eξ

2(s−t) f̂ (s)ds − eξ
2(T−t)ϕ̂δT(ξ)χmax −

∫ T

t
eξ

2(s−t) f̂ δ(s)χmaxds

∥∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥∥eξ
2t
(
eξ

2Tϕ̂T(ξ) − eξ
2Tϕ̂T(ξ)χmax

)
+ eξ

2t
( ∫ T

t
eξ

2s
(

f̂ (s) − f̂ (s)χmax

)
ds

)∥∥∥∥∥∥
+

∥∥∥∥∥∥eξ
2(T−t)ϕ̂δT(ξ)χmax − eξ

2(T−t)ϕ̂T(ξ)χmax + e−ξ
2t
∫ T

t
eξ

2s
(

f̂ (s)χmax − f̂ δ(s)χmax

)
ds

∥∥∥∥∥∥
≤

( ∫
|ξ|≤ξmax

∣∣∣∣e−ξ2t
(
eξ

2Tϕ̂T(ξ) +

∫ T

t
eξ

2s f̂ (s)ds
)∣∣∣∣2dξ

) 1
2

+
( ∫
|ξ|≤ξmax

∣∣∣∣e−ξ2(T−t)
(
ϕ̂δT(ξ) − ϕ̂T(ξ)

)
+ e−ξ

2t
∫ T

t
eξ

2s
(

f̂ (s) − f̂ δ(s)
)
ds

∣∣∣∣2dξ
) 1

2

≤
eξ2

maxt

ξs
max

E + δeξ
2
max(T−t) + β
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Alors on a :

‖û(x, t) − ûδ,ξmax(x, t)‖L2(R)≤
eξ2

maxt

ξs
max

E + δeξ
2
max(T−t) + β ≤

E
ξs

max
+ δeξ

2
maxT + β

‖û(x, t) − ûδ,ξmax(x, t)‖L2(R)≤
E
ξs

max
+ δeξ

2
maxT + β (3.22)

De (3.9), on a :
‖u(x, t) − uδ,ξmax(x, t)‖

≤
E(

ln
((E
δ

) 1
T
(

ln
E
δ

) −s
2T
)) s

2
+ δe

(
ln
((

E
δ

) 1
T
(

ln E
δ

) −s
2T
))

T
+ β

= E

 1

ln
(E
δ

) 1
T ln

(
ln

E
δ

) −s
2T


s
2

+ δ
(E
δ

)(
ln

E
δ

) s
2

+ β

‖û(x, t) − ûδ,ξmax(x, t)‖L2(R)≤

E
(

ln
E
δ

)− s
2

( ln E
δ

1
T ln E

δ + ln(ln E
δ ) −s

2T

) s
2

+ 1 +
β

E

(
ln

E
δ

) s
2


Ainsi (3.21) est démontrée.

3.2.2 Choix de ξmax

Pour trouver une estimation de stabilité du type Hölder. On choisit :

0 < β ≤ E
(
ln

E
δ

)− s
2

(3.23)

Preuve. Par le lemme 3.2 et l’estimation de (3.22) et par l’estimation de Hölder : (3.11).
On a : (

E
ξs

max
+ β

)
+ δeξ

2
maxT
≤ 2E1− t

T δ
t
T = E1− t

T δ
t
T + E1− t

T δ
t
T

Alors

E
ξs

max
+ β ≤ E1− t

T δ
t
T (3.24)

et

δeξ
2
maxT
≤ E1− t

T δ
t
T (3.25)
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1) Comme

0 < β ≤ E
(
ln

E
δ

)− s
2

, (3.26)

On a
δ
E
< 1 =⇒

δ
E
≥

(
δ
E

)2

=⇒
(
δ
E

) t
T

≥
δ
E
≥

(
δ
E

)2

≥

(
ln
δ
E

)2

=
(E
δ

)2

=⇒
(
δ
E

) t
T

≥

(
ln
δ
E

)2

≥

(
ln

E
δ

)− s
2

(
δ
E

) t
T

≥

(
ln

E
δ

)− s
2

Donc :

β ≤ E
(
ln

E
δ

)− s
2

≤

(
δ
E

) t
T

= E1− t
T δ

t
T =⇒ β ≤ E

(
δ
E

) t
T

= E1− t
T δ

t
T

Et on a :
E
ξs

max
+ β ≤ E1− t

T δ
t
T =⇒

E
ξs

max
≤ E1− t

T δ
t
T − β ≤ E1− t

T δ
t
T

Alors :
eξ

2
maxT
≥ eT ln( E

δ )
−

2t
sT

On pose

M = eξ
2
maxT =⇒M ≥ eT ln( E

δ )
−

2t
sT

= δ
(E
δ

) 2t
s

(3.27)

M ≥ E
(
δ
E

) (E
δ

) 2t
s

≥ E
(
ln
δ
E

)2 (E
δ

) 2t
s

= E
(
ln

E
δ

)2 (E
δ

) 2t
s

=⇒M ≥ E
(
ln

E
δ

)2 (E
δ

) 2t
s

=⇒M ≥ E
(
ln

E
δ

)2 (
ln

E
δ

) 2t
s

= E
(
ln

E
δ

) 2t
s +2

= E
(
ln

E
δ

)2( t
s +1)

=⇒M ≥ E
(
ln

E
δ

)2( t
s +1)

≥ E
(
ln

E
δ

)− s
2

On a :  M ≥ E
(
ln

E
δ

)− s
2

et M = eTξ2
maxδ

=⇒ eTξ2
maxδ ≥ E

(
ln

E
δ

)− s
2

(3.28)

2) Par (3.25) on a :

M = eTξ2
maxδ ≤ E

(
δ
E

) t
T
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=⇒M ≤ E
(
δ
E

) t
T

≤ E
(
δ
E

) t
T
((
δ
E

)2s (
ln
δ
E

)−2s)
= E

(
ln

E
δ

)− s
2
(
ln

E
δ

) s
2
(
δ
E

) t
T
((
δ
E

)2s (
ln
δ
E

)−2s)
M ≤ E

(
ln

E
δ

)− s
2
(
ln

E
δ

)s2 ( δ
E

) t
T
(
δ
E

)2s (
ln
δ
E

)−2s

M ≤ E
(
ln

E
δ

)− s
2
(
δ
E

) t
T
(
δ
E

)2s

Donc

=⇒M = eTξ2
maxδ ≤ E

(
ln

E
δ

)− s
2

(3.29)

Donc par (3.28) et (3.29) on a

eTξ2
maxδ = E

(
ln

E
δ

)− s
2

=⇒ ξ2
max =

1
T

ln
(

E
δ

(
ln

E
δ

)− s
2
)

pour ln
E
δ
> 1; ∀s > 0

Ainsi le choix de ξmax est prouvé.

Remarque 3.2 On a

1) Pour trouver l’estimation de type Hölder il faut choisir β tel que

0 < β ≤ E
(
ln

E
δ

)− s
2

(3.30)

sous les conditions du lemme 3.2.

2) Si s = 0 alors d’après l’estimation (3.21), on a :

=⇒ ‖u(x, t) − uδ,ξmax(x, t)‖2 ≤ E
[
2 +

β

E

]
Donc l’estimation d’erreur est bornée par 2E + β.

3) Soit t = 0, δ→ 0+ et s > 0 alors :

δ −→ 0+ =⇒
E
δ
−→ +∞ =⇒ ln

E
δ
−→ +∞ =⇒

(
ln

E
δ

)− s
2

−→ 0

=⇒ lim
δ→0+

 ln E
δ

1
T ln

(
E
δ

)
+ ln

(
ln E

δ

) −s
2T


s
2

= T
s
2
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E
(
ln

E
δ

)− s
2

1 +

 ln E
δ

1
T ln

(
E
δ

)
+ ln

(
ln E

δ

) −s
2T


s
2
 −→ 0

lorsque δ→ 0+ et s > 0.
Donc la solution est stable pour t = 0, δ→ 0+ et s > 0.
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CHAPITRE 4

MÉTHODE DE TRONCATURE

En mathématiques, la troncature est un terme utilisé pour couper le développement
décimal d’un nombre à un certain nombre de chiffres après la virgule, ou le développement
limité d’une fonction à un certain ordre.

Exemple :
– La troncature à l’unité de 78, 637 est 78.

On définit aussi, si on veut plus de précision :
– La troncature au dixième : La troncature au dixième de 78, 637 est 78, 6.
– La troncature au centième : La troncature au centième de 78,637 est 78,63.
– La troncature au millième de 1.362985 est 1.362

Certains auteurs ont utilisé la méthode de troncature.L’idée de cette méthode est de
limiter l’espace de problème à un sous espace finie (Nam [22]), ou de remplacer la
somme infinie par une somme finie (Jana [16]). Dans cette section, on présente la
méthode de troncature spectrale de Jana 2016 [16].

4.1 Certaines conséquences du théorème spectral

Soit H un espace de Hilbert et A : D(A) ⊂ H → H est un opérateur auto-adjoint,
défini positif, non borné à domaine dense. Pour τ > 0, φ ∈ H et f ∈ L1([0, τ],H) on
considère le problème de la résolution de la valeur finale, indiqué brièvement par FVP,

ut + Au = f (t) 0 < t ≤ τ (4.1)

u(τ) = φ (4.2)
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On rappelle que le théorème spectral (cf. Yosida [29]) est :

Au :=
∫
∞

0
λdEλu, u ∈ D(A)

Où

D(A) := {u ∈ H :
∫
∞

0
λ2d‖Eλu‖2< ∞},

et pour toute fonction continue ou continue par morceaux1 : [0,∞)→ [0,∞), l’opérateur
1(A) est définie par :

1(A)u =

∫
∞

0
1(λ)dEλu, u ∈ D(1(A)),

où

D(1(A)) := {u ∈ H :
∫
∞

0
1(λ)2d‖Eλu‖2< ∞},

en particulier, on définit l’opérateur etA comme suit :

etAu :=
∫
∞

0
etλdEλu, ∀u ∈ D(etA)

D’où

D(etA) = {u ∈ H :
∫
∞

0
e2tλd‖Eλu‖2< ∞},

On peut remarquer que :

S(t) = e−tA :=
∫
∞

0
e−tλdEλ, t ≥ 0,

la famille S(t) : T ≤ 0 d’opérateurs linéaires bornés sur H est un semi groupe dérivable
fortement continu (ou C0) avec ‖S(t) ‖≤ 1 pour tous t ≥ 0, −A est son générateur
infinitésimale (cf. [23]). Avec ces notations, les lemmes suivants peuvent être prouvés.

Lemme 4.1 Pour t > 0, on note les domaines des opérateurs e−tA et etA par R(e−tA) et
D(etA) successivement. alors :

R(e−tA) ⊆ D(etA) ⊆ D(An) ∀n ∈N.

Lemme 4.2 Pour t ≥ 0,
e−tAetA = I sur D(etA),

etAe−tA = I sur H

En particulier, pour t > 0, l’opérateur etA est un opérateur fermé et S(t) = e−tA est
injective avec son domaine D(e−tA)
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4.2 Représentation spectrale de la solution

On déduit l’expression suivante :

u(t) =

∫
∞

0
e(τ−t)λdEλφ −

∫ τ

t

(∫ ∞

0
e(s−t)λdEλ f (s)

)
ds, t ∈ [0, τ] (4.3)

On prouve Plus précisément le théorème suivant :

Théorème 4.1 On suppose que l’équation (4.1) a une solution u(.) et que φ = u(τ) et f ∈
L1([0, τ],H) satisfont aux conditions suivantes :

(1) φ ∈ D(eτA)

(2) f (s) ∈ D(esA) pour tout s ∈ [0, τ]et

(3) La fonction s→ esA f (s), s ∈ [0, τ] appartient à L1([0, τ],H)

Alors :

u(t) =

∫
∞

0
e(τ−t)λdEλφ −

∫ τ

t

∫
∞

0
e(s−t)λdEλ f (s)ds.

Preuve. De f ∈ L1([0, τ],H), à l’aide de résultats de la théorie des semi groupes, la
solution u(t) de la valeur initiale du problème est donné par (cf. [23])

u(t) = S(t)u(0) +

∫ t

0
S(t − s) f (s)ds. (4.4)

En utilisant la notation e−tA pour S(t), (4.4) prend la forme :

u(t) = e(−tA)u(0) +

∫ t

0
e−(t−s)A f (s)ds. (4.5)

En particulier,

φ = u(τ) = e−τAu(0) +

∫ τ

0
e−(t−s)A f (s)ds.

De φ ∈ D(A), f (s) ∈ D(esA) pour toutes s ∈ [0, τ] et la fonction s → esA f (s) appartient à
L1([0, τ],H), on a

eτAφ = u(0) + eτA
[∫ τ

0
e−(τ−s)A f (s)ds

]
.

= u(0) +

∫ τ

0
esA f (s)ds.

Par conséquent,

u(0) = eτAφ −

∫ τ

0
esA f (s)ds
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On substitue la représentation ci-dessus de u(0) à (4.5), il est possible d’obtenir :

u(t) = e−tA
[
eτAφ −

∫ τ

0
esA f (s)ds

]
+

∫ t

0
e−(t−s)A f (s)ds

= e(τ−t)Aφ −

∫ τ

0
e(s−t)A f (s)ds +

∫ t

0
e−(t−s)A f (s)ds

= e(τ−t)Aφ −

∫ τ

t
e(s−t)A f (s)ds

Ainsi,

u(t) =

∫
∞

0
e(τ−t)λdEλφ −

∫ τ

t

∫
∞

0
e(s−t)λdEλ f (s)ds.

Remarque 4.1 La condition suffisante sur f , afin de satisfaire à la condition (3) du théorème
4.1, est : ∫ τ

0

∫
∞

0
e2sλd‖Eλ f (s)‖2 ds < ∞, (4.6)

ou de façon équivalente, la fonction s→ esA f (s) appartient à L2([0, τ],H), puisque, par l’inégalité
de Cauchy-Schwartz on a :∫ τ

0
‖

∫
∞

0
esλdEλ f (s)‖ ds ≤

√
τ
( ∫ τ

0
‖

∫
∞

0
esλdEλ f (s)‖2 ds

)1/2

=
√
τ
( ∫ τ

0

∫
∞

0
esλd‖Eλ f (s)‖2 ds

)1/2

Les conditions en (4.6) et φ ∈ D(eτA) sont exactement les hypothèses de [27] pour obtenir
l’estimation d’erreur.

Définition 4.1 Si φ ∈ H et f ∈ L1([0, τ],H) satisfont les conditions (1)-(3) dans le
théorème (4.1) qui est :

(1) φ ∈ D(eτA)

(2) f (s) ∈ D(esA) pour tout s ∈ [0, τ]et

(3) La fonction s→ esA f (s), s ∈ [0, τ] appartient à L1([0, τ],H) Puis la

fonction u : [0, τ]→ H définis par :

u(t) =

∫
∞

0
e(τ−t)λdEλφ −

∫ τ

t

∫
∞

0
e(s−t)λdEλ f (s)ds. (4.7)

est appelée la solution moyenne de la FVP donnée par (4.1) et (4.2).
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Théorème 4.2 On suppose que φ ∈ H et f ∈ L1([0, τ],H) satisfont les conditions (1)-(3) de la
définition 4.1 soit u(.) la solution moyenne de la FVP donnée par (4.1) et (4.2). alors :

(i) u(t) ∈ D(An) pour tous t ∈ (0, τ), n ∈N et

(ii) u(.) est continu sur [0, τ].

Preuve. On remarque que la solution moyenne u(.) de la FVP donnée par (4.1) et (4.2)
est :

u(t) = e(τ−t)Aφ −

∫ τ

t
e(s−t)A f (s)ds (4.8)

elle peut être modifié comme suit :

u(t) = e−tA
(
eτAφ −

∫ τ

t
esA f (s)ds

)
de sorte que :

u(t) ∈ R(e−tA),∀t ∈ (0, τ)

Par conséquent, avec le Lemme 4.1, on obtient (i).

Maintenant, on prouve (ii). Pour x ∈ H, la fonction t→ e−tAx est continue sur [0,∞)
(cf.Pazy [23]). Donc la fonction t→ e(τ−t)Aφ = e−tA(eτAφ) est continue sur [0, τ].Il suffisait
de démontrer que la fonction t → v(t) = −

∫ τ

t
e(s−t)A f (s)ds est continue sur [0, τ]. Soit

t0 ∈ [0, τ] et t ∈ (0, τ), alors :

v(t) − v(t0) = −

∫ τ

t
e(s−t)A f (s)ds +

∫ τ

t0

e(s−t0)A f (s)ds

= −e−tA
( ∫ τ

t0

esA f (s)ds +

∫ t0

t
esA f (s)ds

)
+ e−At0

( ∫ τ

t0

esA f (s)ds
)

=
(
e−tA
− e−At0

)
y − e−tA

( ∫ τ

t0

esA f (s)ds
)

où y = −
∫ τ

t0
esA f (s)ds, Par l’inégalité de Cauchy-Schwartz,∥∥∥∥etA

( ∫ t0

t
esA f (s)ds

)∥∥∥∥ ≤ ∥∥∥∥∫ t0

t
esA f (s)ds

∥∥∥∥
≤

( ∫ τ

0
‖ esA f (s) ‖2 ds

) 1
2 (|t − t0|)

1
2

à partir de ce qui précède, on a :

lim
t→t0

e−tA
( ∫ t0

t
esA f (s)ds

)
= 0
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également, par la continuité de t→ e−tAy

lim
t→t0

(
e−tA
− e−t0A

)
y = 0

où lim
t→t0

v(t) = v(t0). Donc, t→ v(t) est continue sur [0, τ], et (ii) est prouvé.

4.3 Régularisation et l’analyse d’erreur

4.3.1 Estimation d’erreur avec les données exactes

On suppose que φ ∈ H et f ∈ L1([0, τ],H) satisfont les conditions (1)-(3) de la
définition 4.1 et u(.) est la solution moyenne de la FVP donnée par (4.1) et (4.2), c’est-à-
dire :

u(t) =

∫
∞

0
e(τ−t)λdEλφ −

∫ τ

t

∫
∞

0
e(s−t)λdEλ f (s)ds (4.9)

Comme on l’a déjà fait remarquer dans les conséquences de théorème spectral, la
dépendance de u(.) sur φ et f n’est pas continue en raison du terme e(τ−t)λ et e(s−t)λ dans
la première et dernière intégrale dans (4.9). Par conséquent, à la suite de [27] pour les
données bruitées dans φ, on considère la solution régularisée pour β > 0 comme

uβ(φ, f , t) =

∫ β

0
e(τ−t)λdEλφ −

∫ τ

t

∫ β

0
e(s−t)λdEλ f (s)ds (4.10)

Le théorème suivant montre la dépendance continue de uβ(φ, f , t) sur φ et f

Théorème 4.3 Soient φ1,φ2 ∈ H et f1, f2 ∈ L1([0, τ],H). puis

‖ uβ(φ1, f1, t) − uβ(φ2, f2, t) ‖≤ e(τ−t)β
(
‖φ1 − φ2‖ + ‖ f1 − f2‖

)
, 0 ≤ t ≤ τ

Preuve. Pour t ∈ [0, τ]

uβ(φ1, f1, t) − uβ(φ2, f2, t) =

∫
∞

0
e(τ−t)λdEλ(φ1 − φ2) −

∫ τ

t

∫ β

0
e(s−t)λdEλ( f1 − f2)(s)ds

Donc

‖uβ(φ1, f1, t) − uβ(φ2, f2, t) ‖≤

∥∥∥∥∥∥
∫ β

0
e(τ−t)λdEλ(φ1 − φ2)

∥∥∥∥∥∥
+

∫ τ

t

∥∥∥∥∥∥
∫ β

0
e(s−t)λdEλ( f1 − f2)(s)

∥∥∥∥∥∥ds (4.11)
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A l’aide de l’inéquation e2λ(τ−t)
≤ e2β(τ−t) pour 0 ≤ λ ≤ β∥∥∥∥∥∥

∫ β

0
eλ(τ−t)dEλ(φ1 − φ2)

∥∥∥∥∥∥
2

=

∫ β

0
e2λ(τ−t)d‖Eλ(φ1 − φ2)‖2

≤ e2β(τ−t)
‖φ1 − φ2‖

2

Ainsi, ∥∥∥∥∥∥
∫ β

0
eλ(τ−t)dEλ(φ1 − φ2)

∥∥∥∥∥∥ ≤ eβ(τ−t)
‖φ1 − φ2‖ (4.12)

De plus, on utilise l’inéquation identique (4.12) et l’inégalité
e(s−t)λ

≤ e(τ−t)β, pour tout s ∈ [t, τ], on obtient :∫ τ

t

∥∥∥∥∥∥
∫ β

0
e(s−t)λdEλ( f1 − f2)(s)

∥∥∥∥∥∥ds ≤
∫ τ

t
e(s−t)β

‖( f1 − f2)(s)‖ds (4.13)

≤ e(s−t)β
‖( f1 − f2)(s)‖

A partir de (4.11), en utilisant (4.12) et (4.13), on obtient :

‖ uβ(φ1, f1, t) − uβ(φ2, f2, t) ‖≤ e(τ−t)β
(
‖φ1 − φ2‖ + ‖ f1 − f2‖

)
On rappelle que les conditions (1) - (3) dans la définition 4.1 impliquent∫

∞

0
e2λτd‖Eλφ‖2≤ ρ2 et

∫ τ

0
‖

∫
∞

0
eλsdEλ f (s)‖ ds ≤ η (4.14)

pour certains ρ > 0 , η ≥ 0. Maintenant, on prouve l’un des principaux théorèmes de
cette section dans les conditions générales sur φ et f , à savoir

∫
∞

0
[h(λ)]2e2λτd‖Eλφ‖2≤ ρ2 et

∫ τ

0
‖

∫
∞

0
[h(λ)]eλsdEλ f (s)‖ ds ≤ η (4.15)

pour certains ρ > 0 , η ≥ 0 (en fonction de h), où h : (0,∞) → (0,∞) est une fonction
continue par morceaux croissante , ce qui peut conduire à de meilleures estimations
des erreurs possibles (4.14).

Théorème 4.4 On suppose que φ ∈ H et f ∈ L1([0, τ],H) satisfont les conditions en (4.15).
Soit u(t) et uβ(t) = uβ(φ, f , t) qui sont en (4.9) et (4.10), respectivement. Alors :

‖u(t) − uβ(t)‖ ≤
(ρ + η)e−tβ

h(β)
, 0 ≤ t ≤ τ

donc :
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(i) pour 0 < t ≤ τ
‖u(t) − uβ(t)‖ −→ 0 lorsque β→∞

(ii) Si lim
λ→∞

h(λ) = ∞, puis pour 0 ≤ t ≤ τ,

‖u(t) − uβ(t)‖ −→ 0 lorsque β→∞

Preuve. Soit t ∈ [0, τ]. A partir de (4.9) et (4.10), on obtient :

u(t) − uβ(t) =

∫
∞

β

e(τ−t)λdEλφ −
∫ τ

t

∫
∞

β

e(s−t)λdEλ f (s)ds

Donc

‖u(t) − uβ(t) ‖≤

∥∥∥∥∥∥
∫
∞

β

e(τ−t)λdEλφ

∥∥∥∥∥∥ +

∫ τ

t

∥∥∥∥∥∥
∫
∞

β

e(s−t)λdEλ f (s)

∥∥∥∥∥∥ds (4.16)

On utilise l’inégalité
e−2λt

[h(λ)]2 ≤
e−2βt

[h(β)]2 pour λ ≥ β

∥∥∥∥∥∥
∫
∞

β

e(τ−t)λdEλφ

∥∥∥∥∥∥
2

=

∫
∞

β

e2(τ−t)λd‖Eλφ‖2

≤
e−2βt

[h(β)]2

∫
∞

0
[h(λ)]2e2τλd‖Eλφ‖2

≤
e−2βt

[h(β)]2ρ
2

Ainsi, ∥∥∥∥∥∥
∫
∞

β

e(τ−t)λdEλφ

∥∥∥∥∥∥ ≤ ρ e−βt

h(β)
(4.17)

Aussi, ∥∥∥∥∥∥
∫
∞

β

e(s−t)λdEλ f (s)

∥∥∥∥∥∥
2

=

∫
∞

β

e2(s−t)λd‖Eλ f (s)‖2

≤
e−2βt

[h(β)]2

∫
∞

0
[h(λ)]2e2τλd‖Eλ f (s)‖2

∫ τ

t

∥∥∥∥∥∥
∫
∞

β

e(τ−t)λdEλ f (s)

∥∥∥∥∥∥ ≤ η e−βt

h(β)
(4.18)
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A partir de (4.16), en utilisant (4.17) et (4.18), on obtient :

‖u(t) − uβ(t) ‖≤ (ρ + η)
e−βt

h(β)

On note que pour tout β0 > 0,

e−βt

h(β)
≤

e−β0t

h(β0)
∀β ≥ β0,

alors pour 0 < t ≤ τ
‖u(t) − uβ(t)‖ → 0 lorsque β→∞.

Dans le cas où h(β)→∞ lorsque β→∞ on obtient :

‖u(t) − uβ(t) ‖→ 0 lorsque β→∞.

pour chaque t ∈ [0, τ]

Remarque 4.2 On remarque que si h : (0,∞) → (0,∞) est une fonction bornée dans le
théorème 4.4, alors on ne peut pas déduire la convergence de uβ(0) à u(0) lorsque β → ∞. On
considère quelques cas particuliers de la fonction h dans le théorème 4.4

(i) On suppose que h(λ) = λp, λ > 0 pour p > 0. Les conditions sur φ et f dans (4.15)

prennent les formes :∫
∞

0
λ2pe2λτd‖Eλφ‖2≤ ρ2 et

∫ τ

0
‖

∫
∞

0
λpeλsdEλ f (s)‖ ds ≤ η

On obtient :
‖u(t) − uβ(t) ‖≤ (ρ + η)β−pe−tβ pour tout t ∈ [0, τ]

En particulier,
‖u(0) − uβ(0) ‖≤ (ρ + η)β−p

(ii) On suppose que h(λ) = eqλ, λ > 0 pour q > 0. Les conditions sur φ et f en (4.15)

prennent les formes∫
∞

0
e2λ(τ+q)d‖Eλφ‖2≤ ρ2 et

∫ τ

0
‖

∫
∞

0
eλ(s+q)dEλ f (s)‖ ds ≤ η

On obtient :
‖u(t) − uβ(t) ‖≤ (ρ + η)e−β(t+q) pour tout t ∈ [0, τ]

En particulier,
‖u(0) − uβ(0) ‖≤ (ρ + η)e−qβ

(iii) On suppose que h(λ) = 1, λ > 0. Les conditions sur φ et f en (4.15)
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prennent les formes :∫
∞

0
e2λτd‖Eλφ‖2≤ ρ2 et

∫ τ

0
‖

∫
∞

0
eλsdEλ f (s)‖ ds ≤ η

On obtient :
‖u(t) − uβ(t) ‖≤ (ρ + η)e−βt pour tout t ∈ (0, τ]

Dans ce cas, on ne peut pas déduire uβ(0)→ u(0) lorsque β→∞.

Corollaire 4.1 On suppose que :∫ τ

0

∫
∞

0
[h(λ)]2e2λsd ‖Eλ f (s)‖2 ds ≤ η2

alors :

‖u(t) − uβ(t) ‖≤
(ρ + η

√
τ)e−tβ

h(β)
0 ≤ t ≤ τ.

Preuve. Par l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on a :

( ∫ τ

0

∥∥∥∥∥∫ ∞

0
[h(λ)]eλsdEλ f (s)

∥∥∥∥∥ds
)2
≤ τ

∫ τ

0

∥∥∥∥∥∫ ∞

0
[h(λ)]eλsdEλ f (s)

∥∥∥∥∥2

ds

≤ τ

∫ τ

0

∫
∞

0
[h(λ)]2eλsd

∥∥∥Eλ f (s)
∥∥∥2

ds

≤ τη2.

Par conséquent, le résultat suit immédiatement du théorème 4.4

Remarque 4.3 On suppose que h(A) est bien définie pour tout s ∈ [0, τ]. Les hypothèses
de f dans le théorème 4.4 et le corollaire 4.1

4.3.2 Estimation d’erreur dans les données bruitées

On suppose que les données φ et f sont bruitées. si on a φε et fδ à la place de φ et f
respectivement avec

‖φε − φ‖≤ ε et ‖ f − fδ ‖≤ δ

Soit u(t) comme dans (4.9) et uβ,ε,δ(t) = uβ(φε, fδ, t) sont définis dans (4.10), qui est

uβ,ε,δ(t) =

∫ β

0
e(τ−t)λdEλφε −

∫ τ

t

∫ β

0
e(s−t)λdEλ fδ(s)ds

pour chaque β > 0.
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Théorème 4.5 on suppose que φ ∈ H et f ∈ L1([0, τ],H) satisfont les conditions de (4.15).
alors

‖u(t) − uβ,ε,δ(t)‖≤ e−tβ
(
(ε + δ)eτβ +

(ρ + η)
h(β)

)
0 ≤ t ≤ τ.

Preuve. Soit 0 ≤ t ≤ τ et uβ(t) = uβ(φ, f , t) est défini dans (4.10). En utilisant le théorème
4.4, on a

‖uβ(t) − uβ,ε,δ(t)‖≤ e(τ−t)β
(
‖φ − φε(t)‖ + ‖ f − fδ ‖

)
pour que

‖u(t) − uβ,ε,δ(t)‖≤ e(τ−t)β
(
‖φ − φε(t)‖ + ‖ f − fδ ‖

)
+ ‖u(t) − uβ(t)‖

Comme ‖φε − φ‖≤ ε et ‖ f − fδ ‖≤ δ

‖u(t) − uβ,ε,δ(t)‖≤ (ε + δ)e(τ−t)β+ ‖u(t) − uβ(t)‖ (4.19)

Maintenant (4.19), en utilisant le théorème 4.4, qui implique

‖u(t) − uβ,ε,δ(t)‖≤ e−tβ
(
(ε + δ)eτβ +

(ρ + η)
h(β)

)
0 ≤ t ≤ τ.

Corollaire 4.2 Les résultats suivants découlent :
(i) On suppose que φ ∈ H, f ∈ L1([0, τ],H) satisfont les conditions∫

∞

0
e2λτd‖Eλφ‖2≤ ρ2 et

∫ τ

0
‖

∫
∞

0
eλsdEλ f (s)‖ ds ≤ η

pour chaque ρ > 0 et η ≥ 0. Alors

‖u(t) − uβ,ε,δ(t)‖≤ e−tβ
(
(ε + δ)eτβ + ρ + η

)
, 0 ≤ t ≤ τ

(ii) On suppose que φ ∈ H, f ∈ L1([0, τ],H)∫
∞

0
λ2pe2λτd‖Eλφ‖2≤ ρ2 et

∫ τ

0
‖

∫
∞

0
λ2eλsdEλ f (s)‖ ds ≤ η

pour chaque ρ, p > 0 et η ≥ 0. Alors

‖u(t) − uβ,ε,δ(t)‖≤ (ε + δ)e(τ−t)β + (ρ + η)e−tββ−p, 0 ≤ t ≤ τ

(iii) On suppose que φ ∈ H, f ∈ L1([0, τ],H) satisfont les conditions∫
∞

0
e2λ(τ+q)d‖Eλφ‖2≤ ρ2 et

∫ τ

0
‖

∫
∞

0
eλ(s+q)dEλ f (s)‖ ds ≤ η

pour chaque ρ, q > 0 et η ≥ 0. Alors

‖u(t) − uβ,ε,δ(t)‖≤ (ε + δ)e(τ−t)β + (ρ + η)e−(t+q)β, 0 ≤ t ≤ τ
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Preuve. Les résultats de (i), (ii) et (iii) découlent du théorème 4.5 en prenant respecti-
vement h(λ) = 1, h(λ) = λp et h(λ) = eqλ.

Remarque 4.4 On suppose que h(β) → ∞ lorsque β → ∞. Alors,il existe β0 > 0 telle que
1

h(β)
≤ 1, ∀β > β0 donc

e−tβ
(
(ε + δ)eτβ +

ρ + η

h(β)

)
≤ e−tβ

(
(ε + δ)eτβ + ρ + η

)
∀β > β0

Dans ce cas, l’estimation donnée dans le théorème 4.5 conduit à l’estimation dans le corollaire
4.2(i). Toute fois, l’estimation dans le corollaire 4.2(i) n’est pas utile pour t = 0.

Remarque 4.5 On considère le FVP homogène, c’est à dire f = 0.Dans ce cas on a η = 0 et

u(t) =

∫
∞

0
e(τ−t)λdEλφ, t ∈ [0, τ]

pour que

‖u(0)‖2 =

∫
∞

0
e2λτd‖Eλφ‖2.

Dans le cas suivant, on a annulé δ pour les expressions suivantes :

(i) On suppose que h ≡ 1. La condition sur δ en corollaire 4.2(i) peut être remplacé par
u(0) ≤ ρ et l’estimation des erreurs dans le théorème 4.5 devient :

‖u(t) − uβ,ε(t)‖ ≤ e−tβ(εeτβ + ρ).

C’est l’estimation obtenue par Tuan ([26], dans le théorème 4.1) pour le problème parabolique
homogène à valeur finale .

(ii) On suppose que h(λ) = λp pour certains p > 0. La condition sur

φ dans le théorème 4.5 de même que la condition en corollaire 4.2(ii), est∫
∞

0
λ2ρe2λτd‖Eλφ‖2 ≤ ρ2, (4.20)

l’estimation des erreurs dans le théorème 4.5 devient

‖u(t) − uβ,ε(t)‖ ≤ εe(τ−t)β + ρβ−pe−tβ.

si on choisit β = a
τ ln(1

ε ), (0 < a < 1), alors

‖u(t) − uβ,ε(t)‖ ≤ ε
at
τ +1−a +

τ
a

p
ρ(ln(

1
ε

))−p, ∀t ∈ [0, τ].

C’est l’estimation obtenue par Tuan ([26], dans le théorème 2.4(a)) pour le problème parabo-
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lique homogène de valeur finale . Par hypothèse on a :∫
∞

0
λ2pd‖Eλu(t)‖2 < ∞, ∀t ∈ [0, τ]. (4.21)

On montre ci-dessous que (4.20) et (4.21) sont équivalentes, de sorte que le résultat de ([26],
théorème 2.4(a)) soit un cas particulier du théorème 4.5. On utilise le théorème spectrale de
l’opérateur A, on a :

u(t) =

∫
∞

0
e(τ−t)λdEλφ = e(τ−t)Aφ

pour que

Eµu(t) = χ[0,µ](A)u(t) = χ[0,µ](A)e(τ−t)Aφ =

∫ µ

0
e(τ−t)λdEλφ

et

‖Eµu(t)‖2 =

∫ µ

0
e2(τ−t)λd‖Eλφ‖2

C’est pourquoi (cf. Yosida [29]),∫
∞

0
µ2pd‖Eµu(t)‖2 =

∫
∞

0
µ2pe2(τ−t)µd‖Eµφ‖2

Par conséquent,∫
∞

0
µ2pd‖Eµu(t)‖2 < ∞ ∀t ∈ [0, t] si et seulement si

∫
∞

0
λ2pe2τλd‖Eλu(t)‖2 < ∞

C’est-à-dire, (4.20) et (4.21) sont équivalentes.

(iii) On suppose que h(λ) = eqλ pour q > 0, correspondant

au théorème 4.5. On considère que∫
∞

0
e2λ(q+τ)d‖Eλφ‖2 ≤ ρ2 (4.22)

l’estimation d’erreur dans le théorème 4.5 devient :

‖u(t) − uβ,ε(t)‖ ≤ εe(τ−t)β + ρe−β(t+q)

Si on choisit β = 1
τ+q ln(1

ε ), puis

‖u(t) − uβ,ε(t)‖ ≤ ε
q
τ+q

(
ε

t
τ+ρ + ρ

)
C’est l’estimation obtenue par Tuan ([26], dans le théorème 2.4(b)) pour FVP homogène
prouvé en posant l’hypothèse suivante :∫

∞

0
e2qµd‖Eµu(t)‖2 < ∞ ∀t ∈ [0, τ] (4.23)
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comme en (ii) ci-dessus, on peut montré que (4.22) et (4.23) sont équivalentes, de sorte que le
théorème 2.4(b) de Tuan [26] est un cas particulier du théorème 4.5

4.3.3 Estimations d’erreurs sous les stratégies de choix des paramètres

Les trois théorèmes qui résultent de théorème 4.5 par substitution directe :

Théorème 4.6 On suppose que φ ∈ H et f ∈ L1([0, τ],H) satisfont les conditions en (4.15)
avec h ≡ 1 et soit ch,ρ,η = ρ + η. En prenant ensuite

β =
1
τ

ln
[ tch,ρ,η

(ε + δ)(τ − t)

]
,

On a
‖u(t) − uβ,ε,δ(t)‖ ≤

[τ
t

] t
τ
[ τ
τ − t

]1− t
τ c1− t

τ

h,ρ,η(ε + δ)t/τ pour 0 < t < τ (4.24)

En plus

max
0<t<τ

[τ
t

] t
τ
[ τ
τ − t

]1− t
τ

= 2

et en prenant

β =
1
τ

ln
( ch,ρ,η

(ε + δ)

)
,

‖u(t) − uβ,ε(t)‖ ≤ 2c1− t
τ

h,ρ,η(ε + δ)
t
τ pour 0 ≤ t ≤ τ (4.25)

Théorème 4.7 On suppose que φ ∈ H et f ∈ L1([0, τ],H) satisfont les conditions en (4.15)
avec h(λ) = λp, λ > 0 Pour p > 0, et soit ch,ρ,η := ρ + η. En prenant ensuite :

β :=
γ

τ − t
ln

( 1
ε + δ

)
,

pour 0 < γ < 1,

‖u(t) − uβ,ε,δ(t)‖ ≤ (ε + δ)1−γ + ch,ρ,η(ε + δ)
γt
τ−t

(τ − t
γ

)p[
ln

( 1
ε + δ

)]−p

0 ≤ t < τ
(4.26)

En plus, si on choisit :

β =
1
τ

ln
( 1
ε + δ

)
alors

‖u(t) − uβ,ε,δ(t)‖ ≤ (ε + δ)t/τ
(
1 + ch,ρ,η

τp
[

ln
( 1
ε + δ

)]−p)
, 0 ≤ t ≤ τ (4.27)
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Théorème 4.8 On suppose que φ ∈ H et f ∈ L1([0, τ],H) satisfont les conditions en (4.15)
avec h(λ) = eqλ, t > 0 pour q > 0, et soit ch,ρ,η := ρ + η. En prenant ensuite

β :=
1

τ + q
ln

[ (t + q)ch,ρ,η

(ε + δ)(τ − t)

]
,

on a :

‖u(t) − uβ,ε,δ(t)‖ ≤
(τ + q
τ − t

)(τ − t
t + q

) τ+q
t+q c

1− t+q
τ+q

h,ρ,η (ε + δ)
t+q
τ+q , 0 ≤ t ≤ τ (4.28)

En plus

max
0≤t<τ

(τ + q
τ − t

)(τ − t
t + q

) τ+q
t+q

= 2

et en prenant β = 1
τ+q ln(

ch,ρ,η

ε+δ ),

‖u(t) − uβ,ε(t)‖ ≤ 2c
1− t+q

τ+q

h,ρ,η (ε + δ)
t+q
τ+q 0 ≤ t ≤ τ (4.29)

Remarque 4.6 Explication du choix de β dans les théorèmes 4.6, 4.7, 4.8

(i) Dans le théorème 4.5 pour h ≡ 1, en
corollaire 4.2(i), on a obtenu l’estimation

‖u(t) − uβ,ε,δ(t)‖ ≤ (ε + δ)e(τ−t)β + ch,ρ,ηe−tβ 0 ≤ t ≤ τ

où ch,ρ,η = ρ + η. On note que pour les constants ε, δ > 0 et 0 < t < τ

e−tβ
→ 0 et (ε + δ)e(τ−t)β

→∞ lorsque β→∞

Alors, le choix de β serait en fonction de :

1(β) = (ε + δ)e(τ−t)β + ch,ρ,ηe−tβ, 0 < t < τ

1(β) sera minimale. Pour β = 1
τ ln

[ tch,ρ,η

(ε+δ)(τ−t)

]
= βε,δ la fonction 1 atteint sa valeur minimale qui

est donnée par :

1(βε,δ) =
[τ

t

] t
τ
[ τ
τ − t

]1− t
τ c1− t

τ

h,ρ,η(ε + δ)t/τ.

Ainsi, on obtient (4.24). Si on choisit β tel que

(ε + δ)e(τ+t)β = ch,ρ,ηe−tβ,

On a 1(β) = 2ch,ρ,ηe−tβ. On note que

(ε + δ)e(τ−t)β = ch,ρ,ηe−tβ si β =
1
τ

ln
( ch,ρ,,η

ε + δ

)
Ainsi, on obtient l’estimation dans (4.25).
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Puisque lim
α→0+

αα = 1, on remarque que :

lim
t→0

[τ
t

] t
τ
[ τ
τ − t

]1− t
τ

= 1 = lim
t→τ

[τ
t

] t
τ
[ τ
τ − t

]1− t
τ

et
max
0<t<τ

[τ
t

] t
τ
[ τ
τ − t

]1− t
τ

= 2

(ii) Dans le théorème 4.5 pour h(λ) = λp et pour p > 0, et au corollaire 4.2(ii), on a
obtenu l’estimation

‖u(t) − uβ,ε,δ(t)‖ ≤ (ε + δ)e(τ−t)β + ch,ρ,ηe−tββ−p 0 ≤ t ≤ τ

avec ch,ρ,η = ρ + η. On trouve β = β(ε, δ) telle que β(ε, δ) → ∞ lorsque ε → 0 et δ → 0. On
considère β sous la forme

β = ξ(t) ln
( 1
ε + δ

)
ξ(t) fonction positive . En remplaçant β dans (ε + δ)e(τ−t)β , on obtient

(ε + δ)e(τ−t)β = (ε + δ)1−(τ−t)ξ(t).

Il est nécessaire que 0 < ξ(t) < 1/(τ − t). On considère ξ(t) = γ/(τ − t) pour 0 < γ < 1, qui
déduit :

β =
γ

τ − t
ln

( 1
ε + δ

)
On obtient (4.26) et on choisis γ telle que

1 − γ =
γt
τ − t

,

(4.26) prend la forme

‖u(t) − uβ,ε,δ(t)‖ ≤ (ε + δ)1−γ
{
1 + ch,ρ,η

(τ − t
γ

)p[
ln

( 1
ε + δ

)]−p}
.

On note que

1 − γ =
γt
τ − t

si γ =
τ − t
τ
.

Du choix γ = τ−t
τ on déduit que

β =
γ

τ − t
ln

( 1
ε + δ

)
=

1
τ

ln
( 1
ε + δ

)
β conduit à (4.27).

(iii) Dans le théorème 4.5, pour h(λ) = eqλ, ∀λ ∈ (0,∞) pour

q > 0 en corollaire 4.2(i), on a obtenu l’estimation

‖u(t) − uβ,ε,δ(t)‖ ≤ (ε + δ)e(τ−t)β + ch,ρ,ηe−(t+q)β 0 ≤ t ≤ τ,
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où ch,ρ,η = ρ + η on choisit le paramètre de régularisation β = β(ε, δ) telle que la fonction

1(β) = e−tβ
(
(ε + δ)eτβ + ch,ρ,ηe−qβ

)
0 ≤ t ≤ τ

Atteint son minimum, pour

β =
1

τ + q
ln

[ (t + q)ch,ρ,η

(ε + δ)(τ − t)

]
= βε,δ

La valeur minimale de 1 est

1(βε,δ) =
(τ + q
τ − t

)( τ
τ − t

) τ+q
t+q

c
1− t+q

τ+q

h,ρ,η (ε + δ)
t+q
τ+q 0 ≤ t < τ.

On obtient l’estimation (4.28). Si on choisis β tel que (ε + δ)e(τ−t)β = ch,ρ,η, c’est-à-dire, si

β =
1

τ + q
ln

( ch,ρ,η

ε + δ

)
On obtient l’estimation (4.29). On remarque que

max
0≤t<τ

(τ + q
τ − t

)(τ − t
t + q

) τ+q
t+q

= 2

Cas général : soit h : (0,∞)→ (0,∞) une fonction continue croissante satisfaisant (4.15).
On a

h(β)eτβ →∞ lorsque β→∞

L’estimation du théorème 4.5 et les arguments dans Nair [21], on veut trouver β = βε,δ
telle que

ch,ρ,η

h(β)
= (ε + δ)eτβ

c’est-à-dire
1

h(β)eτβ
=
ε + δ
ch,ρ,η

,

où ch,ρ,η = ρ + η

Théorème 4.9 On suppose que h : (0,∞) → (0,∞) une fonction continue croissante et on
pose φ ∈ H et f ∈ L1([0, τ],H) satisfont les conditions en (4.15). Pour 0 < ε + δ < `ch,ρ,η avec
ch,ρ,η = ρ + η ,` = lim

λ→0
(1/h(β)) et soit βε,δ > 0.Alors

‖u(t) − uβε,δ,ε,δ(t)‖ ≤ 2ch,ρ,η
e−tβε,δ

h(βε,δ)
0 ≤ t ≤ τ,
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En particulier,

‖u(t) − uβε,δ,ε,δ(t)‖ → 0 lorsque ε→ 0 et δ→ 0, ∀t ∈ (0, τ].

Si h est une fonction non bornée, alors

‖u(t) − uβε,δ,ε,δ(t)‖ → 0 lorsque ε→ 0 et δ→ 0, ∀t ∈ [0, τ].

Corollaire 4.3 On suppose que φ ∈ H et f ∈ L1([0, τ],H) satisfont les conditions en (4.15),
avec β = βε,δ = 1

τ ln
( ch,ρ,η

ε+δ

)
.

‖u(t) − uβ,ε,δ(t)‖ ≤ 2c1− t
τ

h,ρ,η(ε + δ)
t
τ 0 ≤ t ≤ τ,

Preuve. Se déduit du théorème 4.9 en prenant h(λ) ≡ 1.

Corollaire 4.4 On suppose que φ ∈ H et f ∈ L1([0, τ],H) satisfont les conditions en (4.15),
avec β = βε,δ = 1

q+τ ln
( ch,ρ,η

ε+δ

)
.

‖u(t) − uβ,ε,δ(t)‖ ≤ 2c
t+q
τ+q

h,ρ,η(ε + δ)
t+q
τ+q 0 ≤ t ≤ τ,

Preuve. Se déduit du théorème 4.9 en prenant h(λ) = eqλ, λ > 0.
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CONCLUSION

? La méthode de quasi-réversibilité, on perturbe l’opérateur de façons différentes et
on obtient des estimations différentes.

? La méthode de Fourier se base sur le choix [−ξmax, ξmax] pour que l’estimation de
l’erreur soit de type Hölder.

? La méthode de troncature,
- Pour un opérateur auto-adjoint,définie positif, non borné à domaine dense, le
théorème de spectral de Yosida permet d’écrire :

u(t) =

∫
∞

0
e(τ−t)λdEλφ −

∫ τ

t

(∫ ∞

0
e(s−t)λdEλ f (s)

)
ds, t ∈ [0, τ]

Pour la méthode de troncature la solution régularisée pour β > 0 est donnée par

uβ(φ, f , t) =

∫ β

0
e(τ−t)λdEλφ −

∫ τ

t

∫ β

0
e(s−t)λdEλ f (s)ds

Sous les stratégies de choix du paramètre β, on obtient des estimations relatives au
paramètre de β.
La méthode de troncature spectrale est le plus récent. Donc elle donne des meilleurs
résultats par rapport aux deux autres méthodes (c-à-d : par rapport à la méthode de
Fourier et celle de quasi-réversibilité).
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Résumé 

     Le présent mémoire est consacré à l’étude de certaines méthodes de 

régularisation des Problèmes inverses et mal posés celle de Fourier, gradient 

conjugué et de troncature spectrale. 

    Les résultats de convergence et les estimations des erreurs ont été obtenus. 

 

Mots clés : problème inverse, problème mal posé, régularisation, gradient 

conjugué, Fourier, troncature spectrale. 

 

Abstract 

     This work is devoted to the study of certain different methods of regularization, 

Fourier, conjugate gradient and truncated spectral for an inverses and ill posed 

problems. 

     The results of convergence and the error estimates are obtained.  

 

Key words: inverse problem, ill posed problem, regularization, conjugate 

gradient, Fourier, truncated spectral. 

 

 صـيـخـلـت
المسـائل السيئة الطرح و المسـائل العكسية    تعديل طرقعلى دراسة بعض  رة  ـالمذك  هذه ترتكـز        

               الطيفي.  الاقتطـاعو طريقة    فوري تعديل طريقةعلى غرار طريقة متوافقة التـدرج، 

 الخطأ. سبي في  من خلال هذه الطرق تـم الحصـول على النتائج المتقـاربة و الارتياب الن        

 تعديل، متوافقة التـدرج، تعديل، المسـائل السيئة الطرح، : المسـائل العكسيةالكلمات المفتـاحية
 ، طريقة الاقتطـاع الطيفي.  فوري
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