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À mes très chères amies.
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À celle qui m’a accordé la vie, le mes très chers parents, pour leurs soutiens, leurs

conseils et leurs encouragements et qui ma donné la tendresse et l’amour.
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INTRODUCTION

La théorie des équations aux différences est un sujet attractif ces derniers temps au

milieu des chercheurs et des scientifiques de différentes disciplines. En fait, le concept

de récurrence, qui est la base de ce genre d’équations, est apparu à l’époque et il a été

utilisé par des anciennes civilisations comme les Babyloniens au cours de leurs études

des nombres, et elles ont connu plusieurs équations aux différences, et une des plus

célèbres équation aux différences (linéaire) est celle qui décrit «le problème des lapins»

apparu dans le Liber Abaci de Leonardo de Pise (en 1202), dite «suite de Fibonacci».

Cependant, la théorie des équations aux différences n’a connu aucun développement

jusqu’à le 18ème siècle, grâce aux mathématiciens De Moivre, Euler, Lagrange, Poincaré,

Laplace et autres. La modélisation mathématique a ouvrit aussi de nouvelles portes

pour les équations aux différences lorsqu’elle avait conféré un tas de modèles discrets

qui traduisent des phénomènes de la vie réelle, le champs d’applications des équations

aux différences avait connu une diversité qui touche des domaines comme l’économie,

la médecine et la biologie, · · · etc.

L’objectif de ce mémoire est d’étudier le comportement des solutions de certains

systèmes d’équations aux différences non linéaires de type rationnelles. En plus de

l’introduction, le mémoire est structuré en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on s’intéresse aux équations aux différences et système

d’équation aux différences.
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Introduction

Dans la première partie du chapitre 2, on étude le comportement des solutions du

système d’équations aux différences non linéaire suivante :

xn+1 =
1

1 + yn−3
, yn+1 =

1
1 + xn−3

, n ∈N0

avec les valeurs initiales n’appartient pas à {−F2n+1
F2n
, n = 1, 2, · · · }.

Dans la deuxième partie de ce chapitre nous avons étudies la périodicité des solutions

du système d’équations aux différences non linéaire suivante :

xn+1 =
1

1 − yn−3
, yn+1 =

1
1 − xn−3

, n ∈N0

avec les valeurs initiales n’appartient pas à {0, 1}.
Dans le dernier chapitre, nous prouvons la stabilité du seul point d’équilibre positif du

système d’équations aux différences non linéaire suivante :

xn+1 =
α + βxn−1

a + byn
, yn+1 =

α + βyn−1

a + bxn

où les paramètres a, b, α, et β et les valeurs initiales x0, x−1, y0, et y−1 sont des nombres

réels strictement positifs.

vii



CHAPITRE 1

SYSTÈMES D’ÉQUATIONS AUX

DIFFÉRENCES

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux équations aux différences et systèmes d’équa-

tions aux différences. Dans la premiére partie on présente quelques définitions et résul-

tats généraux des équations aux différences linéaires et non linéaires. Dans la dernière

partie, on s’intéresse aux systèmes aux différences. Dans tout la suite on définie l’en-

sembleN+n0
par l’ensemble des nombres n ∈N tel que n ≥ n0.

1.1 Equations aux différences

1.1.1 Equations aux différences linéaires

Définition 1.1.1 Une équation de la forme

xn+k + p1(n)xn+k−1 + · · · + pk(n)xn = 1n (1.1)

1



Systèmes d’équations aux différences

avec, p0(n) = 1, p1(n), p1(n), · · · , 1n, sont des fonctions définies surN+n0
, s’appelle équation aux

différences linéaire d’ordre k, dés que pk(n) , 0.

En générale on associe k conditions initiales avec l’équation (1.1)

xn0 = c1, xn0+1 = c2, · · · , xn0+k−1 = ck (1.2)

où les ci, i = 1, · · · , k sont des constantes réelles ou complexes.

Théorème 1.1.1 [4] L’équation aux différences (1.1) avec les conditions initiales (1.2) admet

une et une seul solution.

Définition 1.1.2 L’équation aux différences (1.1) est dite homogène si 1(n) = 0 pour tout

n ∈N+n0
. Alors elle prend la forme

xn+k + p1(n)xn+k−1 + · · · + pk(n)xn = 0. (1.3)

Théorème 1.1.2 L’ensemble S des solutions de l’équation (1.3) est un K-espace vectoriel de

dimension k.

preuve. Soit S =
{
x = (xn)n≥n0

, xi ∈ K : xn+k + p1(n)xn+k−1 + · · · + pk(n)xn = 0
}

l’ensemble

de toutes les solutions de l’équation aux différences (1.3). On a

S ⊂ KN = {(u1,u2, · · · ,un),ui ∈ K}.

Sur l’espace vectorielKN, on a les deux opérations ” + ” et ”.” définies par

(xn + yn)n≥n0 = (xn)n≥n0 + (yn)n≥n0 ,

(λxn)n≥n0 = λ(xn)n≥n0 , λ ∈ K.

• S , ϕ car la suite à éléments tous nuls satisfait l’équation (1.3).

• Soient (xn)n≥n0 , (yn)n≥n0 ∈ S et α, β ∈ K, on a

2



Systèmes d’équations aux différences

αxn+k + βyn+k = α
(−p1(x)xn+k−1 − p2(n)xn+k−2 − · · · − pk(n)xn

)
+ β

(−p1(n)yn+k−1 − p2(n)yn+k−2 − · · · − pk(n)yn
)

= −p1(n)
(
αxn+k−1 + βyn+k+1

) − p2(n)
(
αxn+k−2 + βyn+k−2

) − · · · − pk(n)
(
αxn + βyn

)
.

Donc α(xn)n≥n0 + β(yn)n≥n0 ∈ S. Alors S est un sous espace vectoriel deKN.

Rest à montrer que dim(S) = k, pour cela on va montrer que S est isomorphe au sous

espace vectoriel deKN,Kk définit par

Kk = {(v0, v1, v2, · · · , vk−1), vi ∈ K} .

Posons
φ : S → Kk

x 7→ (
xn0 , xn0+1, · · · , xn0+k−1

) .
Il est claire que φ est une application bien définie, montrons qu’ elle est linéaire :

Soit x, y ∈ S, et α, β ∈ K

φ
(
αx + βy

)
=

((
αx + βy

)
n0
,
(
αx + βy

)
n0+1 , · · · ,

(
αx + βy

)
n0+k−1

)
= α

(
xn0 , xn0+1, xn0+k−1

)
+ β

(
yn0 , yn0+1, yn0+k−1

)
= αφ(x) + βφ(y).

Donc φ est un homomorphisme d’espaces vectoriels.

On va montrer que φ est bijectif, commençons par l’injectivité.

1) On va montrer que φ injectif :

ker(φ) =
{
x = xn ∈ S, φ(x) = 0Kk

}
=

{
x ∈ S,

(
xn0 , xn0+1, · · · , xn0+k−1

)
= (0, 0, · · · , 0)

}
=

{
x ∈ S,

(
xn0 = 0, xn0+1 = 0, · · · , xn0+k−1

)
= 0

}
3



Systèmes d’équations aux différences

et comme toutes les termes de {xn}n≥n0 s’écrivent au fonction de xn0 , xn0+1, · · · , xn0+k−1,

donc

ker(φ) = {x ∈ S, xn = 0,∀n ≥ n0}

= {(0, 0, · · · , 0)}

= 0Kk

d’où φ injectif.

2) On va montrer queφ surjectif : Soit (c1, c2, · · · , ck) ∈ Kk, définissons la suite (xn)n≥n0 ∈ S

xn0 = c1, xn0+1 = c2, · · · , xn0+k−1 = ck, xn0+k = −p1(n)xn+k−1−p2(n)xn+k−2−· · ·−pk(n)xn, n ≥ n0

alors

φ
(
(xn)n≥n0

)
= (c1, c2, · · · , ck)

donc φ est surjectif. Alors φ est bijectif.

de 1 et 2 φ est une isomorphisme, comme dim(Kk) = k, on déduit que S est un espace

vectoriel de dimension k. �

Définition 1.1.3 Le Casoratien W(n) des solution (x1
n)n≥n0 , (x2

n)n≥n0 , · · · , (xk
n)n≥n0 de l’équation

aux différences (1.3) est donné par :

W(n) = det



x1
n · · · xk

n

x1
n+1 · · · xk

n+1
...

. . .
...

x1
n+k−1 · · · xk

n+k−1


.

Définition 1.1.4 Les suites (x1
n)n≥n0 , (x2

n)n≥n0 , · · · , (xk
n)n≥n0 sont dites lieés si ∃ a1, a2, · · · , ak ∈

K non nuls tels que :

a1x1
n + a2x2

n + · · · + akxk
n = 0, ∀n > n0.

4



Systèmes d’équations aux différences

On dit que (x1
n)n≥0, · · · , (xk

n)n≥n0 sont libres si :

a1x1
n + a2x2

n + · · · + akxk
n = 0⇒ ai = 0, i = 1, k.

Lemme 1.1.1 [3](Lemme d’Abel) Soient (x1
n)n≥n0 , (x2

n)n≥n0 , · · · , (xk
n)n≥n0 des solutions de l’équa-

tion homogène (1.3), et soit W(n) leur Casoratien alors, pour tout n ≥ n0

W(n) = (−1)k(n−n0)

 n−1∏
i=n0

pk(i)W(n0)

 .

Corollaire 1.1.1 Si pk(n) , 0, ∀n ≥ n0.

Alors le Casoratien W(n) , 0, ∀n ≥ n0 si et seulement si w(n0) , 0.

preuve. Il découle directement du lemme d’Abel. �

Proposition 1.1.1 Soit B =
{
(x1

n)n≥n0 , (x2
n)n≥n0 , · · · , (xk

n)n≥n0

}
un ensemble des solutions de

l’équation aux différences (1.3), alors B est libre si et seulement si W(n) , 0, ∀n ≥ n0.

preuve. Soient α1, α2, · · · , αk ∈ K tels que :

α1x1
n + α2x2

n + · · · + αkxk
n = 0, ∀n ≥ n0

donc 

α1(x1
n) + α2(x2

n) + · · · + αk(xk
n) = 0,

α1x1
n+1 + α2x2

n+2 + · · · + αkxk
n+1 = 0,

...

α1x1
n+k−1 + α2x2

n+k−1 + · · · + αkxk
n+k−1 = 0,

ce système s’écrit

X(n)b = 0

5



Systèmes d’équations aux différences

avec

X(n) =



x1
n x2

n · · · xk
n

x1
n+1 x2

n+1 · · · xk
n+1

...
. . .

...

x1
n+k−1 x2

n+k−1 · · · xk
n+k−1


, b =



α1

α2
...

αk


.

Donc le système admet le vecteur nul comme solution si et seulement si X(n) est

inversible, c’est à dire

detX(n) =W(n) , 0, ∀n ≥ n0.

Donc B est libre. �

Définition 1.1.5 Un ensemble de k solutions libres de l’équation aux différences (1.3) dit

ensemble fondamentale des solutions.

Théorème 1.1.3 ( Théorème fondamental ) Si pk(n) , 0, ∀n > n0 l’équation aux différences

linéaire homogène (1.3) admet un ensemble fondamentale de solutions.

Corollaire 1.1.2 Soit
{
(x1

n)n≥n0 , (x2
n)n≥n0 , · · · , (xk

n)n≥n0

}
un ensemble fondamentale de solu-

tions de l’équation homogène (1.3).

Donc la solution générale de l’équation (1.3) est donné par

xn =

k∑
i=1

aixi
n,

avec ai sont des constants réels ou complexes.

Lemme 1.1.2 Soient (xn)n≥n0 , (yn)n≥n0 deux solutions de l’équation (1.1), donc

(zn)n≥n0 =
(
xn − yn

)
n≥n0

est une solution de l’équation (1.3).

preuve. On a (xn)n≥n0 , (yn)n≥n0 sont des solutions de l’équation (1.1), donc

xn+k + p1(n)xn+k−1 + · · · + pk(n)xn = 1n

6
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et

yn+k + p1(n)yn+k−1 + · · · + pk(n)yn = 1n

donc (
xn+k − yn+k

)
+ p1(n)

(
xn+k−1 − yn+k−1

)
+ · · · + pk(n)

(
xn − yn

)
= 0

par conséquent (zn)n≥n0 =
(
xn − yn

)
n≥n0

est un solution de l’équation homogène (1.3). �

Théorème 1.1.4 Soit
{
(x1

n)n≥n0 , (x2
n)n≥n0 , · · · , (xk

n)n≥n0

}
un ensemble fondamental de solution

de l’équation (1.3) et (xp
n)n≥n0 une solution particulière de l’équation (1.1), donc toute solutions

générale de l’équation (1.1) prend la forme

xn =

k∑
i=1

aixi
n + xp

n, ∀n ≥ n0.

preuve. Si (xn)n≥n0 est la solution générale de (1.1), et (xp
n)n≥n0 une autre solution de

(1.1)

alors d’après le lemme (1.1.2)
(
xn − xp

n

)
n≥n0

est une solution de l’équation (1.3), ainsi

xn − xp
n =

k∑
i=1

aixi
n, ai ∈ K, ∀i = 1, · · · , k, n ≥ n0.

�

Les équations aux différences linéaires à coefficients constants

Dans toute la suite, on s’intéresse aux équations aux différences à coefficients

constants homogènes, c’est à dire

xn+k + p1xn+k−1 + p2xn+k−2 + · · · + pkxn = 0. (1.4)

7



Systèmes d’équations aux différences

Les pi sont des constantes réels ou complexe.

Théorème 1.1.5 L’équation (1.4) admet des solutions de la forme :

xn = λ
n

avec λ ∈ C∗ et vérifie :

p(λ) =
k∑

i=1

piλ
k−i = 0. (1.5)

preuve. En remplaçant par x(n) = λn dans l’équation (1.4), on trouve

λn
k∑

i=0

piλ
k−i = 0

puisque
k∑

i=0

piλ
k−i = 0.

Alors λn est une solutions de l’équation (1.4). �

Définition 1.1.6 Le polynôme

p(λ) =
k∑

i=0

piλ
k−i

s’appelle le polynôme caractéristique associé à l’équation (1.4).

Théorème 1.1.6 Si les racines λ1, λ2, · · · , λk du polynôme caractéristique p(λ) sont dis-

tinctes, alors
{
λn

1 , λ
n
2 , · · · , λn

k

}
est un ensemble fondamental des solutions pour l’équation

(1.4).

preuve. Si λ1, · · · , λk sont des racines distinctes du p(λ) alors
{
λn

1 , · · · , λn
k

}
sont k

solutions de l’équation (1.4). Montrons qu ils sont linéairement indépendantes. Il suffit

de trouver un n0 tel que W(n0) , 0.

8



Systèmes d’équations aux différences

Le Casoratient des donné par

W(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λn
1 λn

2 · · · λn
k

λn+1
1 λn+1

2 · · · λn+1
k

...
...

. . .
...

λn+k−1
1 λn+k−1

2 · · · λn+k−1
k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
choisissons n0 = 0, on obtient

W(0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

λ1 λ2 · · · λk
...

...
. . .

...

λk−1
1 λk−1

2 · · · λk−1
k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1≤i< j

(λi − λ j) , 0.

Ainsi

W(0) , 0

alors
{
λn

1 , λ
n
2 , · · · , λn

k

}
est libre donc forme un ensemble fondamental des solutions

pour l’équation (1.4). �

Corollaire 1.1.3 Du théorème précédent, il résulte que toute solution de l’équation (1.4) s’écrit

comme combinaison linéaire de λn
i , i = 1, · · · , k, i.e,

xn =

k∑
i=1

aiλ
n
i , ai ∈ R

avec : λ1, · · · , λk sont des racines distinctes du polynôme caractéristique p(λ).

Théorème 1.1.7 Supposons λ1, λ2, · · · , λr, r < k sont les racines du polynôme caractéristique

associé à l’équation (1.4) avec les multiplicités m1,m2, · · · ,mr respectivement (
∑r

i=1 mi = k)

alors :

{(λn
1)n≥n0 , (nλn

1)n≥n0 , · · · , (nm1−1λn
1)n≥n0 , (λ

n
2)n≥n0 , (nλn

2)n≥n0 , · · · ,
(nm2−1λn

2)n≥n0 , · · · , (λn
r )n≥n0 , (nλn

r )n≥n0 , · · · , (nmr−1λn
r )n≥n0}

est une ensemble fondamental pour l’équation (1.4).

9
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Corollaire 1.1.4 La solution générale de l’équation (1.4) s’écrit :

yn =

r∑
i=1

mi−1∑
j=0

ai jn jλn
i , ai j ∈ R

où

• Le paramètre r ≤ k désigne le nombre de racines distinctes de l’équation caractéristique

(1.5).

• Le paramètre λi désigne une racine distinctes de l’équation caractéristique (1.5).

• Le paramètre mi désigne le multiplicités de la racine λi.

• Les coefficients ai j sont des constantes qui sont déterminées à partir des conditions initiales.

Exemple 1.1.1 (Suite de Fibonacci)

Définition 1.1.7 La suite de Fibonacci est la suite {Fn}n≥0 Fn+2 = Fn+1 + Fn, n ≥ 0

F0 = 0, F1 = 1
. (1.6)

Remarque 1.1.1 La suite de Fibonacci est une équation aux différences linéaire à coefficients

constantes homogène d’ordre 2.

L’équation caractéristique de (1.6) est

λ2 − λ − 1 = 0.

Ainsi, les racines caractéristiques sont

λ1 =
1 +
√

5
2

, λ2 =
1 −
√

5
2

la solution générale de l’équation (1.6) est donnée par la formule suivante :

Fn =
αn − βn

α − β , (1.7)

10
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dite formule de Binet, avec

α =
1 +
√

5
2

, β =
1 −
√

5
2

.

Corollaire 1.1.5 Soient {Fn} la suite de Fibonacci et n, r ∈N. Alors

lim
n→∞

Fn+r

Fn
= αr.

preuve. On a {Fn} la suite de Fibonacci et n, r ∈N. Alors

lim
n→∞

Fn+r

Fn
= lim

n→+∞

αn+r ×
1 −

(
β

α

)n+r

α − β

αn ×
1 −

(
β

α

)n

α − β

= αr.

�

Analyse de la stabilité de solutions

Définition 1.1.8 On dit que la solution {xn}n≥n0 de l’équation (1.4) est stable si pour toutes

autres solution de (1.4) {xn}n≥n0

en = xn − xn, n ∈N+n0
(1.8)

est borné.

Définition 1.1.9 On dit que la solution {xn}n≥n0 de l’équation (1.4) est asymptotiquement

stable si {xn}n≥n0 est stable et pour toutes autres solution de (1.4)

lim
n→∞

en = lim
n→∞

(xn − xn) = 0.

11
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Théorème 1.1.8 Une solution {xn}n≥n0 de (1.4) est asymptotiquement stable si et seulement si

les racines du polynôme caractéristique sont à l’intérieur du disque unité,

(
c’est à dire {xn}n≥n0 est asymptotiquement stable ⇐⇒ |λi| < 1, i = 1, · · · ,m)

.

preuve. Soient λ1, λ2, · · · , λr les racines de p(λ) avec les multiplicités m1,m2, · · · ,mr

respectivement. {xn}n≥n0 une solution de (1.4). On a

xn =

r∑
i=1

mi−1∑
j=o

ci jn jλn
i

et

xn =

r∑
i=1

mi−1∑
j=o

ci jn jλn
i

donc

xn − xn =

r∑
i=1

mi−1∑
j=o

(
ci j − ci j

)
n jλn

i . (1.9)

•) Si |λi| < 1, le membre de droite dans (1.9) tend vers zéro (car lim
n→∞

n jλn
i = 0) c’est

à dire

lim
n→∞
|xn − xn| = 0.

•) Inversement si

lim
n→∞
|xn − xn| = 0

supposons qu il existe λ∗ tel que |λ∗| ≥ 1 donc xn − xn tend pas ver zéro donc n’est

pas asymptotiquement stable "contradiction".

�

Théorème 1.1.9 Une solution {xn}n≥n0 de (1.4) est stable si et seulement si les modules des

racines de p(λ) est inferieur ou égale avec les racines de module égale à un sont simple.
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preuve. Soit λ1, λ2, · · · , λr des racines de p(λ) avec les multiplicités m1,m2, · · · ,mr

xn − xn =

r∑
i=1

mi−1∑
j=o

(
ci j − ci j

)
n jλn

i . (1.10)

•) Il est clair si n est finie la quantité (1.10) est bornée. Il nous reste à étudier quand

n→∞ si n −→ ∞ les termes correspondants les λi :

|λi| < 1, tend vers zéro,

|λi| = 1, est bornée.

•) Inversement supposons si existe λ∗ tel que |λi| > 1 donc la quantité (1.10) n’est

pas bornné donc n’est pas stable "contradiction".

�

1.1.2 Equations aux différences non linéaires

Définition 1.1.10 Une équation aux différences non linéaire d’ordre (k + 1) est une équation

de la forme

xn+k = f (xn, xn−1, · · · , xn−k) (1.11)

avec f : Ik+1 → I est une fonction continue, I un intervalle de R et

(x0, x−1, · · · , x−k) ∈ Ik+1

sont les conditions initiales.

Remarque 1.1.2 Toute solution {xn}+∞n=−k de l’équation (1.11) est uniquement déterminée par

les conditions initiales.

Définition 1.1.11 Un point x ∈ I est dit point d’équilibre pour l’équation (1.11) si

x = f (x, x, · · · , x)

13
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autrement dit

xn = x, ∀n ≥ −k.

Définition 1.1.12 Une solution {xn}+∞n=−k de l’équation (1.11) est dite périodique de période p si

xn+p = xn, ∀n ≥ −k.

Définition 1.1.13 Un intervalle J ⊆ I est dit intervalle invariant pour l’équation (1.11) si

x−k, x−k+1, · · · , x0 ∈ J⇒ xn ∈ J, n > n0.

Stabilité des équations aux différences non linéaires

Définition 1.1.14 Soit x un point d’équilibre de l’équation (1.11).

1. x est dit localement stable si

∀ε > 0,∃δ > 0, ∀x−k, · · · x0 ∈ I : |x−k − x| + · · · + |x0 − x| < δ

alors

| xn − x |< ε, ∀n ≥ −k.

2. x est dit localement asymptotiquement stable si

• x est localement stable,

• ∃γ > 0, ∀x−k, · · · x0 ∈ I : |x−k − x| + · · · + |x0 − x| < γ alors lim
n→+∞

xn = x.

3. x est dit globalement attractif si

∀x−k, · · · x0 ∈ I, lim
n→+∞

xn = x.

4. x est dit globalement asymptotiquement stable si

• x est localement stable,

• x est globalement attractif.
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5. Le point x est dit instable s’il est non localement stable.

Linéarisation des équations aux différences non linéaires

Supposons en plus que f est une fonction différentiable au voisinage du point d’équi-

libre x. Considérons la fonction

f : Ik+1 → I

(u0,u1, · · · ,uk) 7→ f (u0,u1, · · · , uk).

Définition 1.1.15 On appelle équation aux différences linéaire associée à l’équation (1.11)

l’équation

yn+1 = p0yn + p1yn−1 + · · · + pkyn−k (1.12)

avec

pi =
∂ f
∂ui

(x, x, · · · , x), i = 0, · · · , k.

Pour laquelle on associé le polynôme caractéristique

p(λ) = λk+1 − p0λ
k − · · · − pk.

Remarque 1.1.3 La stabilité de l’équation (1.11) est caractérisé par la stabilité de l’équation

aux différences linéaire associé (1.12).

Le théorème suivant du Clark, donne une condition suffisante de la stabilité locale

asymptotique de l’équation (1.11).

Théorème 1.1.10 Une condition suffisante de la stabilité locale asymptotique de l’équation

(1.11)

|p0| + |p1| + · · · + |pk| < 1.

Pour montrer ce théorème, on utilisant le théorème de Rouché.
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Théorème 1.1.11 (Théorème de Rouché) [9] Supposons que :

1. Les fonction f (λ) et 1(λ) sont analytique à l’intérieur est sur une simple conteur fermé γ

dans le domaine complexe.

2. | f (λ)| > |1(λ)| pour tout les points sur γ.

Alors f (λ) et f (λ) + 1(λ) ont le même nombre de zéros à l’intérieur du disque unité.

preuve. (Théorème(1.1.10)) Soit

p(λ) = λk+1 − p0λ
k − · · · − pk

le polynôme caractéristique associé à l’équation (1.11). Soit f et 1 deux fonctions com-

plexes définies par

f (λ) = λk+1, 1(λ) = p0λ
k + · · · + pk.

On a pour tout λ ∈ C tel que |λ| = 1

|1(λ)| = |p0λk + · · · + pk|
≤ |p0| + |p1| + · · · + |pk|
< 1

i.e.,

|1(λ)| < | f (λ)|.

Alors par le Théorème de Rouché f (λ) et f (λ) + 1(λ) ont le même nombre de zéros

(k+1) à l’intérieur du disque unité. Ainsi les racines du polynôme p(λ) sont de modules

inférieures à 1, et le résultat découle du théorème (1.1.8). �

1.1.3 Stabilité par linéarisation

Théorème 1.1.12
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1. Si toutes les racines du polynôme caractéristique de l’équation aux différences linéaire

associée sont dans le disque unité ouvert |λ| < 1, alors le point d’équilibre x de l’équation

(1.11) est asymptotiquement stable.

2. Si au moins une racine du polynôme caractéristique de l’équation aux différences linéaire

associée a un module supérieur à un, alors le point d’équilibre x de l’équation (1.11) est

instable.

preuve. Soit l’équation aux différences (1.11)

xn+1 = f (xn, xn−1, · · · , xn−k), n = 0, 1, · · · ,

et la fonction
f : Ik → I

(u0, · · · ,uk) 7→ f (u0, · · · ,uk).

Si en faire un développement de Taylor de la fonction f autour du point d’équilibre

(x, x, · · · , x) on obtient

xn+1 =
∂ f
∂u0

(x, x, · · · , x)yn +
∂ f
∂u1

(x, x, · · · , x)yn−1 + · · · + ∂ f
∂uk

(x, x, · · · , x)yn−k + o(x − x).

Quand n→ +∞, o(x − x)→ 0, donc

xn+1 = p0yn + p1yn−1 + · · · + pkyn−k

et le polynôme caractéristique est

p(λ) = λk+1 − p0λ
k − · · · − pk.

Donc d’après le Théorème (1.1.8) (xn)n≥n0 est asymptotiquement stable⇔ |λi| < 1, i =

1, · · · , s. �
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1.2 Systèmes d’équations aux différences

Dans cette section, on s’intéresse aux systèmes d’équations aux différences non

linéaires.

1.2.1 Stabilité des systèmes d’équations aux différences non linéaires

Soient f , 1 deux fonctions continument différentiables

f : Ik+1 × Jk+1 → I , 1 : Ik+1 × Jk+1 → J

où I, J sont des intervalles réels. Considérons le système d’équations aux différences xn+1 = f (xn, xn−1, · · · , xn−k, yn, yn−1, · · · , yn−k)

yn+1 = 1(xn, xn−1, · · · , xn−k, yn, yn−1, · · · , yn−k)
(1.13)

où n, k ∈N0, (x−k, x−k+1, · · · , x0) ∈ Ik+1 et (y−k, y−k+1, · · · , y0) ∈ Jk+1.

Définissons la fonction

H : Ik+1 × Jk+1 → Ik+1 × Jk+1

par

H(W) =
(

f0(W), f1(W), · · · , fk(W), 10(W), 11(W), · · · , 1k(W)
)

avec

W = (u0, u1, · · · , uk, v0, v1, · · · , vk)
T ,

f0(W) = f (W), f1(W) = u0, · · · , fk(W) = uk−1,

10(W) = 1(W), 11(W) = v0, · · · , 1k(W) = vk−1.

Posons

Wn =
(
xn, xn−1, · · · , xn−k, yn, yn−1, · · · , yn−k

)T .
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Ainsi, le système (1.13) est équivalent au système

Wn+1 = H(Wn),n = 0, 1, · · · , (1.14)

c’est à dire 

xn+1 = f (xn, xn−1, · · · , xn−k, yn, yn−1, · · · , yn−k)

xn = xn
...

xn−k+1 = xn−k+1

yn+1 = 1(xn, xn−1, · · · , xn−k, yn, yn−1, · · · , yn−k)

yn = yn
...

yn−k+1 = yn−k+1

.

Définition 1.2.1

1. Un point (x, y) est dit point d’équilibre pour le système (1.13) si

x = f (x, x, · · · , x, y, y, · · · , y),

y = 1(x, x, · · · , x, y, y, · · · , y).

2. Un point W = (x, x, · · · , x, y, y, · · · , y) ∈ Ik+1 × Jk+1 est point d’équilibre du système

(1.14) si

W = H(W).

Définition 1.2.2 Soient W un point d’équilibre du système (1.14) et ∥.∥une norme, par exemple

la norme euclidienne.

1. Le point d’équilibre W est dit stable (ou localement stable) si pour chaque ϵ > 0, il existe

δ > 0 tel que ∥W0 −W∥ < δ implique ∥Wn −W∥ < ϵ pour n ≥ 0.

2. Le point d’équilibre W est dit asymptotiquement stable (ou localement asymptotiquement
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stable) s’il est stable et s’il existe γ > 0, tel que ∥W0 −W∥ < γ implique

∥Wn −W∥ → 0, n→ +∞.

3. Le point d’équilibre W est dit globalement attractif (respectivement globalement attractif

de bassin d’attraction l’ensemble G ⊆ Ik+1 × Jk+1), si pour chaque W0 (respectivement

pour chaque W0 ∈ G)

∥Wn −W∥ → 0, n→ +∞.

4. Le point d’équilibre W est dit globalement asymptotiquement stable (respectivement

globalement asymptotiquement stable par rapport à G) si est localement stable, et si pour

chaque W0 (respectivement pour chaque W0 ∈ G),

∥Wn −W∥ → 0, n→ +∞.

5. Le point d’équilibre W est dit instable s’il n’est pas localement stable.

Remarque 1.2.1 Il est claire que (x, y) ∈ I × J est un point d’équilibre du système (1.13) si

et seulement si W = (x, x, · · · , x, y, y, · · · , y) ∈ Ik+1 × Jk+1 est un point d’équilibre du système

(1.14).

1.2.2 Stabilité par linéarisation

Le système linéaire associé au système (1.14) autour du point d’équilibre

W = (x, x, · · · , x, y, y, · · · , y)

est donné par

Wn+1 = AWn,n = 0, 1, · · · ,
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où A est la matrice Jacobienne de la fonction H au point d’équilibre W, donnée par

A =



∂ f0
∂u0

(W) ∂ f0
∂u1

(W) · · · ∂ f0
∂uk

(W) ∂ f0
∂v0

(W) ∂ f0
∂v1

(W) · · · ∂ f0
∂vk

(W)
∂ f1
∂u0

(W) ∂ f1
∂u1

(W) · · · ∂ f1
∂uk

(W) ∂ f1
∂v0

(W) ∂ f1
∂v1

(W) · · · ∂ f1
∂vk

(W)
...

...
...

...
...

...
...

...
∂ fk
∂u0

(W) ∂ fk
∂u1

(W) · · · ∂ fk
∂uk

(W) ∂ fk
∂v0

(W) ∂ fk
∂v1

(W) · · · ∂ fk
∂vk

(W)
∂10

∂u0
(W) ∂10

∂u1
(W) · · · ∂10

∂uk
(W) ∂10

∂v0
(W) ∂10

∂v1
(W) · · · ∂10

∂vk
(W)

∂11

∂u0
(W) ∂11

∂u1
(W) · · · ∂11

∂uk
(W) ∂11

∂v0
(W) ∂11

∂v1
(W) · · · ∂11

∂vk
(W)

...
...

...
...

...
...

...
...

∂1k
∂u0

(W) ∂1k
∂u1

(W) · · · ∂1k
∂uk

(W) ∂1k
∂v0

(W) ∂1k
∂v1

(W) · · · ∂1k
∂vk

(W)



.

Théorème 1.2.1 (Stabilité par linéarisation)

1. Si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne A sont dans le disque unité ouvert

|λ| < 1, alors le point d’équilibre W du système (1.14) est asymptotiquement stable.

2. Si au moins une valeur propre de la matrice Jacobienne A a un module supérieur à un,

alors le point d’équilibre W du système (1.14) est instable.

1.2.3 Théorème de convergence

On donne dans cette section un théorème de convergence pour les systèmes d’équa-

tions aux différences d’ordre deux, utile pour la démonstration de nos résultats.

Théorème 1.2.2 [5] Considérons le système d’équations aux différences définie par xn+1 = f (xn−1, yn)

yn+1 = 1(xn, yn−1)
(1.15)

avec
f : [0,∞[×[0,∞[ → [0,∞[

1 : [0,∞[×[0,∞[ → [0,∞[.
(1.16)

Supposons que f et 1 sont des fonctions continues et a, b, c, et d sont des nombres réels positifs.
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Avec a < b, c < d de plus

f : [a, b] × [c, d] → [a, b]

1 : [a, b] × [c, d] → [c, d]
(1.17)

telle que

1. f est croissante par rapport à x et décroissante par rapport à y et 1 est décroissante par

rapport à x et croissante par rapport à y.

2. Si m1, M1, m2, et M2 sont des nombres réels telle que

m1 = f (m1,M2), M1 = f (M1,m2), m2 = 1(M1,m2),

et

M2 = 1(m1,M2),

alors m1 =M1 et m2 =M2.

Alors le système (1.15) a un seul point d’équilibre (x, y) et lim
n→+∞

(xn, yn) = (x, y).
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CHAPITRE 2

COMPORTEMENT DES SOLUTIONS

DE CERTAINS SYSTÈMES

D’ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES

D’ORDRES QUATRE

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude du comportement des solutions des sys-

tèmes d’équations aux différences suivants :

xn+1 =
1

1 ± yn−3
, yn+1 =

1
1 ± xn−3

, n ∈N0.

Avec les valeurs initiales sont des nombres réel avec x−3, x−2, x−1, x0, y−3, y−2, y−1, et , y0 <

{0, 1} ∪ {−F2n+1
F2n
, n = 1, 2, · · · }.
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2.2 Le système xn+1 =
1

1+yn−3
, yn+1 =

1
1+xn−3

Dans cette section nous étudions le comportement des solutions du systèmes

d’équations aux différences

xn+1 =
1

1 + yn−3
, yn+1 =

1
1 + xn−3

, n ∈N0. (2.1)

Avec les valeurs initiales x−3, x−2, x−1, x0, y−3, y−2, y−1, et , y0 < {−F2n+1
F2n
, n = 1, 2, · · · }.

2.2.1 Forme des solutions

Le théorème suivant décrit la forme des solutions du système (2.1).

Théorème 2.2.1 Soit {xn, yn}n≥−4 une solution du système (2.1). Alors pour n = 0, 1, · · · ,
x8n+i =

F2n+1 + F2nyi−4

F2n+2 + F2n+1yi−4
, y8n+i =

F2n+1 + F2nxi−4

F2n+2 + F2n+1xi−4
, i = 1, 2, 3, 4,

x8n+i =
F2n+2 + F2n+1xi−8

F2n+3 + F2n+2xi−8
, y8n+i =

F2n+2 + F2n+1yi−8

F2n+3 + F2n+2yi−8
, i = 5, 6, 7, 8.

preuve. Par un calcul direct, on obtient de (2.1) que

x1 =
1

1 + y−3
, x2 =

1
1 + y−2

, x3 =
1

1 + y−1
, x4 =

1
1 + y0

,

y1 =
1

1 + x−3
, y2 =

1
1 + x−2

, y3 =
1

1 + x−1
, y4 =

1
1 + x0

,

et

x5 =
1 + x−3

2 + x−3
, x6 =

1 + x−2

2 + x−2
, x7 =

1 + x−1

2 + x−1
, x8 =

1 + x0

2 + x0
,

y5 =
1 + y−3

2 + y−3
, y6 =

1 + y−2

2 + y−2
, y7 =

1 + y−1

2 + y−1
, y8 =

1 + y0

2 + y0
.
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Donc le résultat est vérifié pour n = 0. Supposons que n > 0 et que le résultat est vérifié

pour n − 1, c’est à dire,

x8(n−1)+i =
F2n−1 + F2n−2yi−4

F2n + F2n−1yi−4
, i = 1, · · · , 4, (2.2)

y8(n−1)+i =
F2n−1 + F2n−2xi−4

F2n + F2n−1xi−4
, i = 1, · · · , 4, (2.3)

x8(n−1)+i =
F2n + F2n−1xi−8

F2n+1 + F2nxi−8
, i = 5, · · · , 8, (2.4)

y8(n−1)+i =
F2n + F2n−1yi−8

F2n+1 + F2nyi−8
, i = 5, · · · , 8. (2.5)

Il découle de système (2.1) et de l’hypothèse de la récurrence que, pour i = 1, · · · , 4,

x8n+i =
1

1 + y8n−4+i

=
1

1 +
1

1 + x8(n−1)+i

=
1 + x8(n−1)+i

2 + x8(n−1)+i

=

1 +
F2n−1 + F2n−2yi−4

F2n + F2n−1yi−4

2 +
F2n−1 + F2n−2yi−4

F2n + F2n−1yi−4

=
F2n + F2n−1 + (F2n−1 + F2n−2)yi−4

2F2n + F2n−1 + (2F2n−1 + F2n−2)yi−4

=
F2n+1 + F2nyi−4

F2n+2 + F2n+1yi−4
,
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et

y8n+i =
1

1 + x8n−4+i

=
1

1 +
1

1 + y8(n−1)+i

=
1 + y8(n−1)+i

2 + y8(n−1)+i

=

1 +
F2n−1 + F2n−2xi−4

F2n + F2n−1xi−4

2 +
F2n−1 + F2n−2xi−4

F2n + F2n−1xi−4

=
F2n + F2n−1 + (F2n−1 + F2n−2)xi−4

2F2n + F2n−1 + (2F2n−1 + F2n−2)xi−4

=
F2n+1 + F2nxi−4

F2n+2 + F2n+1xi−4
.

De même, pour i = 5, · · · , 8, de (2.1) on obtient

x8n+i =
1

1 + y8n−4+i

=
1

1 +
1

1 + x8(n−1)+i

=
1 + x8(n−1)+i

2 + x8(n−1)+i

=

1 +
F2n + F2n−1xi−8

F2n+1 + F2nxi−8

2 +
F2n + F2n−1xi−8

F2n+1 + F2nxi−8

=
F2n+1 + F2n + (F2n + F2n−1)xi−8

2F2n+1 + F2n + (2F2n + F2n−1)xi−8

=
F2n+2 + F2n+1xi−8

F2n+3 + F2n+2xi−8
,
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et

y8n+i =
1

1 + x8n−4+i

=
1

1 +
1

1 + y8(n−1)+i

=
1 + y8(n−1)+i

2 + y8(n−1)+i

=

1 +
F2n + F2n−1yi−8

F2n+1 + F2nyi−8

2 +
F2n + F2n−1yi−8

F2n+1 + F2nyi−8

=
F2n+1 + F2n + (F2n + F2n−1)yi−8

2F2n+1 + F2n + (2F2n + F2n−1)yi−8

=
F2n+2 + F2n+1yi−8

F2n+3 + F2n+2yi−8
.

�

2.2.2 Stabilité global des solutions positives

Dans cette section, nous étudions le stabilité asymptotique globale des solutions

positives du système (2.1). Soit I = J =]0,+∞[ et on considérons les fonctions

f : I4 × J4 → I , 1 : I4 × J4 → J

définies par

f (u0, u1,u2,u3, v0, v1, v2, v3) =
1

1 + v3
,

1(u0, u1,u2,u3, v0, v1, v2, v3) =
1

1 + u3
.

Lemme 2.2.1 Le système (2.1) admet dans ]0,+∞[×]0,+∞[ un seul point d’équilibre, et il est
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donné par

E =
(
−1 +

√
5

2
,
−1 +

√
5

2

)
.

preuve. Il est claire que le système

x =
1

1 + y
, y =

1
1 + x

,

a une solution unique dans I × J laquelle

E = (x, y) =
(
−1 +

√
5

2
,
−1 +

√
5

2

)
.

�

Théorème 2.2.2 Le point d’équilibre E est localement asymptotiquement stable.

preuve. Le système linéaire associé au système (2.1) autour du point d’équilibre

E =
(
−1 +

√
5

2
,
−1 +

√
5

2
,
−1 +

√
5

2
,
−1 +

√
5

2
,
−1 +

√
5

2
,
−1 +

√
5

2
,
−1 +

√
5

2
,
−1 +

√
5

2

)
∈ I4×J4

est donné par

Xn+1 = AXn, Xn =
(
xn, xn−1, xn−2, xn−3, yn, yn−1, yn−2, yn−3

)T (2.6)

où A est la matrice Jacobienne donnée par

A =



0 0 0 0 0 0 0 −3+
√

5
2

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 −3+
√

5
2 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0



.

28



Comportement des solutions de certains systèmes

Est son polynôme caractéristique

p(λ) = det (A − λI8)

= λ8 −
(
−3 +

√
5

2

)2

.

Considérons les deux fonctions définies par

a(λ) = λ8, b(λ) =
(
−3 +

√
5

2

)2

.

On a ∣∣∣∣∣∣−3 +
√

5
2

∣∣∣∣∣∣ < 1.

Alors

|b(λ)| < |a(λ)|, ∀λ : |λ| = 1.

Donc, d’après le Théorème de Rouché, tous les zéros de P(λ) = a(λ) − b(λ) sont dans

|λ| < 1. D’où, d’après le Théorème (1.2.1), E est localement asymptotiquement stable. �

La stabilité asymptotique globale du système (2.1), fera l’objet du théorème suivant :

Théorème 2.2.3 Le point d’équilibre E est globalement asymptotiquement stable.

preuve. Soit {xn, yn}n≥−4 une solution positive du système (2.1). D’après le Théorème

(2.2.2) il suffit de prouver que E est globalement attractif, c’est à dire

lim
n→+∞

(xn, yn) = E.

Pour cela, on prouve que pour i = 1, · · · , 8 on a

lim
n→+∞

(x8n+i) = lim
n→+∞

(y8n+i)

=
−1 +

√
5

2
.

Pour i = 1, 2, 3, 4, il d’écoule du Théorème (2.2.1) que
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lim
n→+∞

(x8n+i) = lim
n→+∞

F2n+1 + F2nyi−4

F2n+2 + F2n+1yi−4

= lim
n→+∞

1 +
F2n

F2n+1
yi−4

F2n+2

F2n+1
+ yi−4

, (2.7)

et

lim
n→+∞

(y8n+i) = lim
n→+∞

F2n+1 + F2nxi−4

F2n+2 + F2n+1xi−4

= lim
n→+∞

1 +
F2n

F2n+1
xi−4

F2n+2

F2n+1
+ xi−4

. (2.8)

On utilise le corollaire (1.1.5), on obtient

lim
n→+∞

F2n

F2n+1
=

1
α
, (2.9)

de même, on obtient

lim
n→+∞

F2n+2

F2n+1
= α. (2.10)

Donc, de (2.9) et (2.10), on aura

lim
n→+∞

(x8n+i) =
1 + 1

α yi−4

α + yi−4
=

1
α
=
−1 +

√
5

2
,

lim
n→+∞

(y8n+i) =
1 + 1

αxi−4

α + xi−4
=

1
α
=
−1 +

√
5

2
.

Pour i = 5, 6, 7, 8, il d’écoule du Théorème (2.2.1) que

lim
n→+∞

(x8n+i) =
F2n+2 + F2n+1xi−8

F2n+3 + F2n+2xi−8

=

1 +
F2n+1

F2n+2
xi−8

F2n+3

F2n+2
+ xi−8

, (2.11)
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et

lim
n→+∞

(y8n+i) =
F2n+2 + F2n+1yi−8

F2n+3 + F2n+2yi−8

=

1 +
F2n+1

F2n+2
yi−8

F2n+3

F2n+2
+ yi−8

. (2.12)

On utilise le corollaire (1.1.5), on trouve

lim
n→+∞

F2n+1

F2n+2
=

1
α
, (2.13)

de même, on obtient

lim
n→+∞

F2n+3

F2n+2
= α. (2.14)

Donc, de (2.13) et (2.14), on aura

lim
n→+∞

(x8n+i) =
1 +

1
α

xi−8

α + xi−8
=

1
α
=
−1 +

√
5

2
,

lim
n→+∞

(y8n+i) =
1 +

1
α

yi−8

α + yi−8
=

1
α
=
−1 +

√
5

2
.

�

2.2.3 Exemples numériques

Pour confirmer les résultats de cette partie, nous considérons les exemples numé-

riques suivants :
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Exemple 2.2.1 Supposons x0 = 2, x−1 = 1, x−2 = 2/3, x−3 = 5, et, y0 = 3/2, y−1 = 4, y−2 =

1/2, y−3 = 1/4.

0 10 20 30 40 50
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

n

x(
n)

Figure 2.1 – Ce graphique représente le comportement de la solution du système (2.1).

Exemple 2.2.2 Supposons x0 = 3, x−1 = 9, x−2 = 35, x−3 = 16, et, y0 = 17, y−1 = 29, y−2 =

21, y−3 = 4.

0 10 20 30 40 50
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

n

x(
n)

Figure 2.2 – Ce graphique représente le comportement de la solution du système (2.1).
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2.3 Le système xn+1 =
1

1−yn−3
, yn+1 =

1
1−xn−3

Dans cette section nous étudions le comportement des solutions du systèmes

d’équation aux différences

xn+1 =
1

1 − yn−3
, yn+1 =

1
1 − xn−3

, n ∈N0 (2.15)

avec les valeurs initiales x−3, x−2, x−1, x0, y−3, y−2, y−1, et , y0 < {0, 1}.

2.3.1 Périodicité des solutions

Le résultat suivant est consacré à la périodicité des solutions du systèmes (2.15).

Lemme 2.3.1 Soit {xn, yn}n≥−4 une solution du système (2.15). Alors pour n = 0, 1, · · · ,

xn+24 = xn,

yn+24 = yn,

c’est à dire toute solution {xn, yn}n≥−4 du système (2.15) sont périodique de période 24.

preuve.

xn+24 = x(n+23)+1 =
1

1 − yn+20

=
1

1 − 1
1 − xn+16

=
−1 + xn+16

xn+16

=

−1 +
1

1 − yn+12

1
1 − yn+12

= yn+12.
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Donc

xn+24 =
1

1 − xn+8

=
1

1 − 1
1 − yn+4

=
−1 + yn+4

yn+4

=

−1 +
1

1 − xn

1
1 − xn

= xn.

Donc

xn+24 = xn.

De même, on obtient

yn+24 = y(n+23)+1 =
1

1 − xn+20

=
1

1 − 1
1 − yn+16

=
−1 + yn+16

yn+16

=

−1 +
1

1 − xn+12

1
1 − xn+12

= xn+12

=
1

1 − yn+8

=
1

1 − 1
1 − xn+4

=
−1 + xn+4

xn+4

=

−1 +
1

1 − yn

1
1 − yn

= yn.
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Donc

yn+24 = yn.

�

2.3.2 Forme des solutions

Le théorème suivant décrit la forme des solutions du système (2.15).

Théorème 2.3.1 Soit {xn, yn}n≥−4 une solution du système (2.15). Alors pour n = 0, 1, · · · ,
x24n+i = −

1
−1 + y−4+i

, y24n+i = −
1

−1 + x−4+i
, i = 1, · · · , 4,

x24n+i =
−1 + x−8+i

x−8+i
, Y24n+i =

−1 + x−8+i

x−8+i
, i = 5, · · · , 8,

x24n+i = y−12+i, Y24n+i = x−12+i, i = 9, · · · , 12,

x24n+i = −
1

−1 + x−16+i
, Y24n+i = −

1
−1 + y−16+i

, i = 13, · · · , 16,

x24n+i =
−1 + y−20+i

y−20+i
, Y24n+i =

−1 + x−20+i

x−20+i
, i = 17, · · · , 20,

x24n+i = x−24+i, Y24n+i = y−24+i, i = 21, · · · , 24.

preuve. Pour i = 1, · · · , 4,

par un calcule directe, on obtient de (2.15) que

xi = −
1

−1 + y−4+i
, yi = −

1
−1 + x−4+i

,

et on a d’après le lemme (2.3.1) les solutions sont périodique de période 24 donc

x24n+i = xi = −
1

−1 + y−4+i
, y24n+i = yi = −

1
−1 + x−4+i

.

Pour i = 5, · · · , 8,

par un calcule directe, on obtient de (2.15) que

xi =
−1 + x−8+i

x−8+i
, yi =

−1 + y−8+i

y−8+i
,
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et on a d’après le lemme (2.3.1) les solutions sont périodique de période 24 donc

x24n+i = xi =
−1 + x−8+i

x−8+i
, y24n+i = yi =

−1 + y−8+i

y−8+i
.

Pour i = 9, · · · , 12,

par un calcule directe, on obtient de (2.15) que

xi = y−12+i, yi = x−12+i,

et on a d’après le lemme (2.3.1) les solutions sont périodique de période 24 donc

x24n+i = xi = y−12+i, y24n+i = yi = x−12+i.

Pour i = 13, · · · , 16,

par un calcule directe, on obtient de (2.15) que

xi = −
1

−1 + x−16+i
, yi = −

1
−1 + y−16+i

,

et on a d’après le lemme (2.3.1) les solutions sont périodique de période 24 donc

x24n+i = xi = −
1

−1 + x−16+i
, y24n+i = yi = −

1
−1 + y−16+i

.

Pour i = 17, · · · , 20,

par un calcule directe, on obtient de (2.15) que

xi =
−1 + y−20+i

y−20+i
, yi =

−1 + x−20+i

x−20+i
,

et on a d’après le lemme (2.3.1) les solutions sont périodique de période 24 donc

x24n+i = xi =
−1 + y−20+i

y−20+i
, y24n+i = yi =

−1 + x−20+i

x−20+i
.
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Pour i = 21, · · · , 24,

par un calcule directe, on obtient de (2.15) que

xi = x−24+i, yi = y−24+i,

et on a d’après le lemme (2.3.1) les solutions sont périodique de période 24 donc

x24n+i = xi = x−24+i, y24n+i = yi = y−24+i.

�

2.3.3 Exemples numériques

Nous considérons les exemples numériques suivants :

Exemple 2.3.1 Supposons x0 = 2, x−1 = 9, x−2 = 3/2, x−3 = 6, et, y0 = 1/2, y−1 = 4, y−2 =

1/3, y−3 = 1/8.
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0
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8

10

n

x(
n)

Figure 2.3 – Ce graphique représente le comportement de la solution du système (2.15),
avec les valeurs initiales x0 = 2, x−1 = 9, x−2 = 3/5, x−3 = 6, et, y0 = 1/2, y−1 = 4, y−2 =
1/3, y−3 = 1/8.
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Exemple 2.3.2 Supposons x0 = 10, x−1 = 2/9, x−2 = 21, x−3 = 88, et, y0 = 11, y−1 =

29/13, y−2 = 24, y−3 = 106.
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Figure 2.4 – Ce graphique représente le comportement de la solution du système (2.15),
avec les valeurs initiales x0 = 10, x−1 = 2/9, x−2 = 21, x−3 = 88, et, y0 = 11, y−1 =
29/13, y−2 = 24, y−3 = 106.
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CHAPITRE 3

LA STABILITÉ GLOBALE D’UN

SYSTÈME D’ÉQUATIONS AUX

DIFFÉRENCES D’ORDRES DEUX

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions la stabilité globale de la solution du système d’équa-

tions aux différences

xn+1 =
α + βxn−1

a + byn
, yn+1 =

α + βyn−1

a + bxn
. (3.1)

Où les paramètres a, b, α, et β et les valeurs initiales x0, x−1, y0, et y−1 sont des nombres

réels strictement positifs.
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3.2 L’invariance

Dans le théorème suivant nous prouvons que les solutions du système (3.1) sont

bornées.

Théorème 3.2.1 Supposons que β < a, x0 > x−1, et y0 > y−1, alors pour tout solution positive

{xn, yn}n≥−1 du système (3.1) est borné.

preuve. Pour chaque solution positif {xn, yn}n≥−1 de système (3.1), on a

xn+1 ≤ A + Bxn−1, yn+1 ≤ A + Byn−1, n = 0, 1, 2, · · · , (3.2)

avec A = α
a et B = β

a . Considérons le système d’équations aux différences linéaire

un+1 = A + Bun−1, n = 0, 1, 2, · · · , (3.3)

vn+1 = A + Bvn−1, n = 0, 1, 2, · · · . (3.4)

L’équation caractéristique de (3.3) et (3.4) est

λ2 − B − A = 0.

• La solution de l’équation homogène

l’équation caractéristique est

λ2 − B = 0.

Les racines caractéristiques sont λ1 =
√

B, λ2 = −
√

B

donc, les solutions d’équations homogènes associées à (3.3) et (3.4) sont

un = C1Bn/2 + C2(−
√

B)n, n = 1, 2, · · · ,

vn = C3Bn/2 + C4(−
√

B)n, n = 1, 2, · · · .

• La solution particulière

on a A est un constant donc la solution particulière est un constant C.
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C est un solution de (3.3) et (3.4) donc

C = A + CB

donc

C =
A

1 − B
.

• Les solutions générales d’équations (3.3) et (3.4) sont données par les formules

suivantes :

un =
A

1 − B
+ C1Bn/2 + C2(−

√
B)n,n = 1, 2, · · · , (3.5)

vn =
A

1 − B
+ C3Bn/2 + C4(−

√
B)n,n = 1, 2, · · · , (3.6)

avec Ci pour i ∈ {1, 2, 3, 4} dépendant aux conditions initiales, u−1,u0, v−1, et, v0.

On a β < a, donc B < 1, alors {un} et {vn} sont bornées. D’autre part supposons que

u0 > u−1, v0 > v−1 alors {un}, et {vn} sont croissantes. En effet

un+1 − un = A + Bun−1 − (A + Bun−2)

= B(un−1 − un−2)

= B2(un−3 − un−4)

= B3(un−5 − un−6)
...

= B
n+2

2 (u0 − u−1) > 0.

Ainsi,

lim
n→+∞

un =
A

1 − B
=

α
a − β, lim

n→+∞
vn =

A
1 − B

=
α

a − β.

Donc

un ≤
α

a − β,

vn ≤
α

a − β.
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On suppose que u−1 = x−1,u0 = x0, v−1 = y−1, et, v0 = y0, donc par comparaison on

trouve

xn ≤
α

a − β = U, yn ≤
α

a − β = U, n = 1, 2, · · · . (3.7)

De (3.1) et (3.7), on obtient

xn+1 ≥
α

a + byn
≥

α(a − β)
a(a − β) + bα

= L, yn+1 ≥
α

a + bxn
≥

α(a − β)
a(a − β) + bα

= L. (3.8)

Donc, de (3.7) et (3.8), on aura

L ≤ xn ≤ U, L ≤ yn ≤ U, n = 1, 2, · · · . (3.9)

�

Corollaire 3.2.1 Soit
{
(xn, yn)

}
est un solution du système (3.1). Supposons que β < a, et

x−1, x0, y−1, y0 ∈ [L,U] avec x0 > x−1, y0 > y−1. Alors, [L,U] × [L,U] est un intervalle

invariant du système (3.1).

3.3 Stabilité locale et globale des points d’équilibres

Le théorème suivant montre l’existence et l’unicité d’un point d’équilibre positif du

système (3.1).

Théorème 3.3.1 Supposons que β < a. Alors, il existe un seul point d’équilibre positif du

système (3.1) dans [L,U] × [L,U], si la condition suivant est satisfaite :

α2b2 <
(
a2 + b(a − β)L − 2aβ + αb + β2

)2
. (3.10)

preuve. Considérons le système d’équations suivantes :

x =
α + βx
a + by

, y =
α + βy
a + bx

. (3.11)
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Supposons que (x, y) ∈ [L,U] × [L,U], et on utilise le système (3.11). Alors

x =
α

a − β + by
, y =

α
a − β + bx

. (3.12)

Posons

F(x) =
α

a − β + b f (x)
− x, (3.13)

où

f (x) =
α

a − β + bx
, x ∈ [L,U]. (3.14)

Alors, on obtient

f (L) =
α

a − β

(
a(a − β) + bα

a(a − β) + 2bα

)
<

α
a − β. (3.15)

Donc

F(L) =
α

a − β + b f (L)
− L >

α(a − β)
(a − β)2 + bα

− L

=
α(a − β)

(a − β)2 + bα
−

α(a − β)
a(a − β) + bα

> 0. (3.16)

De même, on obtient

F(U) =
α

a − β + b f (U)
−U

=
α

a − β

(
(a − β)2 + αb

(a − β)2 + 2αb
− 1

)
< 0. (3.17)

Donc F(x) = 0 admet au moins une solution positive dans [L,U]. D’autre part, si la

condition (3.10) est satisfait, on obtient

F′(x) =
(
α2b2

((
a2 + abx − 2aβ + αb + β2 − βbx

)2
)−1

)
− 1

≤
(
α2b2

((
a2 + b(a − β)L − 2aβ + αb + β2

)2
)−1

)
− 1 < 0. (3.18)

Alors F est décroissante, donc F(x) = 0 admet une seul solution dans [L,U]. �
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Théorème 3.3.2 Supposons que

b2U2 + β2 + 2β(a + bL) < (a + bL)2.

Alors, le seul point d’équilibre (x, y) du système (3.1) est localement asymptotiquement stable.

preuve. Le système linéaire associée au système (3.1) autour du point d’équilibre

(x, y) est donné par

xn+1 = F j(x, y)xn, xn = (xn, xn−1, yn, yn−1).

Où F j(x, y) est la matrice Jacobienne donnée par

F j(x, y) =



0
β

a + by
− bx

a + by
0

1 0 0 0

− by
a + bx

0 0
β

a + bx
0 0 1 0


est son polynôme caractéristique est

p(λ) = λ4 −
(

b2xy
(a + by)(a + bx)

+
β

a + by
+

β

a + bx

)
λ2 +

β2

(a + by)(a + bx)
. (3.19)

Considérons les deux fonctions définies par

ϕ(λ) = λ4,

et

ψ(λ) =
(

b2xy
(a + by)(a + bx)

+
β

a + by
+

β

a + bx

)
λ2 −

β2

(a + by)(a + bx)
.

Supposons que

b2U2 + β2 + 2β(a + bL) < (a + bL)2
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et |λ| = 1, alors

|ψ(λ)| <
(

b2xy
(a + by)(a + bx)

+
β

a + by
+

β

a + bx

)
+

β2

(a + by)(a + bx)

<
b2U2

(a + bL)2 +
2β

a + bL
+

β2

(a + bL)2

=
b2U2 + β2 + 2β(a + bL)

(a + bL)2 < 1. (3.20)

Donc, d’après le théorème de Rouché, tous les zéros de p(λ) = ϕ(λ) − ψ(λ) sont dans

|λ| < 1. D’où, d’après le théorème (1.2.1), (x, y) est localement asymptotiquement stable.

�

La stabilité asymptotique globale du système (3.1), sera l’objet du théorème suivant :

Théorème 3.3.3 Supposons que

α2b2 <
(
a2 + b(a − β)L − 2aβ + αb + β2

)2
,

b2U2 + β2 + 2β(a + bL) < (a + bL)2 ,

(a − β + bL)4 > α2b2.

Alors, le point d’équilibre (x, y) du système (3.1) est globalement asymptotiquement stable.

preuve. Soit {(xn, yn)}n≥−1 une solution positive du système (3.1) avec x−1, x0, y−1, y0 ∈
[L,U]. D’après le théorème (3.3.2) il suffit de prouver que (x, y) est globalement attractif,

c’est à dire

lim
n→+∞

(xn, yn) = (x, y).

Soient f , 1 deux fonctions définies par

f : [L,U] × [L,U] → [L,U]

(x, y) 7→
α + βx
a + by

,
1 : [L,U] × [L,U] → [L,U]

(x, y) 7→
α + βy
a + bx

.
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Il est claire que f est croissante par rapport à x et décroissante par rapport à y et 1 est

décroissante par rapport à x et croissante par rapport à y.

Supposons que (m1,M1,m2,M2) est un solution du système

m1 = f (m1,M2), M1 = f (M1,m2),

m2 = 1(M1,m2), M2 = 1(m1,M2). (3.21)

Donc, on a

m1 =
α + βm1

a + bM2
, M1 =

α + βM1

a + bm2
,

m2 =
α + βm2

a + bM1
, M2 =

α + βM2

a + bm1
. (3.22)

D’autre part, on a

L ≤ m1, M1 ≤ U,

L ≤ m2, M2 ≤ U. (3.23)

De (3.22), on obtient

m1 =
α

a − β + bM2
, M1 =

α
a − β + bm2

,
(3.24)

m2 =
α

a − β + bM1
, M2 =

α
a − β + bm1

.
(3.25)

M1 −m1 = α

(
1

a − β + bm2
− 1

a − β + bM2

)
=

αb (M2 −m2)(
a − β + bm2

) (
a − β + bM2

)
≤ αb (M2 −m2)(

a − β + bL
)2 . (3.26)
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De même, de (3.25), on obtient

M2 −m2 ≤
αb(M1 −m1)
(a − β + bL)2 . (3.27)

De (3.26) et (3.27), on aura (
k − α2b2

)
(M1 −m1) ≤ 0, (3.28)

et (
k − α2b2

)
(M2 −m2) ≤ 0, (3.29)

avec

k =
(
a − β + bL

)4 > α2b2.

Alors M1 −m1 ≤ 0 et M2 −m2 ≤ 0

et on a M1 ≥ m1 et M2 ≥ m2 donc M1 = m1 et M2 = m2.

Donc, d’après le théorème (1.2.2)

lim
n→+∞

(xn, yn) = (x, y). (3.30)

Alors, le seul point d’équilibre (x, y) du système (3.1) est globalement attractif, et d’après

le théorème (3.3.2), (x, y) est globalement asymptotiquement stable. �

3.4 L’ordre de convergence

Les résultats suivants [3], [8] donnent l’ordre de convergence pour les solutions

d’un système d’équations aux différences.

Soit le système d’équations aux différences

Xn+1 = (A + Bn)Xn, n ∈N0, (3.31)
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où Xn est un vecteur, A ∈ Cm×m est une matrice constante, et B : Z+ → Cm×m est une

matrice fonctionnelle satisfaisant

∥Bn∥ → 0, (3.32)

quand n→∞.

Théorème 3.4.1 ( Première Théorème de Perron ) Supposons que la condition (3.32) est vérifier.

Si Xn est une solution de (3.31), alors soit Xn = 0 pour chaque n assez grand où

ρ = lim
n→∞

∥Xn+1∥
∥Xn∥

, (3.33)

existe et est égale au module de l’une des valeurs propres de la matrice F j(x, y).

Théorème 3.4.2 (Deuxième Théorème de Perron) Supposons que la condition (3.32) est véri-

fier.

Si Xn est une solution de (3.31), alors soit Xn = 0 pour chaque n assez grand, où

ρ = lim
n→∞

(∥Xn∥)1/n, (3.34)

existe et est égale au module de l’une des valeurs propres de la matrice F j(x, y).

On s’intéresse ici à l’estimation de l’ordre de convergence d’une solution du système

(3.1) qui converge vers le point d’équilibre (x, y), avec (x, y) ∈ [L,U] × [L,U].

On a pour n ∈N0

xn+1 − x =
α + βxn−1

a + byn
−
α + βx
a + by

=
(α + βxn−1)(a + by) − (α + βx)(a + byn)

(α + βyn)(a + by)

=
aα + bαy + aβxn−1 + bβxn−1y − aα − bαyn − aβx − bβxyn

(α + byn)(a + by)

=
x(a + by − β)by + aβxn−1 + bβyxn−1 − (a + by − β)bxyn − aβx − bβxyn

(a + byn)(a + by)

=
abxy + b2xy2 − bβxy + aβxn−1 + bβyxn−1 − abxyn − b2xyyn + bβxyn − aβx − bβxyn

(a + byn)(a + by)
.
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Après simplification, on obtient

xn+1 − x =
(βxn−1 − βx − bxyn + bxy)(a + by)

(a + byn)(a + by)

=
β(xn−1 − x) − bx(yn − y)

a + byn

=
β(xn−1 − x)

a + byn
− bx(yn − y)

a + byn
, (3.35)

et

yn+1 − y =
α + βyn−1

a + bxn
−
α + βy
a + bx

=
(α + βyn−1)(a + bx) − (α + βy)(a + bxn)

(α + βxn)(a + bx)

=
aα + bαx + aβyn−1 + bβyn−1x − aα − bαxn − aβy − bβyxn

(α + bxn)(a + bx)

=
y(a + bx − β)bx + aβyn−1 + bβxyn−1 − (a + bx − β)byxn − aβy − bβyxn

(a + bxn)(a + bx)

=
abyx + b2yx2 − bβyx + aβyn−1 + bβxyn−1 − abyxn − b2yxxn + bβyxn − aβy − bβyxn

(a + bxn)(a + bx)
.

Après simplification, on obtient

yn+1 − y =
(βyn−1 − βy − byxn + byx)(a + bx)

(a + bxn)(a + bx)

=
β(yn−1 − y) − by(xn − x)

a + bxn

=
β(yn−1 − y)

a + bxn
− by(xn − x)

a + bxn
. (3.36)

Soit e1
n = xn − x et e2

n = yn − y, alors on a

e1
n+1 = ane1

n−1 + bne2
n,

e2
n+1 = cne1

n + dne2
n−1,
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avec
an =

β
a+byn

, bn = − bx
a+byn

,

cn = − by
a+bxn

, dn =
β

a+bxn
.

(3.37)

Puisque lim
n→∞

xn = x et lim
n→∞

yn = y, on obtient

lim
n→∞

an =
β

a + by
, lim

n→∞
bn = −

bx
a + by

,

lim
n→∞

cn = −
by

a + bx
, lim

n→∞
dn =

β

a + bx
.

(3.38)

C’est à dire on peut être écrite le système sous la forme suivante :



e1
n+1

e1
n

e2
n+1

e2
n


=



0
β

a + by
− bx

a + by
0

1 0 0 0

− by
a + bx

0 0
β

a + bx
0 0 1 0


×



e1
n

e1
n−1

e2
n

e2
n−1


.

De les équations linéaires associés au système (3.1) autour du point d’équilibre (x, y).

En utilisant les théorèmes de perron, on obtient le résultat suivant :

Théorème 3.4.3 Soient {(xn, yn)} est une solution positive du système (3.1) où lim
n→∞

xn = x et

lim
n→∞

yn = y avec (x, y) ∈ [L,U] × [L,U]. Alors, le vecteur d’erreur

en =



e1
n

e1
n−1

e2
n

e2
n−1


.

Satisfait les relations asymptotiques

lim
n→∞

(∥en∥)1/n = |λ1,2,3,4F j(x, y)|,

lim
n→∞

∥en+1∥
∥en∥

= |λ1,2,3,4F j(x, y)|. (3.39)
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Avec ρ égale le module de l’une des valeurs propres de la matrice Jacobienne F j(x, y).

3.5 Exemples numériques

Pour confirmer les résultats de cet chapitre, nous considérons les exemples numé-

riques suivant :

Exemple 3.5.1 Si on prend α = 4, β = 9, a = 12, et b = 0, 04, le système (3.1) prend la forme

xn+1 =
4 + 9xn−1

12 + 0, 04yn
, yn+1 =

4 + 9yn−1

12 + 0, 04xn
. (3.40)

Toutes les conditions du théorème (3.3.3) sont satisfaites et lim
n→∞

(xn, yn) = (x, y). Soient x−1 =

0, 4, x0 = 1, 25, y−1 = 0, 8, y0 = 1, 2.
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0.7
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1.4

n

x(
n)

Figure 3.1 – Ce graphique représente le comportement de la solution du système (3.40).

Exemple 3.5.2 Si on prend α = 10, β = 14, a = 15, 5, et b = 0, 002, le système (3.1) prend la

forme

xn+1 =
10 + 14xn−1

15, 5 + 0, 002yn
, yn+1 =

10 + 14yn−1

15, 5 + 0, 002xn
. (3.41)

Toutes les conditions du théorème (3.3.3) sont satisfaites et lim
n→∞

(xn, yn) = (x, y). Soient x−1 =

0, 5, x0 = 6, y−1 = 1, y0 = 5.
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Figure 3.2 – Ce graphique représente le comportement de la solution du système (3.41).

Exemple 3.5.3 Si on prend α = 3, β = 6, a = 6, et b = 27, le système (3.1) prend la forme

xn+1 =
3 + 6xn−1

6 + 27yn
, yn+1 =

3 + 6yn−1

6 + 27xn
. (3.42)

Les conditions du théorème (3.3.3) sont pas satisfaites. Soient x−1 = 0, 4, x0 = 2, y−1 =

0, 66, y0 = 2, 5.
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Figure 3.3 – Ce graphique représente le comportement de la solution du système (3.42).
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CONCLUSION

Le but de ce mémoire est l’étude de comportement des solutions de quelques sys-

tèmes d’équations aux différences non linéaires.

Nous nous somme intéresse dans le deuxième chapitre a la forme et la périodicité des

solutions des deux système d’équation suivant :

xn+1 =
1

1 + yn−3
, yn+1 =

1
1 + xn−3

, n ∈N0,

xn+1 =
1

1 − yn−3
, yn+1 =

1
1 − xn−3

, n ∈N0.

Le troisième chapitre a été consacré à l’étude de la stabilité globale du seul point

d’équilibre positif du système suivant :

xn+1 =
α + βxn−1

a + byn
, yn+1 =

α + βyn−1

a + bxn
.
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Résumé 

 L’objectif principal de ce mémoire est l’étude du comportement des 

solutions, et l’existence des solutions périodiques de certains systèmes 

d’équations aux différences non linéaires de type rationnelles. 

     Mots clés : Systèmes d’équations aux différences, stabilité 
asymptotique, périodicité, l’ordre de convergence. 

 

 

Abstract 

 The aim of this work is to study the behavior of solutions, and existence 

of periodic solutions of some systems of nonlinear rational difference 

equations. 

  Keywords: Systems of difference equations, asymptotic stability, 

periodicity, rate of convergence. 

 

 

  صــــملخ
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