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INTRODUCTION

La théorie de Nevanlinna joue un role majeur dans les problémes de dis-
tribution de valeurs, cette théorie a été introduite en 1989 par A.Boutabaa
dans le corps des fonctions méromorphes p-adiques, et ensuite, en 2001, lui et
Escassut ont étendu cette théorie aux fonctions méromorphes dans un disque
ouvert.

Dans ce mémoire, on étudie quelque applications de la théorie de Nevanlinna
aux équations fonctionnelles linéaires aux g-différence de la forme

Y. 90 f(q'x) = h(),
=0

ougelK,0<lg <1

Nous étudions, en particulier, le comportement des solutions, dans le cas ou
elle existe, de ces équations. On insiste surtout sur I’étude de la solution méro-
morphe en général et la solution entiére en particulier. les caractéristiques de la
solution dépend particuliérement de la nature des coefficients de ces équations.

Ce mémoire est composé de I'introduction générale et trois chapitres.

le premier chapitre, nous donnons tout d’abord quelques rappels sur les
corps ultramétriques, et traitons quelques propriétés de Q,. Dans une seconde
partie, nous allons introduire les notions et les propriétés nécessaires liées aux
fonctions analytiques et méromorphes, en suite nous parlerons de quelques ap-
plications utiles et souvent étonnantes du polygone de valuation .

Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse a la théorie de Nevanlinna ul-
tramétrique qui est devenue I'une des champs mathématiques les plus intéres-
sants. Pour cela on a besoin de définir les notions classiques de cette théorie;
la fonction de comptage de zéros de f avec multiplicités Z(r, f), La fonction
de comptage de poles de f avec multiplicités N(r, f), la fonction de compensa-
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Introduction

tion m(r, f), et en fin la fonction caractéristique T(r, f). On va donnes aussi la
version ultramétrique de la formule de Jensen qu’on utilisera assez fréquement
au long de ce chapitre. En plus, on va présenter le théoréme fondamental de
Nevanlinna qu’est tout court une reformulation de la formule de Jensen.

Dans le dernier chapitre, on s’intéresse a 'application de la théorie de Ne-
vanlinna ultramétrique aux équations fonctionnelles linéaires aux g-différences.
On utilise les notions de base de la théorie de Nevanlinna ultramétrique pour
caractérises la taille des solutions méromorphes de ces équations et étudier le
comportement et ’ordre de croissance de ces solutions.



CHAPITRE 1

NOTIONS FONDAMENTALES EN
ANALYSE ULTRAMETRIQUE

1.1 Corps valués ultramétriques

Dans ce chapitre, nous allons donner des notions fondamentales utilisées
tout au long du mémoire, quelques résultats fondamentaux des corps ultra-
métriques et quelques concepts de base et théoréemes principaux de ’analyse
p-adique.

Définition 1.1.1 Soit K un corps. Une valeur absolue sur K est une applica-
tion |.| : K — R, vérifiant les trois propriétés suivantes

(i) x| =0 x=0,Vx e K
(ii) lxyl = Ix| - lyl, Vx,y € K
(117) |x +yl < |x| + |yl, Vx, y € K (inégalité triangulaire)

On dit que la valeur absolue |.| est ultramétrique, si au lieu de (iii) on a
Ix + y| < max(|x|, |yl), Vx, y € K.

Cette propriété est connue comme l'inégalité triangulaire forte ou ultramé-
trique ; elle est plus forte que la propriété (iii).



Chapitre 1 Notions Fondamentaes En Analyse Ultramétrique

Définition 1.1.2 — On appelle corps valué, tout couple de la forme (K, |.|)
ou K est un corps et |.| est une valeur absolue sur K.
— On appelle la distance induite sur K par|.|, la distance d|; sur K définie par

Vx,ye K:d,(x,y) =|x -yl
— St |.| est une valeur absolue ultramétrique, alors
Vx,y,z € K:dy(x, y) < max(dy,(x,y), dy(y,2)),

et la distance induite par cette valeur absolue appelée distance ultramé-
trique.

— Lorsque K muni de la distance ultramétrique, on dit que KK est un corps
valué ultramétrique. Dans le cas contraire, on dit que K est un corps
valué archimédien.

1.2 Propriétés des corps valués ultramétriques

Théoréme 1.2.1 [12]
Soit |.| une valeur absolue sur un corps K.
Les conditions suivantes sont équivalentes

(i) .| est une valeur absolue ultramétrique,
(i) Pour toutn € Z, |n| <1.

Démonstration.

On démontre (i) = (i) par récurrence; soit n € IN*, sim = 1, on a [1| = 1.
Supposons |k| <1 pour tout k =1,---n—1, et montrons que |n| <1 pour tout
n € IN. Nous avons

In|=|n-1)+1 < max(ln—1],[1])
< 1, pour toutn € IN.
SineZ,onan=-n',n € N. Nous avons toujours |[n| = | —n'| = |n’| <1,

donc |n| < 1 pour tout n € Z.

Réciproquement, supposons que || < 1 pour tout n € Z.. Nous voulons prouver
que pour deux éléments quelconques x, y € K, nous avons |x + y| < max{|x|, [yl}.
Si y =0 c’est évident. Sinon, nous pouvons diviser par |y|, et nous voyons que
cela équivant a l'inégalité

, 1}

|f + 1| < max{]E
y y

4



Chapitre 1 Notions Fondamentaes En Analyse Ultramétrique

Cela signifie que nous devons prouver 'inégalité le cas ou le second terme de
la somme est 1. D’autres termes, nous voulons prouver que pour tout x € K,
on a

|x + 1| < max{|x|, 1}.

Maintenant, soit n un entier positif. Alors, nous avons

n
k .k
1),C
k=0
n
k 11~k
Y IChIt
k=0

Puisque Ck est un entier, |Ck| < 1, donc on peut continuer avec

lx + 1" = |(x + 1)"|

IA

lx + 1" < Z Ix[* < (n + Dmax{1, |x|"}
k=0

Pour la derniére étape, notons que la plus grand valeur de |x[f, pour k =
0,1,2--- ,mest égale a |x|" si |x| > 1 et égal & 1 sinon. Prenant le n-iéme racine
sur les deux cotés donne

Ix + 1| < Vn + Imax{1, x|}, pour toutn € N,

et on sait que lim Vn +1 = 1. Par conséquent,

n—+00

Ix + 1| < max{1, |x|}, pour tout x € K

Corollaire 1.2.1 [12/
Soit K un corps, alors la valeur absolue |.| est archimédienne si et seulement
si supfln|,n € Z} = +o0,

Proposition 1.1 [12/

Soient a et x deux élément d’un corps ultramétrique {K,|.|}, on a
lx —al <lal = |x| = |al

Démonstration.

Soient x,a € K, par I'inégalité ultramétrique, on a

Ix| = |x—a+al <max{x —al,lal} = |al,
lal = l|a—x+ x| < max{|x —al, |x|}.

Si max{|x —al, |x|} = |x|, on a le résultat. L’autre variante est contradiction avec
I’hypothese.
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Corollaire 1.2.2 [12]
Dans un espace ultramétrique, tous les triangles sont isocéles.

1.3 Les corps des nombres p-adiques

Pour chaque p premier, on va construit de nouveaux nombres, appelés
nombres p-adiques. Comme les nombres réels sont construits a partir des
nombres rationnels, en complétant QQ suivant la topologie induite par la va-
leur absolue usuelle, les nombres p-adiques sont obtenus en complétant Q,
mais pour une topologie différente, celle induite par la distance p-adique.

1.3.1 Valuation et norme p-adique sur Q

Définition 1.3.1 (Valuation p-adique sur Z et Q)
Soit p un nombre premier. La valuation p-adique sur Z. est la fonction

v, Z — ZU{+oo}

N {vp(a) s.z'aiO
+oo sia=0

ot v,(a) est le plus grand entier positif tel que p%@ devise a i.e, a = p»@.b
avec p ne devise pas b.

On peut étendre la valuation p-adique v, ou corps Q de la fagon suivante, si
x =4 €Q, alors on pose,

Up(x) =1 (%) = vp(a) — vy(b) € Z.

Exemple 1.3.1 1. Soita =315 =325.7. On avs(a) = 2, vs(a) = 1, v;(a) =
1 et v,(a) = 0 pour tout nombre premier p différent de 3,5 et 7.
2. On a vz(% =2, 03(%) =1, et 05(%) = =2. Pour p différent de 2,3,5, on
a vp(%) =0.
3. On a vy(p") = n, pour tout entier n.

La propriété fondamentale de la valuation p-adique est

Proposition 1.2 Soient a,b € Z*, la valuation p-adique vérifie les propriétés
sutvantes

(i) vy(ab) = v,(a) + v,(b),
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(ii) vy(a + b) > min{v,(a), v,(b)}.

Démonstration.
Pour (i) et (ii) soient a,b deux nombres entiers ne sont pas nuls, on peut écrire

a = p"nyavec a = vy(a) et p ne divise pas 1,
b = pPnyavec B = v,(b) et p ne divise pas ny.
Donc,
ab = p“*ﬁ(nlnz) avec p ne divise pas niny,
d’ou

vp(ab) = a + B = v,(a) + v,(b).

Pour (ii), on distingue trois cas,
Si a < B, nous avons a + b = p*(ny + pP~*ny), d’ont

vy(a + b) = a > min[v,(a), v,(b)].
Si a > B, nous avons a + b = pP(ny + p*Pny), d'ou
vy(a +b) = B > min[v,(a), v,(b)].
Si a = B, nous avons a + b = pP(n; + np), ot p ne divise pas n; + np. Dot

vp(a + b) = a > min[v,(a), v,(b)].

Définition 1.3.2 (Valeur absolue p-adique sur Q)
Soit p un nombre premier. On définit la valeur absolue p-adique comme [’ap-
plication

Q@ — R.

™ six#0
x 2 lWh=3" g g x=o

Avec la définition, on voit que |xy|, = |x[,lyl, pour tous rationnels x et y, car

Up(xYy) = Up(x) + 0,(y).

Ainsi, si x s’écrit Hipf‘i, ou les a; sont des entiers, alors v,(x) = a; et |x|,, =
1

P

Notion que 1 = Hip?, donc v,(1) = 0 pour tout nombre premier p.

7
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1 12

1 12 12
- |— ==, |— :2 —_— :1
1 152l = 5 155k = 25 et 521 = 1 pour

Exemple 1.3.2 1. On a |%|2 =
p différent de 2,3,5.

1
2. On alp"|, = P_”

Proposition 1.3 Pour tout p premier 'application x — |x|, est une valeur
absolue ultramétrique sur Q

Démonstration.
Vérifions l'inégalité triangulaire forte, soient x,y € Q, si x = 0 (ou y = 0), on
a le résultat, en effet, soit y #0,x =0, on a

Ix + yl, = yl, < max{|x|,, yl,}.
Six+y=0,cest adire, x = -y on a |x|, = |y|, et

Ix + yl, = 0 < max{|x|,, |yl,}.

Six,y #0, ona|x+yl, = p "), Soit x = % et y = % a,c€Z,b,deZ, nous
avons
x4y = a. c_ ad + bc
b d bd
Do,

ad + bc
Up(x + ) = Up( o )

vy(ad + bc) — v,(bd)

vp(ad + bc) — v,(b) — v,(d)

min{v,(a) + v,(d), v,(b) + vp(c)} — vy(b) — v,y(d)
min{v,(a) — v,(b), v,(c) — v,(d)}

min{v,(x), v,(y)}.

v

Donc v,(x + y) = min{o,(x), v,(y)}, i-e,

—v)(x+y) < —min(v,(x),v,(y))
= max(—v,(x), —v,(y)).

Si max(—v,(x), —v,(y)) = —v,(x),0n a — v,(x + y) < —v,(x), donc

pv,lﬂ(x-"y) S p_v;?(x) — max{p_v}ﬂ(x)’ p_vp(y)}.

8
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Dot |x + yl, < max{|xl,, lyl,}.
Si max(—v,(x), —v,(y) = —v,(y), on a —v,(x + y) < —v,(y), donc

Pv,,(x+y) < p—vp(y) — max{p—vp(x)’p—vp(y)}

D’ou , |x + yl|, < max{|x|,, |yl,}, et par suit, ||, est une valeur absolue ultramé-
trique sur Q. [

Remarque 1.1 On peut définir sur le corps des nombres rationnels Q trois
types de valeurs absolues

1. wvaleur absolue triviale

x| = 1, st x#0
10,8 x=0
2. waleur absolue ordinaire
Xl = max(xy, —x) = x, st x>0
o~ P —x, sio x<0

3. wvaleur absolue p-adique |.|,.

Remarque 1.2 1. La wvaleur absolue p-adique définie sur Q, prend ses
images dans l’ensemble discret définie par

0uip",nez)

Autrement dit,

|Ql, = {0} U {p",n € Z}.

2. Par définition de la valeur absolue p-adique, on a, pour tout x € Q,
x|, < 1.

1.3.2 Complétion de Q

Ce paragraphe présente une construction du corps des nombres p-adique.
La méthode utilisée pour construire ce corps est semblable a la construction
de R & partir de Q.

Puisque Q n’est pas complet pour la valeur absolue p-adique |.|,, on le compléte
et on obtient un espace complet que I'on note Q, et qui s’appelle le corps des
nombres p-adiques.

On rappelle le procédé de complétion (qui est valable pour un espace métrique
quelconque). Soit E 'ensemble des suites de Cauchy d’éléments de Q (pour la

9
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valeur absoluel.|,). On définit sur E une relation d’équivalence R de la fagon
suivante ; si u = (u,), et v = (v,), sont deux éléments de E, on a uRv si et
seulement si |1, — v,l, tend vers zéro si n tend vers l'infini.

On montre alors que sur I'espace quotient Q, = E/R, on peut prolonger la
distance sur E, et que cet espace métrique quotient est un espace complet, qui
contient Q comme sous espace dense.

Nous indiquons comment prolonger la valeur absolue définie sur Q a tout Q,.
Soit x un élément de Q, et (x,), une suite de Cauchy d’éléments de Q. La suite
(|xulp)n est une suite de Cauchy dans R, car

”xnlp - |xm|p| < |xn - xmlpr

donc elle converge vers une limite [ dans IR,. Cette limite est appelée la valeur
absolue p-adique de x, c’est une valeur absolue ultramétrique, et on a

|x|p = nl—IHIm |xn|p-

On peut également, étendre la valuation p-adique au Q,; v,(x) = Lim v,(x,).
n—-+co

1.3.3 L’anneau des entiers p-adiques

Une partie intéressante de Q, est I’ensemble des éléments de la valeur ab-
solue p-adique inférieur ou égale a 1 que 'on note Z,.

Définition 1.3.3 1. On dit que le nombre p-adique x € Q, est un entier p-
adique si le développement canonique de X ne contient que les puissances
positives de p. Autrement dit v,(x) > 0, on écrit

+00
x=a0+a1p+a2p2+-~-+anp”+---=Zanp”,0Soc<p

n=0
2. On note par Z, l’ensemble des entiers p-adiques, ot

+00

Zp:{erp:x:ZOsz“}:{erp:vp(x)ZO}.

n=0

Remarque 1.3 1. Z,={x€Q,:0,(x) 20} ={x € Q, : |x[, < 1}.
Autrement dit Z, représente la boule unité fermée de Q,.

2. Le corps Q, est l’ensemble des fractions de Z,

Q, = Frac(Z,) =

s oabez, b#0|

10
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1.4 Propriétéstopologiques etanalytiques des nombres
p-adiques

1.4.1 Propriétés topologiques

Nous énoncons et démontrons dans cette section quelques propriétés topo-
logiques importantes de Z, et de Q,. Nous commencons avec des propriétés
qui est aussi vrai pour les corps muni d’une valeur absolue ultramétrique.
Soit r un réel strictement positif, et 2 un nombre p-adique. On note D*(a,r)
I'ensemble {x € Q,,|x —al, < 7} et I'on appelle disque fermé. On note D~(a, 1)
I'ensemble {x € Q,,|x —a|l < r} et I'on appelle disque ouvert et C(a,r) =
D*(a,r)\D™(a,r) le cercle de centre a et rayon r. La notation D(a,r) désignera
I'un ou l'autre de ces deux disque.

Proposition 1.4 /3/
Soient a,b € Q, et r € R,. Alors

(i) Si b € D(a,r), alors D(b,¥) = D(a,r). Autrement dit, tout point d’un
disque est un centre de ce disque.

(ii) Tout disque de lespace topologique Q, est a la fois ouvert et fermé.

(i1i) Soient D(a,r) et D(b,s) deuz disques, alors ils sont disjoints, ou l'un est
inclus dans autre.

Démonstration.

(i) Si b € D(a,r), on a par définition |b —al, < r. Prenant x € Q, tel que
|x —al, <, on a par 'inégalité ultramétrique,

|x — bl, < max{|x —al,, |b—al,} <7,

de telle sorte que x € D(b, 1), et donc on a montré que D(a, r) € D(b, 7). En
changeant simplement les roles de a et b, on montre que D(b,r) C D(a,r),
d’ou I'égalité.

(ii) Soit a € Q, et considérons D~(a,r),r > 0 le disque ouvert centré en a et
le rayon r. Par définitions, c’est un ouvert de Q,. Il reste donc a montrer
qu’il est aussi fermé dans le cas non-archimédienne. Alors, prenons un
point x sur la frontiére de D™ (a, ), ce qui signifie que tout disque ouvert
centré en x doit contenir des points qui sont dans D~(a,r). Choisissons
un rayon s < r. Maintenant, puisque x est un point de la frontiére de
D~(a,r),D~(a,r)ND~(x,s) # 0, il existe un élément y € D~(a,r)ND~(x, s).

11
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Cela signifie que [y —al, <7 et |y — x|, < s < r. Appliquant I'inégalité
ultramétrique, nous obtenons

|x —al, <max{|x - yl,, |y —al,} <max{s,r} <r,
d’ott x € D™(a,r). Cela montre que tout point sur la frontiére de D~ (a, 1)

appartient & D™ (a, r), ce qui veut dire que D™(a, r) est un ensemble fermé.

(iii) Nous pouvons supposer que ¥ < s. Si l'intersection n’est pas vide, il existe
c € D(a,r) N D(b,s). En suite, nous avons, a partir de (i), que

D(a,r) = D(c,r) et D(b,s) = D(c,s).
par conséquent,

D(a,r) = D(c,r) € D(c,s) = D(b,s).

1.4.2 Propriétés analytiques

Proposition 1.5 [12/
Soit (a,), une suite dans Q,. On a, (a,), est une suite de Cauchy si et seulement
si,

l_i)m |an+1 - anlp =0.

n—+oo

Démonstration.
Si (@), est de Cauchy, alors on a

im |2, — aul, =0,Ym >0,
n—+oo
d’ott quand m =1, on a

n—-+oo

Inversement, on a

pim — auly = Ay — ner = + Gpeme1 — Gy
< max{la, — aniilp, @ne1 — Gnialp, -+ S @nim-1 = Gnemlp)-
Donc
im |a41 = agl, = 0.
D’ott (a,), est de Cauchy dans Q,. [

12
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Remarque 1.4 (a,), est convergente dans Q, si et seulement st |a,11—ayl, —
0, quand n — +oo.

Proposition 1.6 [12/
Soit (a,), une suite dans Q,. Si lim a, = a dans Q,, alors
+00

n—

lim |a,|, =0,

n—+o0

ou bien ANy € IN; |a,|, = lan,|, pour n > Ny (la suite (|aq|,).=0 est stationnaire
a partir d’un rang Ny.

Démonstration.
Soit n,m € IN,n > m, on a
lanl, = 1amlpl < la, — anl, — 0 quand n — oo,

donc (la,|,) est de Cauchy dans R qui est complet, donc (|a,|,), est convergente.
Supposons que lim |a,|, # 0, alors lim |a,|, = € > 0.

‘ n—+oco n—+o0
Posons ¢ = > donc il existe N1 € IN tel que pour n > Ny, |a,|, > 5

De méme, il existe N, € IN tel que pour tout n,m > N, on a |a,, — a,|, <

D’ou, pour n,m > max(N1, N;) = Ny, on a 2
|l = lam — an + aul, < max{la, — auly, aql,} = 1aulp.
Sin = Np, on aura |a,l, < lanl,, pour m > Nj.
De méme
|anl, < maxtla, — amly, lamlp} = |,
Alors |ay, |y < ||y, pour m > Ny, d’ott langl, = |aul,, pour m > Nj. n

Maintenant, soit la série Z ar et ax € Qp. On sait que la série Z ai converge

k>0 k>0
n

si et seulement si la suite des sommes partielles S,, = Z ax converge dans Q.
k=0

Proposition 1.7 [12/

(e}

Soit Z ar une série dans Q, (ax € Qp). Alors Z a converge si et seulement

k=1 k=1
si lim a, = 0. Dans ce cas,

n—+o00
[e¢]

Aply < Max|ayl,.

|Z} oy < max|a,,
=

13
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Démonstration.
o0
La série E a, converge si et seulement si la suite des sommes partielles S, =

k=1
n

Z ax converge dans Q,, donc S, est une suite de Cauchy dans Q,, d’ou
n=1

ISy = Sp-1lpy — 0, quand n — +oo.

Mais a, = S, — 5,-1, donc (a,) tend vers zéro dans Q,. Maintenant, supposons

[o¢] [o¢]

que Z a, converge. Si Z a, = 0, on a le résultat. Sinon, d’aprés la Proposi-

n=1 n=1
tions 1.6 , il existe Ny € IN tel que pour N > Ny, on a

) No
1Y ey =1) " a,. (1.1)
n=1 n=1

D’autre part, on a

123% {lan|p} < m%\lx{mn'p} (1.2)

De (1.1),(1.2), on a

00 Ny

a :Za < max |aly; < maxydyly;.
|Z} =12l < ma i) < maxles
n= n=

1.5 LecorpsC,

Définition 1.5.1 On dit qu’un corps ultramétrique K est algébriquement clos
si chaque polynome P(x) dans K[x] admet des racine dans K. Autrement dit,
chacun des polynomes se décompose en facteurs linéaires dans K[x].

Le corps Q, n’est pas algébriquement clés pour tout p premier, (considérer
1
par exemple 'équation x> —p =0 € Q,[x], puis on trouve que v,(x) = > ¢ 7,

pour tout x € Q,, donc cette équation n’a pas de racine dans Q, (i.e. V+P ¢

Q).

Pour faire convenablement de I'analyse, il est donc logique de considére une
cloture algébrique de Q,, que I’on note Q, et qui n’est pas compléte (le corps Qp

14
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est constitué de toutes les racines des polynomes a coefficients dans Q,), donc
nous avons besoin de la compléter pour former un plus grand corps complet,
algébriquement clos noté C,. On montre que 'on peut prolonger la valeur
absolue a ce corps, qui posséde donc aussi une valeur absolue ultramétrique,
que I'on note toujours |.|,.

1.6 Fonctions analytiques d"un corps ultramétrique

On note K un corps algébriquement clos, complet par rapport a une valeur
absolue ultramétrique.

Définition 1.6.1 Une série entiere dans K, c’est une série de fonction qui
s’écrit sous la forme

Z a,(x —a)",a, €K,

n>0

ot x et a sont des nombres de K.

+00
Définition 1.6.2 Soit f(x) = Zanx” une série entiére a coefficients dans
n=0
K. Comme en analyse archimédienne, si limsup v/la,| # 0, on pose R =
n—+oo
1
lim sup +/|a,|

n—+oo

Le nombre R est appelé le rayon de convergence de f. Donc, pour x € K, on a
les situations suivantes,

(i) |x| < R. Donc lim |a,||x]" = 0 et alors la série est convergente,
n—+00

(i) |x| > R. Donc la série est divergente,
(7i) |x| = R. Donc on peut avoir ou bien lim |a,||x|" = 0 et alors la série est
n—+00
convergent sur la totalité du cercle C(0,R), ou bien lim |a,||x|" # O et
n—+o0o

alors la série est divergent dans le cercle C(0,R).
D’autre part, quand limsup v/|a,| = +co, on a R = 0 et donc f est

n—+o0o

convergente seulement quand x = 0.
Quand limsup /|a,| = 0, on dit que le rayon de convergence de f est

n—+00

égal a +o0 et donc ce cas f est convergente pour tout x € K. Le disque
D=(0,R) est appelé le disque de convergence.

15
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Définition 1.6.3 Soit f une fonction définie de D*(a, R) dans K, on dit que f
est une fonction analytique sur D*(a, R), s’il existe une suite (a,)uso0 d’éléments
de K, satisfaisant |a,|R" — +o00, et pour tout x € D*(a,R), on a

f@) =) aux—a)"

n=0

Autrement dit, on dit q’une fonction f est analytique si elle est développable
en série entiere autour de chaque point de son domaine de définition.

Définition 1.6.4 Soit f une fonction de D~(a,R) dans K, on dit que f est
une fonction analytique sur D™(a,R), si pour tout 0 < r < R, la restriction de
f a D*(a,r) est une fonction analytique sur D*(a,r).

Définition 1.6.5 (Fonction entiére)
Une fonction analytique dans le plan tout entier K est dite entiére.

Notation 1.1 On note par A(D~(a, R)) (resp. A(D*(a, R)) l’ensemble des fonc-
tions analytiques dans le disque D~(a, R) (resp. D*(a,R)).

On note par A(K) (resp. AK)\K[x]) l’ensemble des fonctions entiéres sur K,
(resp. L’ensemble des fonctions entiéres sur K qui ne sont pas des polynomes,
et qui s’appellent fonctions transcendantes) .

1.7 Zéros des fonctions analytiques

Dans cette partie on étudiera les zéros des fonctions analytique.

Définition 1.7.1 Soit f € A(K) (resp. f € AD~(0,R))) et soit y € K)
(resp. vy € D7(0,R)). Soit r €]0,+00[ tel que D*(y,r) c K (resp. soit r €]0,R[
+00

tel que D*(y,r) € D™(y,R)), et soit f(x) = Zun(x - y)",¥x € D*(y,r), ou
n=q

a; # 0 et g > 0. On dit que dans ce cas y est un zéro de f d’ordre de

multiplicité q, et q sera appelé l'ordre de multiplicité de zéro .

Remarque 1.5 - Siq =0, il faut comprendre que y n’est pas un zéro.
- Siqg=1, On dit que y est zéros simple.
~ Sig=2, On dit que y est zéros multiple.
— St g = oo, il faut comprendre que la fonction est identiquement nulle sur
un voisinage de y.
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Proposition 1.8 /3/

Une fonction analytique non nulle sur un disque vérifie le principe de zéros
isolés, c’est a dire que si b est un zéro de f, il existe un disque de centre b, de
rayon assez petit, ot la fonction f n'admet comme zéro que b.

Démonstration.
Si b est un zéro de f, on peut écrire la fonction non nulle f sous la forme

f@) = au(x = b)" + apa(x=b)"" +---,

tels que m > 1 est un entier, et a,, # 0. Il résulte que si |x — b| est assez petit,
et non nul,

|f (O] = lamlplx — bl # 0.

Définition 1.7.2 Soit f(x) = Zanx” € AK) (resp. f € AD(O,R)) ). On
n>0

définit le module mazimum de f, pour r €]0,+o0o[ (resp. r €]0,R[), par la
formule

—_ n
IfI(r) = max |a,|r".

Proposition 1.9 /3], [11]
Soient 0 < r < R et f(x) = Zanx” € ADT(0,7)), telles que |a,|r" ait pour

nz0
limite 0. La fonction

f = IfI(r) = max|a,|r",
n>0

est une norme ultramétrique sur A(D*(0,r)). Elle est appelée la valeur absolue
de Gauss. De plus on a,

I£1l= max 1) = 1£10).

On a comme propriétés de la fonction r — |f|(r).

Proposition 1.10 /3/
On suppose que f € AD*(0,1)),0 <r < R. Si f n'est pas nulle, alors

(i) La fonction |f|(r) est croissante ;

(i1) Sila fonction f a un zéro b dans le disque D*(0,7), la fonction |f|(r) est
strictement croissant si v > |b|;

(111) La fonction |f|(r) est continue.

17
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Démonstration.

(i)
(i)

(i)

On a déja vu que |f|(r) est la borne supérieure de |f|(r) sur le disque
D*(0,r), ce qui fournit le résultat immédaitement.

Soit rg > [bl. On a |f|(ro) = |as|re®, pour un s > 1, en raison de la présence
d’au moins un zéro dans le disque D*(0,7y). Comme a; n’est pas nul, si
r > 19, on a |ag|r® > |as|ry®, donc

1116 = maxar* > laJr > ladfro” = 1)

>

Fixons B €]0, r[. Alors |a,|p" tend vers 0 si n — 400, de sorte qu’il existe
N entier tel que

max |a,|f" = max |a,|s".

n<N neN

Il en résulte que si t € [0, B], on a aussi

max |a,|t" = max|a,|t" = |f|(7).
max|a,|t" = maxa,|t" = 1"

Comme la fonction t — max |a,|t" est clairement continue, on a démontré
neN

le résultat.

lemme 1.7.1 /3]

Soit Q(x) = by + -+ + bsx®, un polynome de K[x].

On suppose que |bs|r® = 1(')nax{|b]-|r]} = |Q|(r). Alors le polynome Q a toutes ses
2]2s

racines dans le disque D*(0,r) de K.

Démonstration.
Montrons que le polynéme Q(x) a toutes ses racines dans le disque D*(0, 7).
On factorise Q(x),

Qx) = bs(x — ar)(x —az) - -+ (x — ),

ot by # 0, et les a; sont dans K, et pas forcément distincts. D’ou

Ix — ail(r) = max{|x|, o]} = max{r, |ail},

et on a

1QI(r) = Ibelr* = 1bs] | | maxtr, ).
i=1
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s
Alors H max{r, |o;|} = r°, et comme max{r, |a;|} > r, pour tout i, donc max{r, |a;|}
i=1
r et |aj| < r, pour tout i. On a donc bien montré que toutes les racines de Q
sont dans le disque D*(0, r). ]

Théoréme 1.7.1 /3],
+0o0

Soitf(x) = Zanx” € ADT(0,7)) et soit s un indice tel que l'on ait |as|r® =
n=0

IfI(r), et |aj|rj <las|r* pour j > s. Il existe alors un couple (Q,H),Q étant un

polynome de Kl[x], Q(x) = by + -+ + bsx®, avec |bs|r* = |Q|(r) = |f|(r), et H(x)

une série entiére appartenant o A(D*(0,7r)), telle qu |H — 1|(r) < 1, vérifiant

f() = QUH(x).

Théoréme 1.7.2 /3]
+0o

Soit f(x) = Zanx” € AD*(0,7)) et soit s un indice tel que 'on ait |ag|r® =
n=0
IfI(r) et lajlr’ < lag|r* pour j >s. Alors

(i) Sis >1 la fonction f a exactement s zéros dans le disque D*(0, 1), compte
tenu des multiplicités ;

(i1) La fonction f n’a aucun zéro dans le disque D*(0,7) si et seulement si
s =0, et sa valeur absolue y est alors constante dans ce disque.

Démonstration.
On va utiliser le Théoréme 1.7.1. On a donc f = QH, avec les propriétés
indiquées.

(i) comme |H—-1|(r) <1, on a [H(x)| = 1, pour tout x € D*(0,r), donc H(x)
ne s’annule pas. Comme le polynéme Q qui intervient dans la factorisation
a tout ses racines dans le disque D*(0,7). D’apres le lemme 1.7.1, f a
exactement s zéros compte tenu des multiplicités dans ce disque.

(i) Si f n’a aucun zéro dans le disque, on doit avoir s = 0 par (i).
Sis =0, le polynéme Q qui intervient dans la décomposition f = QH
est un polynéme de degré 0, donc une constante ¢, non nulle puisque f
est non nulle. Comme |H — 1| < r pour tout x € D*(0,r), et par suite

|f ()l = el
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1.8 Fonctions méromorphes d’un corps ultramé-
trique

Définition 1.8.1 On dit q’une fonction f est méromorphe sur K (resp. Sur
D(0,R)) si elle est analytique sur K (resp. sur D(0,R)) sauf auzx point de sin-
gularités isolées qui sont des poles.

Remarque 1.6 Le quotient de deux fonction entiéres est une fonction méro-
morphe. C’est a dire, si la fonction f est méromorphe dans K (resp. D(0,R)),
alors on peut écrire f = g tel que g he A (K)(resp. A(D(0,R))) sans zéros

h
communs.

Notation 1.2 On note par M(K) (resp. M(D(0,R))) le corps des fonctions
méromorphes dans K (resp. Dans D(0,R)), ¢’est a dire le corps de fractions de
A(K) (resp. De A(D(0,R))). La valeur absolue |.|(r) définie sur A(K) (resp.
sur A(D~(0,R))) quand r €]0,+oo[ (resp. r €]0,R[ ), s’étend d’une maniére

naturelle & M(K) (resp. a M(D(0,R))) en posant |f|(r) = % quand f =
% et g,h € AK) (resp. g,h € AD(0,R))).

1.9 Polygone De Valuation

Dans cette section, nous allons présenter les propriétés de polygdne de
valuation qui détermine la distribution des fonction entiéres (aussi des poly-
gomes).

Soit f(x) = Z a,x" une fonction non nulle de A(D~(0, R)) et soit 0 < r < R,

n>0
et regardons la fonction r +— |f|(r), pour r €]0,4+oco[. Pour simplifier, suppo-

sons que ag # 0, alors pour |x| assez petit, on aura |f(x)| = |ag|, de sorte que
[fI(r) = lagl=constant, pour r assez petit. Soit r; la premiere valeur de r et
s; la plus grande valeur de k telle que |ak|r’; = |ag|, alors f a exactement s;
zéros sur le cercle |x| = r; et aucun dans le disque ouvert de centre 0, rayon
r1. On a |f|(r) = l|as,|r"', pour r > r; et assez proche de ri. En général, on
s’arréte quand il existe une valeur k > s; et un r > ry tels que |ar* = |as, |71 ;
soit 7, la premiére valeur de r telle qu’il en soit ainsi, et s, le plus grand des
entiers k > s; tels que |ak|r'§ = |a51|r‘;1. Alors, sur le cercle |x| = rp, f a s, — 51
zéros, et aucun dans la couronne ouverte de centre 0 et de rayon rq,7,. On a
[fI(r) = las, |, pour r € [r1,1;]. Et ainsi de suite, on trouve des cercles ou se
trouvent les zéros 7, (suite fini ou infinie), le nombre des zéros sur ces cercle est
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sk —Sk-1 et en plus, on a le fait que la fonction |f|(r) est continue et monomiale
par morceaux, c¢’est a dire qu sur [rg, 7x.1], il existe une constante c; et un entier
sk tels que |f|(r) = cxr™. Les rayons 7, s’appellent les rayons exceptionnels pour
la série entiére f.

On fabrique maintenant une fonction ¢, définie par

¢:I=]—o0logR[ — R
logr +— ¢(logr) =loglfI(r) = maxloglan|+nlogr}

Notation 1.3 On note par v*(f,r) (resp. v (f,1)) le plus grand (resp. Le plus
petit ) entier j tel que

loglaj| + jlogr = ¢f(logr) = max {log |a,| + nlogr}.

C’est a dire que, |a]|r] max |a,|r".

Théoréme 1.9.1 [11]
La fonction ¢f vérifient les propriétés suivant

(i) C’est une fonction convexe, continue et affine par morceau ;

(ii) Si fun zéro dans D=(0,7), la fonction ¢y est strictement croissante pour
logr > log |b|;

(iii) La fonction ¢ est dérivable a gauche et a droite en chaque pointlogr € I.
Sa dérivée a gauche en logr est a v7(f,r) et sa dérivée a droite en logr
est égale a v*(f,r);

(iv) le nombre de zéros de f dans le cercle C(0,r), en prenant en compte les
multiplicités, est égale a v*(f,r) —v=(f, 1), ou v*(f,r) (resp. v7(f,1) )
est le nombre des zéros de f dans le disque D*(0,r) (resp. D=(0,7)).

Remarque 1.7 La représentation de la fonction ¢y est connue en analyse
ultramétrique comme “polygéne de valuation”.

Exemple 1.9.1 Polygone de valuation des polynémes

1. Soientr,s €]0,+oo[ tel quer < s, et soit P(x) = apx* +a;x+---+ay € K[x]
ou ay * 0.
Supposons |ag| = |a1|r > |as|r?, on a |P|(r) = lag| = |m|r, donc v (P,r) =1 et
v (P,r) = 0. Par conséquent, le polynome P admet un zéro dans le cercle
C(0,7) = 1. Par conséquent, le polynoome P admet un zéro le cercle
C(0,s). D’autre part, v*(P,p) = v (P,p) = 1, ¥p €lr,s[ et v'(P,p) =
v (P p)=2,VYp>s.
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2. Soit p un nombre premier et soit P(x) = 2p* + p* + (p + p°)x + (p* + p*)x>.

p
et v-(P,¥) = 0. Par conséquent, le polynome P ademt un zéro dans le

cercle C(0, 1)
p

1
Pourr=—=. On a, |ag|r = = lai|r = — et |as|r? = —» donc vi(Pr)=1
p

Pour r =
v (P,r)=0.

Donc P n’a aucun zéro dans le cercle C(0, P_)

1 1 1
. On alagl = =, |lailr = = et |ar* = — donc v (P,r) =
P P p°

| =

1 1 1
Pourr =1. On a |ag| = = lalr = = et |ap|r? = I?7 donc P n’a aucun

zéro dans le cercle C(0,1).

Interprétation géométrique
Soit f(x) = Zanxn une fonction non nulle de A(D*(0,r)) et soit 0 < r < R.

n>0
Pour chaque n de nous construisons le graphe y,(logr) qui décrit log|a,| +

nlogr comme fonction de logr. Soit y,(r, f) le bord de 'intersection des demi-
plans situés sous les droites y,(logr) de la pente n. Alors dans chaque segment
[log 7, log 141],0 < log 1 < logtii1 < R, il existe un nombre fini de y,(logr)
qui interviennent dans y,(r, f). On déduit que y,(r, f) est une ligne polgénale
qui s’appelle le polygdéne de valuation de la fonction f(x). Nous appelons le
point logr > 0 ot y,(r, f) un sommet des points critique de f(x). Chaque
segement fini [log ¢, log r¢+1] ne contient qu’un nombre fini de points critiques

de f(x).

22



CHAPITRE 2

THEORIE DE NEVANLINNA SUR
UN CORPS ULTRAMETRIQUE

Parmi les méthode utilisées dans les problémes de distribution de valeur, la
théorie de Nevanlinna ultramétrique, qui joue un réle majeur dans ce domaine.
Cette théorie a été introduite en 1989 par A. Boutabaa . Elle s’applique non
seulement & des fonction méromorphes dans tout le corps K. Dans ce chapitre,
nous s’intéresse de cette théorie.

Notation 2.1 A partir d’ici et tout au long de ce travail, on notera K un corps
algébriqguement clos, complet par rapport a une valeur absolue ultramétrique |.|.

2.1 Formule De Jensen

Dans cette section, nous s’intéresse de la version ultramétrique de la formule

de Jensen qu’on utilise pour obtenir le théoréme fondamental de Nevanlinna.

Soit f € M(K) (resp. f € M(D(0,R))). Pour tout r €]0,+oo[ (resp.r
€]0,R[) et @ € D~(0,r), on note

2(r, ) = ) max(0, wa(f)) et pr, f) = = Y min(0, wal(f) = 2(r, %).

C’est a dire que, z(r, f) (resp. p(r, f)) est le nombre de zéros (resp. poles) de
f sur le cercle |x| = r, comptés avec leurs multiplicités, ott w,(f) est 'entier

ler|=r la|=r
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relatif i, de Z tel que f(x) = Z a;(x — @) avec a;, # 0.

20y

Théoréme 2.1.1 /7] /8]
Soit f € M(D™(0, R)) n'ayant ni zéro ni péle en 0, pour r €]0,R[, on a

1
log |fI(r) = log | f(0)] + é {Z(V, f) —z(r, ?)} log é.

Démonstration.

La démonstration de cette formule est une conséquence des propriétés de po-
lygdne de valuation.

Soit f € A(D(0,R)) telle que f(0) # 0. Le polygone de valuation de f donne
pour 7 €]0, R[

logfI(r) = log f(O) + ) 2 f)log 1. 2.1)

la|<r
Pour montre I'égalité (2.1), soient 0 <71 <1, <--- <r <---<ret0=mny<

N <o <fp<--- <N
On pose, log|f|(r) = mf})x{log |a,| + nlogr}.

Le cas ou r1 plus proche de zéros, f n’a pas de zéros & valeur absolue entre 0
et r, on a

log |f|(r1) = log|f(0)| = log |ao| + 1o log r4.

Lecasou0O<ry <rp,ona
log |f|(r2) = loglay,| + n1logr,.
Le cas ou 1,1 <71y, 0n a
log |f|(rx) = loglay, | + 11 log ry.

Le casoury <7, on a

log |f|(r) = logla,,| + nilogr.
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Alors,

loglfl(r) = [logl|fI(r) —logl|fI(r)] + [log |f|(re) — log|fI(re-1)] + - - - + [log | fI(r2) — log | fI(r1)]
+ loglfl(r1)
= [logla, |+ nilogr —logla, | — nilog r¢] + [logla,, | + nx-1 logre — log la,, |
— Mg-1logrea] + -+ + [logla,, | + 1y log o —log |a,, | — n1log 1] + log | £(0)|

= nklogl+nk_1logﬁ+--~+n110gr—j+10g|f(0)|

= nklog—+nk 1(logL—log ) -+n1(logr—:—logé)+log|f(0)|

Tk-1

r r
= (ng— nk_l)log — + (Mg—1 — Ngp) log — + - - + (n, — n1) log —
Yk Yi-1 ]

+ (11 —np) log% + log [£1(0)
k r

= Z(Tli - ni1)log - +log |f(0)l.
i=1 '

Ou (n; — nj—1) le nombre des f dans le cercle |x| = r;, donc

log|fI(r) = log|f(0) + Z z(r, f)logl |

0<lal<r

Soit maintenant f € M(D~(0, R)) tel que f(0) # 0,00. On pose f = % tel que
g,h € A(D~(0,R)). Soit a (resp. B) un zéro de g (resp. de h), on a

loglfI) = loglZI("
= loglgl(r) — log |hI(r)
= 1oglgO)l + Y =(r)log 7y ~loglh®) - Y, 20 log
0<|al<r 0<|Bl<r
1 r
= log |—|+ z(r, f)log z(r, =) log —
&'1(0) Og‘lq |l 0<|va‘qu f Il
= loglfOI+ Y =0, f)logl | Yz %)logél.
0<|a|<r 0<|Bl<r
Donc,

loglfi) = Y. {z(r - }}logﬁﬂoglf(o»

0<|ar|<r
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Remarque 2.1 Si f(x) a un zéro ou pole d’ordre de multiplicité A en x = 0,
de facon que f(x) = axx* + -+, alors la fonction g(x) = x™*f(x) n’a ni zéro
ni pole a origine et a les mémes zéro et les méms poles que f(x) ailleurs. La
formule du Théoréeme 2.1.1 appliquée dans cas sur la fonction g(x).

2.2 Fonction De Nevanlinna

Soit f € M(D~(0, R)). Pour tout r €]0, R[. Notons par Z(r, f) la fonction de
comptage des zéros de f dans le disque D*(0,r), comptés avec leurs multipli-
cités.

On pose,
r
2= ), wdPlogr.
lev|<r,wa(f)>0 |0(|
On a aussi,
= r
Z(r,f)= ) log —,
la|<r |0(|
la fonction de comptage des zéros de f dans le disque D*(0, r) sans prendre en
compte les multiplicités.
De la méme maniére, notons par N(r, f) la fonction de comptage des poles de
f dans le disque D*(0, r), comptés avec leurs multiplicités, on pose

No == Y a)a(f)logmil.

|er|<r,wa(f)<0

Et ,
).

f

Pour x > 0, on pose log” x = max(0,logx), telle que x > 0 et log est une
fonction logarithmique réelle. On définit pour r €]0, R[

m(r, f) = log" |fI(r) = max(0,log|fI(r)),

la fonction de compensation.
En fin, on définit la fonction de Nevanlinna (appelée aussi la fonction caracté-
ristique de f), quand f n’a ni zéro ni pole en 0, par

T(r, f) = m(r, f) + N(r, ).
Tout au long de ce chapitre, on supposera que la fonction f intervenant dans les
fonctions m(r, f), N(r, f) et T(r, f) n’a pas de zéro en 0, si f € A(K) (resp. f €
AD~(0,R))), et n’a ni zéro ni pole en 0, si f € M(K)(resp. f € M(D™(0,R))
).

Par les notations précédentes, on peut reécrire Théoréme 2.1.1 sous forme,

N =Z(r,
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Théoréme 2.2.1 [5]
Soit R > 0, et soit f € M(K) (resp. f € M(D~(0,R))) n’ayant ni zéro ni pole
en 0. Alors

log |f(r) = Z(r, f) = N(r, f) + log | f(0)], (22)

pour tout r €]0,+oo[ (resp.r €]0, R[).

Corollaire 2.2.1 [9/
Soit f € M(D™(0,R)) n’ayant ni zéro ni pole en 0. Alors, pour tout r €]0, R,
on a .

T(r, 7

) =T(r, f) + O(1).

Démonstration.
D’apres le Théoréme 2.2.1, nous avons

log|f(0)l = N(r, f) = Z(r, f) + log ().

1
Puisque logx = log™ x — log" ~» pour x > 0, on a

loglf(O) = N, f) = Z(, f) +10g" IfI(r) ~ log" '%'(r)
= NG =N+l )=, 7)
= N )+ )= NG 5) = )
- T4, f) - TG, %).

Proposition 2.1 /8§/

Soient f,g € M(K) (resp. f,g € M(D(0,R))) non identiquement nulle et
n‘ayant ni zéro ni pole en 0. Alors pour tout r €]0,+0o[ (resp. r €]0,R[), nous
avons

i) N(r, f + 9) < N(r, f) + N(r, 9),
i) N(r, fg) < N(r, f) + N(r, 9).

Démonstration.
Les inégalités i) et ii) sont vérifiés puisque l'ordre de multiplicité de poles de
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f+g (ou fg) au point x est au plus égal a la somme d’ordre de multiplicité de
poles de f et g au point x. D’oll

Z(r, fng) < Z(r, %) + Z(r, %)
fig) Z(r, l) + Z(r, %).

Z(r, 7

IA

Théoréme 2.2.2 Soient f,g € M(K) (resp. f,g € M(D~(0,R))) et a € K.
Pour tout r €]0, +oo[ (resp. ¥ €]0,R[), on a

i) m(r, f + g) < max{m(r, f), m(r, g)},
i) m(r, f —a) = m(r, f) + O(1),
iii) m(r, fg) < m(r, f) + m(r, g),
w) m(r,af) =m(r, f) + O1).

Démonstration.

Puisque |.|(r) est une valeur absolue ultramétrique et grace a la croissance de
la fonction logarithmique on enduit sans difficulté i), iii) et iv).

Si |f|(r) > |al, pour r assez grand (resp. assez proche de R), on a

|f — al(r) = max{|f|(r), lal} = |f|(r),
d’ou
m(r, f —a) = m(r, f).
Alors que, si |f|(r) < |al, on a
|f —al(r) < max{|f|(r), |al} < lal,
ce qui entraine
im(r, f —a) — m(r, f)| < max{m(r, f — a), m(r, f)} < log" |al,

et ainsi m(r, f —a) = m(r, f) + O(1), d’ou ii).
On donne une autre définition de la fonction caractéristique de la Nevanlinna.

Théoréme 2.2.3 [5/
Soit f € M(K) (resp. f € M(D~(0,1))) n'ayant ni zéro ni pole en 0. Alors pour
tout r €]0, +0o[ (resp. r €]0,R[), on a

T(r, f) = max{Z(r, f) + log|f(0)|, N(r, f)}
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Corollaire 2.2.2 /5]
Soit f € A(K) (resp. f € AD™(0,R))) non nulle. Alors pour tout r €]0, +oo[
(resp. r €]0,R[), on a

T(r, f) = Z(r, f) + O(1).

De plus, il existe p €]0,+oo[ (resp. p €]0,R[) tel que pour b # f(0), on a pour
tout r €]0, +oo[ (resp. r €]0,R[ )

Z(V,f) = Z(T,f - b).

Théoréme 2.2.4 [8/
Soient f,g € M(K) (resp. f € M(D™(0,R))) non identiquement nulle et
n’ayant ni zéro ni pole en 0. Alors pour tout r €]0,+oo[ (resp. r €]0,R[)

i) T(r, f+9) <T(r, f)+ T(r,9).

i) T(r, fg) < T(r, f) + T(r, 9),
De plus, si f,g € A(K) (resp.f,g € A(D~(0,R)), on a

iii) T(r, f + g) < max{T(r, f), T(r, 9)},
Démonstration.

i) Puisque
m(r, f + g) < max{m(r, f), m(r, g)},

et
N(r, f +g) < N(r, f) + N(1, 9),

on déduit que

m(r, f +g) + N(r, f + g) max{m(r, ), m(r, )} + N(r, f) + N(r, g),

m(r, f) + m(r,g) + N(r, f) + N(r, g).
Dou T(r, f + g9) < T(r, f) + T(r, 9).
ii) De méme, on déduit que
m(r, fg) + N(r, fg) < m(r, f) + m(r,g) + N(r, f) + N(r, 9).

D'oua T(r, fg) < T(r, f) + T(r, 9).
iii) Puisque N(r, f) = N(r, g) = 0, I'inégalité est immeédiate.

<
<

Proposition 2.2 [§/
Soient f € M(D™(0,R)) et a € K,a # 0 tels que f(0) #0, f(0) #a et f(0) # co.
Pour r €]0,R[ on a
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Chapiter 2 Théorie De Nevanlinna Sur Un Corps Ultramétrique

i) T(r,af) =T(r, f) + O(1)
ii) T(r, f —a) =T(r, f) + OQ1).

Démonstration.
Puisque
N(T,f) = N(T’,(Zf) = N(T’,f —a),
m(r, f —a) =m(r, f) + O1) et m(r,af) = m(r, f) + O(1),
alors
T(r,af) =T(r, f) + O(Q),
et
T(r, f —a)=T(r, f) + O(1).

2.3 Théoréme Fondamental De Nevanlinna

Théoréme 2.3.1 Soient f € M(K) (resp. f € M(D™(0,R))) et a € K tels que
f(0) #0, f(0) # oo et f(0) #a. Pour tout r €]0,+oo[ (resp. r €]0,R[ ), on a

T(r, j%a) =T(r, f) + O(1).

Démonstration.
La démonstration est facile, elle découle de Corollaire 2.2.1 et la propriété(ii)
de la Proposition 2.2 [

Proposition 2.3 /8] Soit f € M(K) n’ayant ni zéro ni pole en 0. On a les
équivalences sutvantes,

i) f est une constante & T(r, f) = o(logt),r — +oo,
ii) fe€K(x) e T(r, f) = O(logr),r = +oo,
iii) f est non constante & il existe c € R et A>0 tels que

T(r, f) > logr+c, pour r> A.
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CHAPITRE 3

APPLICATION DE LA THEORIE
DE NEVANLINNA AUX
EQUATIONS FONCTIONNELLES
LINEAIRES AUX Q-DIFFERENCES

Le bute chapitre est d’étudier la comportement de la solution méromorphes,
de certaines équations fonctionnelles linéaires aux g-différences en utilisant les
notations classiques de la théorie de Nevanlinna présentées dans le deuxiéme
chapitre.

3.1 Equations aux q-différences

Définition 3.1.1 Une équation fonctionnelle linéaire aux q-différence est une
équation dont la variable est une fonction, et qui s’écrire sous forme

Y 90 f(0) = hx),
i=0

o q €K, 0<|g] <1 et K corps ultramétrique complet et algébriquement clos,
avec h(x), go(x),- -+, gs(x) sont des coefficients, tel que go(x)gs(x) # 0.
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Nous considérons I'équation aux g-différence de la forme
5 .
Z g9i(x) f(q'x) = h(x), (3.1)
i=0

oug €K, 0<|gl <1eth(x),go(x), -+ ,gs(x) (s > 1) sont des éléments de M(IK)
tels que go(x)gs(x) # 0. Notons par T(r) la fonction,

T(r) = max{T(r,h); T(r, 90);---; T(r, gs)}, pour toutr > 0.

Alors, nous avons

Remarque 3.1 La premiére observation dans ['équation (3.1) est que nous
pouvons prendre h(x) = 0 sans perte de généralité. En effet, supposons que
h(x) # 0 et f(x) est une solution méromorphe de l’équation(3.1). Alors, il est
facile de voir que f(x) est une solution de l’équation non triviale de la forme

h) Y 9@ flg™ 1) — () ) g0 f(g0) = 0.
i=0 i=0

Nous pouvons également supposer que go(x),--- ,gs(x) sont des fonctions en-
tiéres.
Alors, dans tout la suite, on suppose que l’équation (3.1) est de la forme

Y 9@f(gx) =0, (32)
i=0

ouq €K, 0<|gl <1 et h(x),go(x), -+, gs(x)(s = 1) sont des éléments de A(K)
tels que go(x)gs(x) # 0.

lemme 3.1.1 /5]
Soient f € M(K),r >0 et n € N, nous avons

1 1f(@"0)l(r) = | fI(lgl"r),

2. m(r, f(q"x)) = m(ql"r, ),
3. N(r, f(q"x)) = N(lqI"r, f),
4. T(r, fq"x) = T(lql"r, f)-

Proposition 3.1 [5/

Soit f une solution méromorphe dans K de l’équation (3.2).

Alors, si a est un pole de f, a # 0, il existe un entier m € IN et un zéro 0 de
go différent de zéro tels que a = g7™0 et wo(go) + wa(f) = 0.
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Démonstration.

Soit a # 0 un pole de f. Si we(go) + wa(f) = 0, on a le résultat, car il suffit de
prendre 0 = a.

Supposons que we(go) + wa(f) < 0. Cela Signiﬁe que, a est un pole de go(x) f(x),
alors il existe au moins un indice i; € {1,---,s} tel que g;,(a)f(g"a) = oo, et
en particulier a; = g'a est un pole de f Si a)gl (90) + e, (f) <0, de la méme
maniére, on trouve un indice i; € {1,---, s} tel que ap = g2a; = ¢"2a est un
pole de f, etc...

Comme nous ne pouvons pas avoir une suite de pdles de f avec modules stric-
tement décroissante, le processus ci-dessus doit arréter & un certain rang, et
cela compléte la preuve de notre assertion. [

Théoréme 3.1.1 [5/
Si f e M(K) est une solution de l’équation (3.1), alors nous avons

T(r, f) = O(T(r)logr), quandr — +oo.

Démonstration.

Comme indiqué dans la Remarque 3.1, tout le probléme est ramené au cas de
I'équation (3.2). Alors, soit f € M(K) une solution de I’équation (3.1). On
peut aussi supposer que f n’a pas de pole a l'origine.

Estimation de N(r, f).

Si la fonction entiére go(x) n’a pas de zéro différent de 0, pas la Propositions
3.1, la fonction f est entiére, donc N(r, f) = 0. Supposons alors que go(x) admet
au moins un zéro différent de 0 et soit rp = min{[x[/x € K\{0} et go(x) = 0}.
Pour tout » > 0, nous avons

T
N(r, f) = — Z wu(f)log o
0<|al<r, f(a)=00

Mais ; par la Proposition 3.1, tout pole a de f dans D*(0,7)\{0} est de la forme
a=q"p,ouneclNetpeD0,r)\{0} tel que go(B) = 0. Ceci implique que

=g |
log gl

ou [t] désigne la partie entiére du nombre réel t.
Par conséquent,

R (e

0<

/\

log

y
1 o1’
wg(go) log B

] + 1)
oglql 0<IBI<r,g0(8)=0
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ie,

lg

N(r, f) < ([ + 1) N(— r).

log 4]

1
Par hypothese, on a N(g—,r) < T(r,g90) + O(1) < T(r) + O(1), r — oo. Nous
0

voyons aussi que

[log al log l +1=0(ogr), r— oco.

Il en résulte que
N(r, f) = O(I(r)logr), r— co. (3.3)

Estimations de log |f|(7).

Sans perte de généralité, on peut supposer que f n’a ni zéro ni pole a
I'origine. Alors, il existe € > 0 telle que f n’a ni zéros ni poles dans D*(0, €),
donc |f|(t) est constante pour 0 <t <e.

D’aprés I'équation (3.1), pour tout r > 0, on a

IfI(r) < max {I@I(r)lfl(lqlr), 2211 f1(Iqlr), - I&I(r)lfl(lqlsr)} .
g0 90 90

Puisque gy est une fonction entiére non nulle, on a |go|(r) > 1, pour r > 1 assez
grand. De plus, comme gy, - ,gs € A(K) et T(r, g;) < T(r), Vi, on a pour r > 0
assez grand

1£1r) < €™ max {|£1(qlr), 110qRr), -+~ £l )} (3.4)
. |logr —loge
Prenons r assez grand pour assurer que 'entier k = | ————|+1>s, on
—log gl
a par (3.4),
1£1() < ™ max (|fgln), LFIalr), -+ F10gED), - AR} (35)
Posons
ui = |f|(|‘7|k7”)r
u = max{|f|(Ilg/"7}, | (g7
: (3.6)
U = max{|fI(Igl°r}, - - | fI(lglr), -, If1(1ql*7),
we = max{|f|(Iql), IfI(IQIzr) IfI(Iqlsr) -, 1 fIqlr))
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Dong, (3.5) devient

A1) < e" e (3.7)

D’autre part, nous avons |gle < |/ < €. Donc, en utilisant le fait que |f|() est
constante pour 0 <t <€, on a

F1glr) = 1£10g** ) = 1£10q**?r) = -+ = uy = C = Constant . (3.8)

|k—1

On remplace r dans (3.5) successivement par |g|r, |[g*r, - - - |g/*"'r, on obtient

fl(glr) < "y,
flglPr) < e u,,
: (3.9
gty < €T,
gty < e
Il résulte de (3.6) et (3.9) que pour r > 0 assez grand
ui = C,
U, < eT(W'H’)ul,
(3.10)
ey < Ty,
Up_o < eT(l"”r)uk_l
De (3.2) et (3.10), nous avons : |f|(r) < eLia TN
Comme T(|gl'r) < T(r),¥Yi=0,---k —1, il en résulte que
Ifl(r) < TOC. (3.11)
Puisque k = O(logr), quand r — +oo, il est facile de voir que
log™ |fI(r) = O(T(r)logr), r— 40 (3.12)
Enfin, par les relation (3.3) et (3.12)on a
T(r, f) = O(T(r)logr),r = +o0
Ceci achéve la démonstration de Théoréme 3.1.1. m

Comme une conséquence immédiate du Théoréme 3.1.1, nous avons les
résultats suivants

Définition 3.1.2 On appelle ordre de croissance d’une fonction méromorphe
f(x) et on note p(f) la quantité définie par

L log T'(r, f)
p(f) = hfilfgp Tlogr
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En particulier, si f € A(K), on a

p(f) = limsup%.

Pour plus détailes sur I'ordre de croissance voir [6].

Corollaire 3.1.1 [5/

Soit k = max{p(h), p(g0),--- , p(gs)} le mazimum de 'ordre de croissance des
coefficients h, go, - -+ , gs de U'équation (3.1). Alors l'ordre p(f) de toute solution
méromorphe f de Iéquation (3.1) satisfait p(f) < k.

Démonstration.
Soit f € M(K) une solution de I’équation (3.1). D’aprés le Théoréme 3.1.1,
nous avons

T(r, f) = O(T(r)logr), quand r — +oo.
i.e. Pour un certain ry > 0 et pour un certain C >0, on a
T(r, f) < CT(r)logr, pour r > ro,

donc, T(r, f) < Cmax{T(r,h), T(r,g0),---,T(r, gs)}logr. Par conséquent, pour
r > T1g, 00 &

log(T'(r, f)) < log C+max{log(T(r, h)),log(T(r, 90)),- - - ,log(T(r, gs))}+log(log ).
Et donc, pour r > 1y, on a

log(T(r, f)) < logC+max log(T(r,h)) log(T(r, g0)) log(T(r, g5)) +log(logr)
logr = logr logr " logr '~ 7 logr logr

log(log r
Et par suite, puisque lim sup M

= (0, nous avons
oo logr

p(f) = max{p(h), p(g0), -+, p(gs)} = k.

Corollaire 3.1.2 [5/
Si les fonctions h,go,---,gs ci-dessus sont d’ordre zéro, alors tout solution
méromorphe f de I’équation (3.1) est d’ordre zéro.
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Notation

— p un nombre premier, p =1,3,5,7---,2011,---

— IN I'ensemble des nombres naturels.

— Z. Vensemble des nombres entiers réels.

— IR ’ensemble des nombres réels.

— Q l'ensemble des nombres rationnels.

— C I'ensemble des nombres complexes.

— Z, 'ensemble des entiers p-adiques.

— Q, 'ensemble des nombres p-adiques.

— C, 'ensemble des nombres complexes p-adiques.

— |.| la valeur absolue usuelle.

— ||, 1a valeur absolue p-adique.

— 0p(.) la valuation p-adique.

— [x] la partie entiere de x.

— CK coefficients binomiaux (combinaison de k parmi n).
— K[x] I’ensemble des polynoémes a coefficients dans K.
— K(x) 'ensemble des fractions rationnelles a coefficients dans K.
— Q la cloture algébrique de Q,.

— D*(0,7) le disque fermé de centre 0 et de rayon r.

— D7(0,r) le disque ouvert de centre 0 et de rayon r.

— C(0,1) le cercle de centre 0 et de rayon r.
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Résumé

s'intéresse ce mémoire & ’étude de le comportement des solutions méro-
morphes, dans un corps complet ultramétrique et algébriquement clos K, de
certaines équations fonctionnelles linéaires aux g-différences de la forme

Y. 9:0)f(0) = h(x),
i=0

oug € K,0 < gl <1. On a utilisé la version ultramétrique de la théorie de
Nevanlinna pour donner les caractérisations de 'ordre de croissance de ces
solutions

Mots.clés :

p-adique, corps ultramétrique, théoréme ultramétrique de Nevanlinna, so-
lutions méromorphes, équation aux g-différence.
Y

Abstract

We focus in this work to the study of the behavior of méromorphic solu-
tions in a complete ultrametric allgebraically closed field, of some g-difference
functional equations of the form

Y 9 f(q'x) = hix),
i=0

or 4 € K,0 <|g| < 1. We used the ultrametric version of Nevanlinna theorem,
to give some characterizations of the order of growth of these solutions.

Keywords :

p-adic, ultrametric field, ultrametric Nevanlinna theorem, meromrphic so-
lution, g-differnce equation.
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