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Introduction

<<This is an apparent paradox from which, one day, useful consequences will be

drawn.>> ce qui ce traduit par <<C’est un paradoxe apparent a partir duquel, un jour,
les conséquences utiles en seront tirées>>.
Ces mots sont la réponse de Leibniz a la lettre de 1'Hospital qui a lui posé la question
suivante «Que faire si 'ordre sera de 1 / 2?». Donc 1’histoire du calcul fractionnaire
commengca par une question clé, aujourd’hui cette lettre est admise comme le premier
incident que nous appelons la dérivation fractionnaire et le fait que I’ Hopital a demandé
spécifiquement pour n=1/2 c est a dire pour un nombre rationnel, il a donné lieu au
nom de cette partie mathématique.

la fin du 17eéme siecle, I’époque ott Newton et Leibniz ont développé les fondements
du calcul différentiel et intégral, mais ce n’est que lors des trois derniéres décennies
que le calcul fractionnaire a connu le plus d’intérét et les applications des dérivées
fractionnaires se sont le plus diversifiées.

La théorie de la dérivation non entiére a été longuement considérée comme une
branche relevant des mathématiques. Depuis la seconde moitié du 17eme siecle beau-
coup de contributions autant théoriques que pratiques ont montré 1'importance des
systemes d’ordre fractionnaire et leur intérét dans différentes disciplines tels que :
I'électricité, la chimie, la biologie, I'économie, ’automatique et le traitement du signal.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons aux quelques théoremes et applications
des dérivées et intégrales d’ordre fractionnaire. L'objectif principal de 'utilisation de
la transformée de Laplace pour résoudre les équations fractionnaire en donnant des
exemples d’applications comme cette du modeéle circuit électrique et 'équation d”Abel.

Ce mémoire est organisé comme suit :

Le premier chapitre : sera consacré aux éléments de base du calcul fractionnaire,
un rappel historique et quelques concepts préliminaires seront introduits comme la
transformée de Laplace, la fonction gamma et la fonction de Mittag-Leffler qui joue un

role important dans la théorie des équations différentielles fractionnaires.
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Le deuxiéme chapitre : dans ce chapitre on va présenter Trois approches (Griinwald-
Letnikov, Riemann-Liouville et Caputo) a la généralisation des notions de dérivations
et d’'intégrations fractionnaires et leurs propriétés ainsi ses transformées de Laplace.
Le troisiéme chapitre : ce chapitre sera dédié a la résolution de quelques équations

différentielles et intégrales.



Chapitre 1

Préliminaire et notions générales

Dans ce chapitre, nous donnons des éléments nécessaires et des outils de bases dans
le concept calcul fractionnaire comme la fonction Gamma, la fonction Béta, la fonction
de Mittag-Leffler et la transformée de Laplace.Ce fonction jouent un role trées important

dans la théorie du calcule différentiel d’ordre fractionnaire.

1.1 Fonctions usuelles pour la calcule fractionnaire

1.1.1 La fonction Gamma:

Soit x € C et Re(x) > 0 la fonction Gamma (notée par I' ) est donné par l'intégrale

suivant :

I'(x) = fom e tdt. (1.1)

avec I'(1) = 1; I'(0;) = +o0; I'(x) est une fonction strictement décroissante pour
O<x<1.
Une propriété fondamentale de la fonction Gamma I'(x) est la relation de récurrence

suivante.

I'(x+1)=xI'x) (1.2)

qu’on peut la démontrer par une intégration par parties

+00 +00 +00
T'(x+1)= ft(x“)‘le‘tdt = ft"e‘tdt = [ - t"e‘t]gm + xft"‘le‘tdt = aT'(x)
0 0 0

La fonction gamma d’Euler généralise la factorielle car I'(n + 1) = n!; Vn € IN; en effet
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I'(1) =1, et en utilisant(1.2) nous obtenons : I'(n) = (n — 1)!

rQ2)=1I1) =1,
I3)=2TQ2)=21=2,
T(4) =3I(3)=321=3],

In+1)=nI(n)=nn-1)"!=mn.
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Ficure 1.1 — Courbe représentative de la fonction gamma.

Exemple 1.1.1. Pour x = 1, on a par définition

F@)zj‘e4fﬂt (1.3)
2 0

1 e o1
1"(5)=‘[0 e_“ZZZudu

+00
:ZJ‘E”HM (1.4)
0

1 e
F(E) = 2f0 eV dy. (1.5)

Si nous multiplions ensemble (1.4) et (1.5) nous obtenons :

[F(%)]Z =4 f f e~ dydy, (1.6)
o Jo

on pose t = u? = dt = 2udu, alors

De fagon équivalente, on peut écrire :
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On utilisant les coordonnés polaires

u=rcos0;
y =rsin0.
On aurra
% %” cos@ -—-rsinf
J(r;0) = ay | | .. =r
5 5 sinf@ rcosH

+ o

eI dydy

1
FZ(E)

re" drd®

rr
I

Ainsi, T(3) = V1.

1.1.2 Fonction Béta
Comme la fonction gamma, la fonction béta est elle aussi définie par une intégrale.

Définition 1.1.1. Soient x, y > 0, la fonction Béta est définie par :

1
Blx,y) = fo £71(1 = 1Yt

Proposition 1.1.1. La fonction Béta est reliée aux la fonction Gamma par la relation suivant

)T (y)

P = Ty

(x,y) € R*. (1.7)

Preuve

+00 +00
T)I(y) = f f B e et dt
0 0

+00 +00
= f £ f £ e gty )t
0 0

En effectuant le changement de la variable t; = ¢, + t; on a
+00 +00
T(x)F(y) = f tjlc_l(f (tg, - tl)y_le_t3dt2)dt3.
0 0

+00 +00
= f e hdts f (ts — t1)Y 7 .
0 0
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t
on pose ty = ;- alors

+00 +00
e Pdts f (tata) ' (ts — t3ta)? ' tadty
0

+00 +00
e hdts f BTNt T (A — b)Y M adty
0

I
S— 55— 55—

+00 +00
e Bt f B ()N — b)Yty
0

+00

e t?“y dtsf(x, y)
0

(x + B, y).

—

T(x)I(y)
Tx+y)

donc B(x, y) =

Proposition 1.1.2. La fonction Béta posséde les propriétés suivants
1. p(x,y) = p(y,x); symeétrique
2. B(x,y) =Bx,y+1)+p(x+1,y)
3. B, y+1)=LB(x+1,y) + ﬁﬁ(x, Y)

1.1.3 La fonction Erreur

Soit x € R alors la fonction Erreur est définie par 'intégral suivante :

Erf(x) = % j;x edt; xeR". (1.8)

Comme Conséquences ona:

Erf(0) = 0.

et
Erf(co) = 1.

1.1.4 La fonction Mittag-Leffler

La fonction Mittag-Leffler est nommée d’apres un mathématicien suédois qui I'a
défini en 1903 : Cette fonction est une généralisation directe de la fonction exponentielle,
e*;etiljoue unrdle majeur dansle calcul fractionnaire. Les représentations de la fonction
Mittag- Leffler a un et a deux parametres peuvent étre définies en terme d’une série de

puissances :

+00 o
Ea(X) = ;0 m, a>0. (19)

6
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Eop(x) = Z F(ak 5 2> 08>0 (1.10)

De la définition (1.10), il en résulte que :

Ep(x) = + XEq q4p(%).

r(ﬁ)

En effet, par définition on a,

+00 o
Ea,ﬂ(x) = ;O T(ak + ﬁ)
xk+1

B ];_1 T(atk + 1) + B)
— xx*

- k; T(ak + (a + p))

xk

1
- Tﬁ)”; T(ak + (a + B)

La fonction Mittag-Leffler se réduit a des fonctions simples. Par exemple,

+00 +00
_ L i S
Elfl(x)‘;r(nﬂ)‘;n! -e

+00

+00
x" 1 x e +1
E = = — = .
12(%) HZ::; I'n+2) «x HZ;‘ (n+1)! X
E (x)—ix—n —f‘x—n = cosh(x)
YT LT +1) T ot '

+0 2n oo 2n+1 :
X X sinh(x)
E 2y = _— = = .
22(x") Z:O‘ T(2n +2) Z:o‘ T2+ 1)! X
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Ficure 1.2 — La fonction de Mittag-Leffler a un seul parameétre.

'
Eyy(z) 1 (=3 =1) trait en pointillé

| Evzia(z) i (@= V2, = 1.3) trait plein .
6 13l ,

f'.-‘|'|(:;) ol "".\ﬁ‘\“it:)

Ficure 1.3 — La fonction de Mittag-Leffler & deux parameétres.

1.1.5 La fonction Mellin-Ross
Définition 1.1.2. La fonction Mellin-ross est définie par :

ax)”

E —
o 0) = 0 Fn+u+1)

= x"Eq 41(ax).

1.2 la transformé de Laplace

Une des méthodes les plus efficaces pour résoudre certaines équations différentielles
est utilisé a la transformation de Laplace.
Une analogie est donnée par les logarithmes, qui transforment les produits en sommes,

et donc simplifient les calculs.
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La transformation de Laplace transforme des fonctions f(t) en d’autres fonctions
F(s), on écrit
F=Lif}
ou
F(s) = L{f}(s)

La transformée de Laplace permet donc de transformer le probleme du domaine du
temps en domaine de fréquence. Le probleme ainsi obtenu sera plus simple a résoudre
etla récupération de la solution du probleme de départ se fera a l'aide de la transformée
de Laplace inverse.

La transformation de Laplace inverse transforme F(s) en f(t), on écrit
f=Lf)

ou
f=L7fHs)
On verra plus loin sur quelles fonctions ces transformations sont définies. La propriété

essentielle est que, sous certaines conditions

Lif'}p) = 5.Fs)
Ainsi, les équations différentielles deviennent des équations algébriques.

Définition 1.2.1. La transformée de Laplace d"une fonction f réelle et continue est donnée par

'expression suivante :
L= [ foe
0

oit le symbole { f(t)} veut dire la transformée de Laplace de f(t) On utilise aussi I’expression F(s)

pour décrire la transformée de Laplace :

F(s) = L{f(t)}

1.2.1 L’existence de la transformée de Laplace

Définition 1.2.2. On dit que la fonction f est d’ordre exponentielle, s'il existe M > O et « € R

tels que :
If(£)] < Me™.

Théoreme 1.2.1. Soit f : R — R (ou C)avec f(t) = 0 pour t < 0. Si les conditions suivantes

sont réunies :

1. fest continue par morceaux sur ]0, +oo[
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2. fest exponentielle d’ordre y
3. pour tout ty > 0; ftto |f(t)|dt existe (soit ftto |f(t)|dt < +o00 )alors :

F(s) = L[f(t)](s) existe pour s> y.

Le domaine de définition de F(s) contient donc l'intervalle Jy; 4+oo[.

Preuve:

On doit vérifier que

X
lim f e f(t)dt; existe
t—+0co 0

Une condition suffisante est que :

limfe‘“lf(t)ldt<+oo.
t—+00 0

Maison a:

fo e f (1)t = fo e F(H)ldt + ft £ (1)|dt

to X
< f F(h)ldt + f ae’'e .
0 to

ce qui permet d’établir la preuve car on a supposé que foto |f(t)|dt existe et on a

X
f ae’te st dt = L[e(y_s)t]x.
fo )4

-85 to
et bien stir lim e = Q

—+00

1.3 Exemples sur la transformée de Laplace

1.3.1 La transformée de Laplace de I'impulsion de Dirac

Le Dirac, s’il n’est pas physiquement réalisable (valeur infinie pendant un temps
infiniment court ) est utilisé pour décrire la réponse des systemes dynamiques a des

sollicitations tres bréves. On peut approcher la fonction Dirac par une fonction porte

d’amplitude T = 1 sur un intervalle T. On considere donc la fonction :

ao(t) = T t€lo,+T[
o(f) =

0 sinon
La transformée de Laplace de dy(t) est donnée par :

+00 T —st —st T —sT
= —st = e— = ¢ ] = ¢ _ 1
Lido(®) fo dot)edt = | - [_ST =

10
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Ecrivons le développement en série de ce résultat :

(=sT)*
-1+
=T _ 1 Z k! ¢ (=5 sT 2T $T°

_ e . k>0 _q_ 5t
Lido®)} = —7— = =T LK =l-ot T

La limite de cette somme lorsque T — 0 donne la transformée de Laplace de

I'impulsion de Dirac :

T—0 k

kel
Lio()} =lim y ( ST,) -1
k>1 )

1.3.2 Latransformée de Laplace de I’échelon unitaire

La fonction échelon unitaire, aussi connue sous le nom de fonction de Heaviside et
notée u(t) est définie par :
0 si t<O0
u(t) =
1 si t>0.

La transformée de Laplace de I’échelon unitaire est donc donnée par :

L(u(t) = fm u(t)e™s'dt = fm eldt = [ﬁ]g
0 0 =S

La partie réelle de s étant positive, la limite en t — +co de e est nulle. On a donc

finalement :

L) =

1.4 Les propriétés de la transformée de Laplace

1. La transformées Opérationnelles :

(a) Linéarité :

La transformation de Laplace est linéaire :

L(f +g) = L(f) + L(g).

et

L(kf) =kL(f); keR.

Preuve:
La linéarité de la transformation de Laplace est une conséquence directe des

propriétés de l'integrale.

11
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Exemple 1.4.1. Calculons la transformée de Laplace de la fonction f définie par :

4

F(s) = 3Ltu(H)] + 4L[u(b)] = 532 +=.

(b) Addition (Soustraction) :
L’addition (soustraction) dans le domaine du temps correspond aune addi-

tion(soustraction) dans le domaine de Laplace. Donc, si
L{f1(H)} = Fi(s).

L{f>(t)} = Fa(s).
L{f3(t)} = F3(s).
alors

L{fi(t) + fo(t) = f5(t)} = F1(s) + Fa(s) — Fa(s).

(c) La transformée de Laplace de la translation :
Soit f : R* — C une fonction vérifiant f(tf) = 0 si t < 0 et admettant une
transformée de Laplace £(f)(s). On considére la fonction f,définie par
fat) = f(t —a);a > 0.
Proposition 1.4.1.
L(fa)(s) = e L(f)(s).

(d) La transformé de Laplace de 1’homothétie :
Soit k > 0 et f : R* — C une fonction vérifiant f(t) = 0si t < 0 et admettant

une transformée de Laplace L(f)(s). Soit fi la fonction définie par :fi(t) = f(kt)

Proposition 1.4.2.
1
LF)E) = £LOG).

preuve :

L(kas):fo f(bedt = fo Flkdretd.

On change la variable y = kt; dt = d% alors

L0 = [ fweay= LG

(e) L'effet de la multiplication pare ™ :

Théoréme 1.4.1. La transformation de Laplace de la fonction définie par f(t)e " u(t)
est :

LIf(He ™ u(t)] = F(s +a)

12
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preuve

LIf(He " ut)] = L 00f(t)e“”u(t)e‘”alt = ‘fo oof(i,‘)e_(“”s”u(if)dt =F(s +a)

(f) La transformée de Laplace de la dérivée :

On s’intéresse a la transformée de Laplace de la dérivée et a la dérivée de la

transformée d’une fonction.

Théoreme 1.4.2. Soit f : [0;1) — R une fonction de type exponentielle a I'infini

dont la dérivée est continue. Alors L(f") existe et elle est donnée par :

L(f'())(s) = sL{f(B)(s) = £(0).

Preuve :
df(t) _
2@ or9 - 100y,
On obtient cette relation en utilisant la définition de la transformée de Laplace :

afi), _ (7 A, o
-5(7 —\fo‘ (76 dt.

Une intégration par partie est utilisée. Soit u = ™ et dv = %dt on obtient :

d +00
l:(% = e f(BIE> - jo‘ f(t)(—se~*hdt

Le premier terme donne f(0~), puisque e~ donne 1 pour I'évaluation a 0~ et 0 a

Uinfini. Le coté droit de la derniere équation devient donc :

A7) +5 f (et = sEGs) - £(0°).

Le résultat vas étre généraliser au cas on a des points de discontinuité

Corollaire 1.4.1. Si f est de type exponentielle et admet des dérivées d’ordre k(k < n)

avec f" continue. Alors :

L™ D)(s) = 8" LIf(B)() =" £(0) = "2 f/(0) = -+ = f*7D(0).

(g) La transformée du produit de convolution :

Définition 1.4.1. Le produit de convolution de deux fonction f(t) et g(t) est définie

par l'intégrale :

(F % Q) = fo F(Bg(x - it = fo fx— Hglbydt.

13
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Et sa transformée de Laplace est donnée par :

Lif(x) x g} = L(f(£))L(g(1) = F(S)G(s)-

et

LTHFEGE) = f(B) * g(t).

2. Les transformées fonctionnelles :
Une transformée fonctionnelle est tout simplement la transformée de Laplace
d’une fonction spécifique de t. Dans ce qui suit, on consideére que les fonctions sont

nulles pour t < 0.

(a) Latransformée de Laplace de la fonction sinus :
La fonction sinus peut s’écrire sous la forme d’une somme d’exponentielles

complexes :
iwt __ e—iwt

2i

Donc la transformée de Laplace du sinus se calcule comme suit :

sin(wt) =

1, ;
in(wh)) = — ezwt—st _ e—lwt—stdt = —|- + =
Lisinwh) 2i L 2iliw—s 1w+s

1 [ eiwt—st e—iwt—st ]W
0

La partie réelle de p étant positive, la limite en t — +co de e™* est nulle. Il vient

donc:

L{sm(wt)}:_l( 1,1 ) w

2i\iw—s  iw+s) w?+s?
(b) La transformée de Laplace de la fonction cosinus :
La fonction cosinus peut s’écrire sous la forme d"une somme d’exponentielles

complexes
eiwt + e—iwt
2

Donc la transformée de Laplace du sinus se calcule comme suit :

L{COS(wt)} = lfoo eiwt—st + e—iwt_stdt _ 1[ eth_St _ e—iwt—st o0
_2 0 _ZZZU_S iw+so'

cos(wt) =

La partie réelle de p étant positive, la limite en t — +oo de e est nulle. Il vient

donc:

L{cos(wt)}:l( ! + ! ) >

QViw—s iw+s) w?+s?
On peut également obtenir ce résultat en remarquant que la dérivation de la

fonction sinus donne :
d sin(wt)

pn = w cos(wt).
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CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE ET NOTIONS GENERALES

En utilisant la linéarité et la propriété de la transformée de Laplace d'une
fonction dérivée, il vient :

S w S

ww?+s2 w452

L{cos(wt)} = %(sL(sin(wt)) — sin(0))

On retrouve donc bien le résultat établi plus haut.

(c) La transformée de Laplace de I’exponentielle :

La transformée de Laplace de la fonction f(t) = et se calcule directement par :

0 (—a—s)t 7
sen= [era=[- ] =
0 0

a+s |y a+s

Fonction f(t) L(f(1)
impulsion o(t) 1
échelon u(t) :
rampe tu(t) =z
polynme (général) t"u(t) SZ%
exponentiel e~ u(t) L
sinus sin(wt)u(t) Ty
cosinus cos(wt)u(t) T
sinus amorti e~ sin(wt)u(t) S
cosinus amorti | e cos(wt)u(t) G er

TaBLE 1.1 — tableau de transformées de Laplace
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Chapitre 2

La dérivation et I'intégration

fractionnaire

Il existe plusieurs définitions mathématique de l'intégration et de la dérivation
d’ordre fractionnaire. ces définitions ne menent pas toujours a des résultats identiques
mais sont équivalentes pour un large gamme de fonctions Dans ce chapitre, nous
présentons différentes approches de généralisation de la notion de différentiation et

intégration. Le choix étant réduit aux définitions qui sont liées aux applications.

2.1 L’approche de Griinwald-Letnikov

2.1.1 Unification des dérivées et intégrales d’ordre entier :

L'idée principale de la dérivée fractionnaire de Griinwald-Letnikov est de donner
une généralisation de la définition classique de la dérivation entiere d"une fonction a
des ordres arbitraires.

La dérivée premiere (d’ordre 1) d"une fonction f au point t est donnée par :

d —f(x—h

2.1)

Par dérivation successive de la fonction f, on obtient une généralisation de la formule

(2.1) al'ordre n (n est un entier positif ou nul) de la forme :
o =tim 2 Y 1y || e . 22)
h—0 h" pery j
ou

(2.3)

n| nmn-1)n-2)..(n-j+1)
i) J |

16



CHAPITRE 2. LA DERIVATION ET L'INTEGRATION FRACTIONNAIRE

Considérons la formule suivant qui généralise les fractions dans (2.2)

1 v (p ,
70 =2 ) (1) [ .)f (= ji). (24)
=0 ]
avec p un entier arbitraire et 7 aussi un entier, pour p < nona
lim £7(t) = F9(1) = j;f) (2.5)

car dans un tel cas, comme entrainé de (2.3), tous les coefficients du numérateur apres

[P] sont nuls.
p

Pour les valeurs négatives de p, et Par commodité, on note :

+DHp+2)---p+j—-1
Pl plp+ Dp )' p+j-1 2.6)
j I
donc
- —p(—p—1)(=p—2)--(-p—j+1 .
Pl pp - Di=p ") (cp—j+ ):(_1)]3
j I j
et en remplacant p dans (2.4) par (—p), on peut écrire :
() 1§ j
70 =55 LEED f(t—Jh)
1 ,
=h—;[ ‘f(f—fh) 7)
ol p est un nombre entier positif.
+ Sin fini, alors f}f_p )(t) tend vers 0 lorsque 1 — 0.
On suppose que n — 1 lorsque i — 0 et h = Z2avec a un constant réel, et notons
lim £ = SO f(b). (2.8)
Considérons quelques cas particuliers :
pourp=1ona:
OIS WG} (29)
j=

En tenant compte de t — nh = a et que la fonction f(f) supposée continue, on conclut

que

limf,™(t) =; D} (1) = fo " fte -2z = f f(vydr. (2.10)

17



CHAPITRE 2. LA DERIVATION ET L'INTEGRATION FRACTIONNAIRE

pourp =2:

etona:
3 ) =h Zno(j + If(t— jh).
]:

on pose t + h = y, on obtient

n+1

20 =h L Gy = jh).

sih — 0, alors

lim () = CDf(1) = f (- 2yt = f (t - D).

car y — t quand h — 0.

pour p = 3 : nous verrons la formule générale de D,”.

3| 34--@+j-1) _ (j+1(j+2)
il ! - 12

etona:

h

0 =135 G+ 1 + DIRF( - b
j=0

on pose t + 2h = y, on obtient

,_\

= Y i+ 00w - i
i=1
I 7]1+1 12 n+1

13 jh)zf(y—jh)+ Z(Jh)f(y ).

=1

Faisons h tendre vers zéro, nous obtenons :
1 t—a
G-3 2
D f(t) 2'f z°f(t = z)dz
= El (t — 1)’ f(1)d.

cary = tquand h — 0, et

2 n+1

hmh— ]h fly—jh) = hrr(}hf (t=1)f(r)dt =0.
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CHAPITRE 2. LA DERIVATION ET L'INTEGRATION FRACTIONNAIRE

De (2.10) et (2.19) on obtient la formule générale suivante

5D f(t) = lim ™y m fly = jh)
j=0

v _1 1)!f (t — )P Hf(r)d. (2.21)

Pour la démonstration de la formule (2.21), on procede par récurrence (voir [4,p 49]).

Montrons maintenant, que (2.21) est une représentation d une intégrale répétée p—fois.

En ingérant la relation

(p _1 2)!f (t =7y f(r)dt

= SD;"Tf(B).

e

E aDt_pf(t)):

de a a t; nous obtenons :
t
D7) = [ G077 o

D f(t) = f CD fa)ir

SO} £(t) = f 4(7) f CDP (o))

- f th f t(lcht_p+3f(T))dT
= fatdffatdf-~-£tf(1))d1

n fois

On remarque que la dérivée d’ordre entier n et 1'intégrale répétée n-fois d"une fonction

continue f(t) sont des cas particuliers de la formule générale :
SDP£() = lim h"’Z(—l)f (p] £(t - fh). (2.22)
h—0 - 1
j=0 ]
qui représente la dérivée d’ordre m si p = m et l'intégrale répétée m-fois si p = —m.

2.1.2 L’intégration d’ordre arbitraire :

Pour p non entier (p < 0) on remplace p par —p dans (2.22) on obtient

DB =lim 1Y ’;] £t~ jh). (2.23)
j=0
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CHAPITRE 2. LA DERIVATION ET L'INTEGRATION FRACTIONNAIRE

ou les valeurs de n et I sont reliées par nh =t — a. Pour prouver l'existence de la limite

dans (2.23) et évaluer cette limite on a besoin du théoréeme suivant

Théoréme 2.1.1. Prenons une suite (Bi)k=1,,.. et supposons que

limpy = 1. (2.24)
lima,,r =0;  pour tout k,. (2.25)
n—oo

lim ) a,r=A;  pourtoutk. (2.26)

n—oo

=1

Zlan,kl <K;  pour tout n. (2.27)

k=1

Alors

lim an,kﬁk =A (228)

Preuve : Pour la démonstration, on revoit a [4]

2.1.3 dérivation d’ordre arbitraire

Pour p non entier tel que (p > 0)on a:

oDy f(#) = lim h‘”zn(—l)f (p] ft=jh) = %in(}f,f’”’(t). (2.29)
- =0 ] -
ou
@ =n7Y =1y (p] f(t = jh. (2.30)
j=0 J

Afin de calculer la limite (2.30), commengons par transformer tout d’abord la formule

de fh(p )(#) comme suit : en utilisant la propriété connue des coefficients du binome
-1 -1
] ] j—1

n n

(p—1 fpr—-1
O =y -1y (’” ], ]f(t — )Y (1) [’]’ ] 1]f(t - jh)

j=0 =1

on peut écrire
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CHAPITRE 2. LA DERIVATION ET L'INTEGRATION FRACTIONNAIRE

d’ou
I n—-1
£ =1y (1) (P ) 1] £t - iy + h7Y (-1 [P - 1) (e
=0 J =0 j

n—-1
= (-1)" [p ) 1]h‘f’f(a) +hT Y (1) [p ) 1] A(t = jh). (232)
J

n ]:O

ou nous notons par

Af(t = jh) = ft = i) = f(t = (j + D).

En appliquant la propriété (2.31) des coefficients du bindme répétée m-fois, on obtient

en partant de (2.32) :

) = -1y (p B 1] 1P fa) + (1) (p - i] HPAf(a + h)
j n—
n—-2
+HPY (1) [p . 2) N2t - jh)
j=0 J
= (-1y" [P i 1] 7 fl@) + (-1 (’” i i] I Af(@+ )
; _
(1) (’7 ) 3] KV A2 f(a + 2h)
n—3

n-3
HY (1) [p ) 3) N f(t — jh)
=0 )

0

_ i(—l)”‘k [p k- 1]h-w F(a+kh)
p n—k

n—-m—1
wh Y (1) [p - 1] A"E(E = jh). (2.33)
k=0 )
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Calculons la limite du k — ime terme de la premiére somme de (2.33) :
h—0 n

lim(—1)"* (p K ; 1] WP A f(a + ki)

h—0 n

= lim(-1)"* (p k ; 1] (n—ky*

- AF kh
v (n 71 k)P k(nh)—p+k f(‘;lk"‘ )

-k-1
= (t — a) P lim (=1)"* [p ) (n—kyp+
n—oo n—
_ n ok . A fa+kh)
% rlzg?o(n — ) X %1—13;10 hk
_ Oyt —a)y 534
C T(—p+k+1) (2:34)
car en utilisant (2.4) on a
-k-1
lim (~1)"* [p J (n - ky*
n—oo n— k

_ g (-p+k+1)(-p+k+2)---(-p+n)

" s (11— k) 7( — k)!

_ 1

CT(-p+k+1)

et
: n ek _
Lim(-——) 1,
Nf@+k)
VT )
e AL

Connaissant la limite (2.34) on peut facilement écrire la limite de la premiere somme

de (2.33).
Pour calculer la limite de la seconde somme dans (2.33), écrivons la sous la forme :
n—-m-1
1 , p—-m-—1] _
- - ~1)T (- m+p
F(—p+m+1)z( 1)F(p+m+1)[ j ]]
j=0
' ~ Am+1 (x _ h)
X h(jhy"" % (2.35)
Pour appliquer le théoreme 2.1.1 on prend
, p—-m-1] _
Bi=(1T(-p+m+1) . jm (2.36)
J
1 \M— Am+1f(t - ]h) t —a
O(n,]' = h(]]’l) P T, h= T (237)
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En s’aidant toujours de l'identité

n'n*
I'(z) =1l
@) nl—r&z(z +1)...(s + n)

on peut vérifier que

. ) - p-m-=1} .
limp; = im(=1)T(-p + m + 1) _ P =1 (2.38)
jooo jooo ]

En résumé, sim —p > -1, alors

hm+1

n—m-1 n-m-1 .
Am+1 t— h
tim Y an=tlim Y ngyr 2L
i=0

_ f (= 1" F D (0)dr (2.39)

En tenant compte de (2.38) et ( 2.39) et en appliquant le théoréme 2.1.1, on conclut que

n-m-1
lim? )" (-1 [’9 - 1) A™E(E — jh)
j

n—oo
=0

1 t
- - _ \m=p £(m+1)
prm+T) Il (t =)™ P (1)dr (2.40)
Utilisant (2.34) et (2.40), on obtient finalement la limite (2.29) :
SDYf(H = lim f7()

v P -—a
S T(-p+k+1)

1 t
ey f (=0 f P (@ (2.41)

La formule (2.41) est obtenue sous 'hypothese que les dérivées f®(x), (k= 1,2, -+ ,m+1)
sont continues dans l'intervalle fermé [a,t] et que m est un nombre entier vérifiant la

condition m > p — 1. La plus petite valeur possible de m est déterminée par 1'inégalité :

m<p<m+1

Exemple 2.1.1. 1. La dérivée de f(t) = C au sens de Griinwald-letnikov : En générale

la dérivée d'une fonction constante notée C au sens de Griinwald- Letnikov ni nulle ni
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constante. Si f(t) = C et p non entier,ona fO(t) = 0 pourk=1,2,3,--- ,m+1

f@t-a)? < fO@) - a7
r(l-p) Z T(k—p+1)

JDif(t) =

0

1 t
- F— )np (m+1)(t)dt
+I"(m+1—p)‘fa( 0" f

0

(t—a)”

F(l p)
2. La dérivée de f(t) = (t — a)* au sens de Griinwald-letnikov :
Soit la fonction f(t) = (t —a)* avec a« > m et p un nombre non entier, tel que 0 <m < p <

m+10na fO@)=0pourk=0,1,2,--- ,met

f (m+1) ( ) = F((Oé +31)) (1 - a)a—m—l (2.42)
car
f(r) = (t —a)*
(1) = a(t —a)*"
f”(T) — 0((0( _ 1)(T _ a)a—Z
Fr () = a(a — 1) -+ (@ — m)(T — @)
N 5((5 - 31)) (T =y (2.43)
D’on
Ia+1)

CDVf(t) = f (t — )" P(t —a)* ™" dr. (2.44)

I'la-mI'(m+1-p)

On utilisant le changement de variable T = a + s(x — a), on obtient

P -0 = ;gif Jnll = fo 1(t a1 — )" P s,
“Ta- 71;15?(-1:11-2 TPt i=pa=mt =t
_ F(I';‘“_—;Pl)(t —ayr (2.45)
par exemple pour p = % et a = 1, on aurra :
D0y e
=,
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Propriété 2.1.1. 1. Composition avec les dérivées d’ordre entier :

Pour n un entier positif et p non entier on a :

. %;Gzﬂﬂﬂ>=§DTfﬂﬂ
@\ oy N0 fO@0 - )

Preuve

e On a p non entier avec m < p < m + 1 et m entier positif, donc

qr ~ " FO(a)(t — a)k- e
ﬁ(“Gfo(t)) T L Tk-(p+m)+1)

1 t m—p=1 p(n+m
+I’(m——p)£ (t—T) P 1f( )(T)dT

i o
ZCDLF®) =5 DI

o @ T 1 e
DGO = N g T, € 0

m+n+1 o
_ fO@)(t - a)r 1 t m—p=1 g(n+m
B ;; F(k—p—n+1)+r(m_p)j;(f—7) p1fmtm ()dr

v Y@ - a)
_k=0 ['k—p-—n+1)
v fO@)E - ay

= Df+nf(t)_;)4l"(k—lﬂ—n+l)

On déduit que I'opérateur de dérivation fractionnaire de Griinwald-letnikov ¢ DY est com-

4" )
mute avec 1=, tel que :

di’l
2 eor () =6 i

a

() =2 D" f ()

si et seulement si f®(a) = 0 pour toutk =0,1,--- ,n — 1 en la borne inférieur x = a.

2. Composition avec les dérivées d’ordre fractionnaire :

(a) Si:p<O0etqg<O0alors
DiGDLf(1) =¢ DY f(t)
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(b) Si:p<0et0<n<g<n+1lalors
DI Dy f() = D™ ()
(c) Si:0<m<p<m+1letq<O0alors
DI DY f() = D™ ()
seulement si f®(a) = 0 pour tout k =0,1,--- ,m—1

(d Si:0<m<p<m+1letO<n<g<n+1lalors
sDiEDIf®) =¢ D" f()

Preuve

e Si:p<O0etq<O0alors
3. Si:p<0etqg<0alors

SDIEDY (1)) = % f (t - oy CD! ()i

- - _ q-1 _e)y Pl
T I(- q)P( P)f (=) de (-e)7de

) mlf(@de\[ (t- T)_q_l(’[ - e)‘P—ldT

En faisant le changement de variable : T = € + s(t —€) = dt = (t — €)ds

EDIEDYf(1) Wff(e)def (t —7) TP Y1 =) s s

= ; _ g-p-1
r(_q)r(_p)ﬁ( p,= j;(t 6) f(e)de

— 1 t R |
= T(—P—Q)L(t €) 1P f(e)de
= D f(b)

eSi:p<0et0<n<g<n+lona:gq=m+1)+(q—-n-1)avecgq—n—1<0alors

GDq(GDpf(t)) _ dt’:—ll {GDq n— 1(GDPf(t))
dn+1 G
ft) = = D ()

dt"+1a
_G DP""?
Doncsip < 0onaSDIEDVf(t)) =6 DI™ pour tout q € R.

eSi:0<m<p<m+1letq<Oona:

@ - o .
A M e S TETES) @y
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et (t — a)*? ont des singularités non intégrables donc $D!(SD] f(t))) existe seulement si

f®(a) = 0 pour tout k =0,1,2,...,m — 1 et dans ce cas on a

f(m(a)t_a)mp GDp m-1

GDPf r(m p 1) f (m+1) (t)
tel que
D ) = s [ = o
donc
GDlI(GDPf(t) f(m (a)(t —a)y" P ¢ Df+q_m_lf(m+l)(t)

[(m—-p-q+1)
_ f™@(t - aym 1 Co
T Tm—(p+q +1) +r(m_(p+q)+1)fa<f—f> D fD(n)de

= DI"™"f()

eSi:0<m<p<m+letO<n<g<n+lona:

dn+l

dgn+1°a
si f®a) =0 pourtout k=0,1,..,m—1 ona
ST EDLAe) =7 DT A

CDICD f(1) = ——{SDI" T (CD f(1)))

donc
di’l+
di’”+1

=g DI f (1)

SDICDI (1) = ——(CDI T f(8))

2.1.4 Transforméede Laplace deladérivée fractionnaire de Griinwald-

Letnikov

Soit f une fonction qui possede la transformée de Laplace F(s). Pour 0 <p < 1;

wripy - SOF 1 g
SDLFD) = Hrs + ey | (=07 e
alors,
0
LISD (D)) = j; D+ LisFe) - FO)
= s"F(s). (2.46)

Dans les applications, il faut savoir que la formule (2.46) a un sens dans le cas classique

seulement pour 0 < p < 1; mais pour p > 1 elle a lieu au sens des distributions.(voir

[4])

27



CHAPITRE 2. LA DERIVATION ET L'INTEGRATION FRACTIONNAIRE

2.2 L’approche de Riemann-Liouville

2.2.1 Unification des dérivées et intégrales d’ordre entier :

On considere la fonction f(7) intégrable et continue sur l'intervalle [4;t], on a:

£ = f f(o)ix

0= [ dn, [ " fon
= Ltf(T)dTIthl

:f(t—’c)f(’c)df (2.47)

f) = f tdn f ! dt, f ’ f(r)dt
= fatdrl faTl(Tl - 1) f(1)dt

existe.

t
= % f (t — 1)* f(T)d. (2.48)
et par récurrence dans le cas général, on a la formule de Cauchy
1 t
(—n) — _ -1
() 1) fa (t—1)"" f(r)drt. (2.49)

Supposons maintenant que n > 1 est fixé et prenons un entier k > 0 . Evidemment, on

obtiendra t
1
k)= —D* | (t-1)"" f(r)dx. 2.
£ = D [ (=0 e 250)
avec le symbole D7*(k > 0) désigne k intégrations itérées. D’autre part, pour unn > 1 et
un entier k > n, la (k — n) dérivée de la fonction f(t) peut s’écrire comme

—n _ 1 t n-1
ey = Tn)Dkfa‘(t—r) f(7)dr. (2.51)

avec le symbole D¥(k > 0) désigne k différentiations itérées. On voit que les formules
(2.50), (2.51) peuvent étre considérées comme des cas particuliers l'une de l'autre, a
savoir, dans laquelle n(n > 1) est fixé et le symbole D signifie k intégration si k < 0 et k
différentiations sik > 0. Sik = n—1;n—2;--- alors la formule (2.51) donne les intégrales
itérées de f(t), pour k = n elle donne la fonction f(t), pourk =n+1,n+2;n+3;--- elle

donne les dérivée d’ordre k —n = 1;2;3;--- de la fonction f(¢).
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2.2.2 Intégration d’ordre arbitraire :

Pour trouver l'intégration non entier d’ordre n, on remplace n par le réel p (p > 0)

dans la formule de Cauchy (2.49) on obtient

07 = g, = o @52)
pour (—oo <a <t < +00).

Poura=0,0ona:
IV := [ ('opérateur identité)

Pour @ = n € IN",I; coincide avec I'intégrale répétée n—fois de la forme :

fa i f " it f " i)t (2.53)

- _1 i f (x — t)" f(t)dt (2.54)

(L))

Remarque 2.2.1. Si f est de classe C™*!, faisant des intégration par parties dans la formule
(2.52) on obtient

o _ §m f(k)(ﬁl)(t — a)DH—k +m+ m+1
o= L T(a+k+1) HEEIE (259
Exemple 2.2.1. Soit f(t) = (t —a)",
p — )¢ = L t W1l _ \C
Pft-a) =z o f (t — 7Y (1 — a)dr.

En effet,le changement de variable : T = a + s(t —a) = dt = (t — a)ds

1 1
P —a)f = — — )HP(1 — g1
If(t - a) r(p)j;(t a)*P(1 — s)P1sds

1
- = _\Ctp
TP e+ - a)

T+ -
_T(c+p+1)(t ayr
Danslecasa =0ona,
a _ T(c+1) wie
lofx) = I'(a+c+ 1)(x) '

Propriété 2.2.1. 1. I* est un opérateur linéaire.
2. Poura=0ona:I°f(t) = f(t).

3. Poura>0etf>=00na:I°If =IF[* = [**F.
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4. F(s) est la Transformée de Laplace de la fonction f(t), nous avons :

LI f(£)}(s) = s™F(s).

Preuve

1/. Soit f, g : [a;b] = Ret A, u € K: I*(Af(t) + ug(t)) = AI*f(t) + ul*g(t), donc IV est un

opérateur linéaire.

2/. Dans la formule (2.55), on pose a = 0 on aura :
IN)E) = f(a) + ILf)(H)
= f(a) + f f'(r)dt

= f@ +[f(l;
= f(®)

3/.
(WWWF—LIGﬂWWNWT

1 _al_ _op-1
r()f<> (i [ -9 o

— _ a1 _ o\l d
@) F(ﬁ)f(t T) d’If(T s)P™ f(s)ds
a-1 ﬁld

Imnmfmmfu O (e - s) e

D’apres le changement de variable :7 = s + x(t —s) = dt = (t —s)ds, on a:

(I(FFF)(H) = e )Tﬁ)f f(s)dsf (t —s)*P (1 — x)* 1P 1dx
B(a, B) f(t $)**F1 f(s)ds

— _ o\atp-1
F(oz+,8)fa(t S) f(s)ds

= (I"*F)(s).

T )F(ﬁ)

4/.

ammw=£ eI F)(B)dt

_ 1 e o —stry _ y1ya-l1

= _F(a)j; ‘fo e (t = A" f(r)drdt
1 " e —st a—

= fo ( f et —1) 1dt>f(7)d’c
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D’apres le changement de variable:t —7 =xona:

L)) = ﬁ fo - e( fo - e~ x*"dx) f(t)dt

= f+m e s f(r)dt
0

= s"F(s).

2.2.3 Dérivation d’ordre arbitraire :

Soit f une fonction intégrable sur [g, t] alors la dérivée fractionnaire d’ordre p (avec

n—1 < p < n) est définie par :

t
- 1 d\n
RLTy? . o/ — il — ryrp-1
DA = DA = () [0 e 2.56)
Remarque 2.2.2. Si f est de classe C"*!, on obtient

L) —g)kp t
k=0 p

= SDif(#) (2.57)

SDUf() =

Exemple 2.2.2. 1. La dérivée de f(x) = C au sens de Riemann-Liouville : En générale
la dérivée d’ordre fractionnaire d'une fonction constante au sens de Riemann-Liouville

n’est pas nulle ni constant, mais pour n < a < n + 1, soit C une constante réelle on a :

dn+1
RLyar~ — myn+lmn+l-a n—-a
RLpec = pi(+1—C) = r(n+1 a)dxn+1f(x—t) Cdt

X

C dn+1 -
T T(n+1-a)dxtl f(x—t) at

B C dn+1 [ -1
Im+1-a)de*iln+1-a

_ C

T -a)

(X _ t)n+1—a]x

a

(x—a)™

2. La dérivée de f(x) = (x — a)° au sens de Riemann-Liouville : Soit p non entier et

0<m<p<m+letmeN)avecc>mona

X

f(x —17)"P(t —a)dt

a

1 dm+1
[(m+1—p)dxm+!

KD (x - a) =
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On utilisation le changement de variable T = a + s(x — a), on obtient

RLTYP c 1 dm+1 1 m+1—p+a Mm—p C
. Di(x —a) :F(m+1—p)dxm+1 (x —a)™ 7 P™(1 —s)"Psds
0

-1 m+1-p,c+1) " (x — )P
CT(m+1- p)ﬁ Ps dxm+1
_Tle+m-p+2)p(m+1-p,c+1) p
B Im+1-pI(c-p+1) (x=a)
B I'(c+1) cp
" T(-p+ 1)(x 2

Par exemple pour p = 2 et ¢ = 3, on aurra
gLD,% X = —r(i)x%
I'(
Propriété 2.2.2. 1. Composition avec les dérivées d’ordre entier :

Pour n entier positive et o« non entier on a

* L (RLD (1)) =KL D2+ £()

mais
m—1 f(k)(a)(t — a)k_a_m

% 5LD? %f(t)) :llfL D;an(t) - k§0 I“(k —a—-—m+ 1)

Donc on déduit que I'opérateur de dérivation fractionnaire de Riemann- Liouville X:D? est

commute avec %, tel que

L(EEDYf(h) =R- Dy(55 £(1) =8 Dy £()

si et seulement si : f®(a) = 0 pour toutk =0,1,2,--- ,n—1
2. Composition avec l'intégrale d’ordre fractionnaire :

eOna
A DEGEDYf(8) =o- DI F(8) = £()

Cette propriété est peut étre la plus importante, de la dérivée au sens de Riemann-Liouville,
pour p > 0, x > a. Alors l'opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-
Liouwille est un inverse gauche de I'opérateur d’intégration fractionnaire et en générale on
a: RDF@EF®H) = MDA
a—p - RLHB—k (t—a)*
RLTy-a (7B — RLp*- - -
o« MDf(1) = MDA kZ:, e (O] F ey
Alors on déduit que la dérivation fractionnaire et I'intégration fractionnaire ne commutent

pas en générale.
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2.2.4 Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville

L'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville peut notamment s’écrire comme le

produit de convolution de la fonction g(t) = t* ! et f(¢):

t— T)a l
RDef(t f E=O" feyie = B f(t 2.58
0= | e 80 % FO (258)
La transformée de Laplace de la fonction g(f) = t*~! est donnée dans par :

G(s) = L{t* 1)(s) = T(a)s™ (2.59)

Ainsi, en utilisant la formule de la transformée de Laplace de convolution, on obtient

la transformée de Laplace de l'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.
LIEDf();5) = sF(s) (2.60)

Pour obtenir la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville de la fonction f(t); posons
oDif(H) = g™ (1) (2.61)

ce qui entraine

g(t) =R ;" fOr ( 1_ 3 fo (t—0)" I f()dun-1<p<n (2.62)

L'utilisation de la transformée de Laplace de la dérivation d’ordre entier conduit a :

n—-1
LEDYf(H)(s) = s°G(s) — Y s*¢"*1(0) (2.63)

k=0
ou
G(s) = sT"¥E(s) (2.64)

En utilisant la définition de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville, nous obte-

nons:
dn—k—l

dtn—k—l

Par substitution de (2.64) et (2.65) dans (2.63), nous arrivons a 1’expression finale de la

g" () = ©D; " f(B) =¢ Dy f(B) (2.65)
transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville,

n—1
LIEDIf(t); 8} = s“F(s) — sk[ng“k‘lf(t)] ;n—1<a<n (2.66)
k=0 t=0
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I'application pratique de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de
Riemann- Liouville, est limitée par 1’absence d'une interprétation physique des va-
leurs limites des dérivées fractionnaires en la borne inférieure t = 0 : En partculier, si

n=1etn =2; on arespectivement,

sF(s) -8 DY (01 < < 1 (2.67)
s"F(s) —8 DY F(0) — sfDE2f(0); 1 < < 2 (2.68)

LD} £(2); s}
L{ED; f(b); )

Le tableau 2.1 donne un bref résumé de quelques transformées de Laplace utiles. Nous
allons souvent se référer a ce tableau le long de cette these. a et b sont deux réels

constants (a # b) et o, f > 0 arbitraires.

Fes) £() = L7F(s), 1)
l tafl
ca (@)
1 ta*] —at
s+a® @)
= (91E o (at)
s(sf’::—u) E,(—at?)
) 1Eq g (at)
sS::u tﬁ_lEadg(ﬁlta)
—L 1 (at _ bt
G-0)G=b) e —e”)
S tF-1E,, g(—at®)
1 o1y ot (PR
(s +asP)n+1 Ta—f)+ D) k
2 —y—1 y o0 (=b)" (=a) n+k e
s“+zszsﬁ+b £ ano Zk:O T(k(a=p)+(n+1)(a-y)) [ k A

TasLE 2.1 — Transformée de Laplace de quelques fonctions
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2.3 L’approche de Caputo

La définition de la dérivation fractionnaire de type Riemann-Liouville a joué un role
important dans le développement de la théorie des dérivées et intégrales fractionnaires
a cause de leurs applications dans les mathématiques pures (solutions des équations
différentielles d’ordre entier, définition de nouvelles classes de fonction, sommation
des séries,...). Cependant, la technologie moderne demande une certaine révision de
I'approche mathématique pure bien connue, de nombreux travaux sont apparus, spé-
cialement sur la théorie de viscoélasticité et des mécaniques du solide, ot les dérivées
fractionnaires sont utilisées pour une bonne description des propriétés des matériaux.
Une modélisation mathématique est basée sur les modeles rhéologiques méne naturel-
lement a des équations différentielles d’ordre fractionnaire, et a la nécessité de la formu-
lation des conditions initiales de telles équations. Les problemes appliqués demandent
des définitions de dérivées fractionnaires autorisant 'utilisation des conditions initiales
interprétables physiquement, lesquelles contiennent f(a), f'(a), etc... Malgré le fait que
les problémes aux valeurs initiales avec de telles conditions initiales peuvent étre réso-
lus mathématiquement, la solution de ce probleme a été proposée par M. Caputo (dans
les années soixante) dans sa définition qu’il a adapté avec Mainardi dans la structure
de la théorie de viscoélastiques. Donc on introduit une dérivée fractionnaire qui est

plus restrictive que celle de Riemann-Liouville.

Définition 2.3.1. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d'une fonction f(t) donnée sur

U'intervalle [a, b] est définie par la relation suivante :

Dif0) = 200 = rs [ -0 e 269

avecn € N et n = [a] + 1, out [a] désigne la partie entiere de o

2.3.1 Relation avec la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Le théoreme suivants établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens de caputo

et celle au sens de Riemann-Liouville.

Théoréme 2.3.1. Soient « > 0, n = [a + 1], si f possédé n — 1 dérivées en a et si D f existe,

alors : :
ot ()
Dift) = D3 | F) - Y P e @70
k=0 '

pour presque tout x € [a, b].
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Preuve D’aprés la définition on a :
-1 R(
f ()
() - Z
k=0

®)(q
_Dnlna[f()_z.f () ll)k]

(x_t)n a—1 f(k)( )
dx"f I'n—-a) If(t)_ L (t—a )k}

En utilisant I'intégration par partie on obtient :

n=1 (k)
e [f(X) Y PO a)ﬂ

k=0
n—a— n-1
_ [Gonm [f(t) - Z f(’Z!(a) (t - a)k] dt
k=0

D;

I'n-a)

1
Z—Wl(ﬂ) (-4 “)(x ~

O

1 v Y@
+m£ (x—1) (Df(t)_D;; x (t —a))(x - t) ‘dt

n=1
- [f(X) Y L a)k} ,

n-1 k)
fe- Y L )"}

k=0

Ig—a+1D

de la méme facon pour n — fois alors :

n-1 (k
I ‘f(X)—Zf (x —a)k}

k=0

-2 }

k=0

(k)
F) - Zf @ - af|.

IZ—OHHDV!

I'l,n —aD"

| —

Exemple 2.3.1. Soit f(x) = (x —a)” avec y > 0, pour (0 < a < 1) et utilisant le changement
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de variable (??) on a :
Dif)=L"f () =yL " (x—a)~",

D SR (PN
_r(l_a)fa(x—t) (t —a)’~'dt,

1
= 1"(17/— D (x —a)y™ ™ fo s7H(1 —s)™ds,

1 —a+
R 3 I'(y+1) s
D“f(x)_—l“(l—a+y)(x_a) Y,

Propriété 2.3.1. 1. Composition avec l'opérateur d’intégration fractionnaire :

Si f est continue on a

SDEIT f(1) = f(O),

et

m=1 ¢(k) ok
LEDEA)) = £ib) - Z% |
k=0

D’oui I'opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de I'opérateur d’intégration

fractionnaire mais n’est pas inverse droite (au moins sur les fonctions de classe c').

2. Composition avec les dérivées d’ordre entier :

SoitneN'etm—-1<a<mona

a

o (DI f(B) =5 DI (D),
@ iy € s g o N SO@(E —a)
o HGDIf() =¢ D" f(E) + kZ rerEEE——
Preuve
eOna

dar d"
Coar 2l _C —(m—-a) Crym“*
‘Dl f0) =7 D;"GDI (o fB),
=¢ D;"EDr £(1),
=C DI (Cpm £(1)),

= D™ f(®).
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m—1 _
e . FO@)E - a)f
. ﬁé *£(1)) = dtn(a DEFO = ) et )

k=0

_ 2 ripe d" (5 fO@)(t - a)
= gl G D) - E(k; Tk—a+1) )
m—1
_RL yatn fO@  a o
= DI A - kZ:Oar(k a+ 1)dt”( —a),
m—1
_RL yatn fO)
_gLDt f(t)_;or(k—(a'i‘n)-l'l)(t_a)k 7

m—1
_RL psn 0
=i Dy A - ;r(k_a_nﬂ)(t—a)k

m+n—1
fO() -
- ; I"(k—a—n+1)(t_a)k

m+n—1
f®() o
" é F(k—a—n+1)(t_a)k

m+n—1
_RL pyatn 0
= DM f(t) - kZ::? Tk—a-n+1)

m+n—1
fP(a) e
- ; h—a—nspt

(t _ a)k—a—n

m+n-1 (%)
_C Da+nf(t) + Z r(k fa ( 3l+ 1)(t _a)k—a—n.

Donc on déduit que : (D (1)) =€ D¥(L £(t)) =C D (1),

si et seulement si f®(a) = 0 pour toutk =m,m+1,...,n

2.3.2 La transformation de Laplace de la dérivée au sens de Caputo

Soient f € C¥[a; +o],n—1<a<neta<0Casa=0;ona:
f+oo
+00
— —st n—1-a g(n)
F(n — f f (t—1) fY(r)dtdr,
+00
— —s(u+1) n—1-a g(n)
F(n ) f f) e (u) fY(7)dudr,
u 1-a +00
— oSt —st (n)
([ e maa [ e oo,

n—1-a
R T )

— Sa_HL[fn) (S )

L[3Di1(s) (1)d7]dt,
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Puisque

LIF)(6) = 8" LIFNE) = " £(0) = "2 £/(0) = -+ £*~(0), alos
LIDAE) = s "[" LIFONs) — 8 £0) =52 £/(0) = -+ FD(0)]
= S LIF)(s) — s £(0) = s"2F/(0) = -+ — 5" F(0)

Cas général :

L[;Dr1(s)

e —st 1 t n—1-a g(n
fo e [F(n—a)L(t_T) e £ (1)dr)dt

fo +me—“[ﬁ fo (t — 7)1 F () dr)dt 2.71)

" —st 1 ’ n—1-a g(n
fo e [r(n_a)fﬂ(t—r) 1= £ () dr]dt

0 +00 n-l-a
qan .E[f(”)](s)+ j: ( fo e_St(tr_(nT—)— ;) dt)f(n)(’[)dT

+

_ a—nL[ (n)]( 4 fo L[ (t - T)”—l—a] (n)( )d
= s £1(s) a —F(n—a) (s)f"(r)dt
0
= " LIF)(s) +s“‘”f e fO(7)dt
Une intégration par parties, nous donne :
0 0
f e (ydr = [ ()] + f se™ fdr
0
— Sf e—STf(n—l)(T)dT +f(n—1)(0)e—a5f(n—2)(a)

En intégrant encore une fois par parties, on obtient;

0
f e fO(Ddr = [sf"72(0) + fOD0)] - e[sf" P (a) + [ (a)]

+52 fao e f=2)(1)dt

ce que I’on généralise par parties :
0
f eSO = [FO) + - fODO)] = s fla) + -+ fON(a)]
5 [ e f(v)dt (2.72)

Une combinaison de (2.72) et (2.72), en simplifiant les termes en f®(0); on obtient

finalement
LD fI(s) = s"LIf1(s) — e [s" f(a) + s> f'(@) + -+ - + 5" f V()] (2.73)
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2.4 Propriétés des dérivées fractionnaires

2.4.1 Linéarité

La dérivation fractionnaire est une opération linéaire

DY Af(F) + pg(t) = AD* f(t) + uD*g(#).

2.4.2 Reégle de Leibniz

Pour n entieron a :

d" = [ n

- = &) () o=F)
CRECRY [ . )f (Hg" )
La formule générale donné par :

n

DY(f(H) * g(t) =) [ Z )f OHgP ) + Ry (1)

k=0
oun>p+1let

1
n!I'(-p)

avec lim,_,.+. RE(H) = 0Si f et g sont continues dans [a, ] ainsi que toutes leurs dérivées,

Ri(t) =

f (t - 7" g(o)de f FENO) (- O

la formule devient :

n

DP(f(t) * g(t) =

k=0

’ )f“”(t)D“"k)g(t)

DF est la dérivée fractionnaire au sens de Griinwald-Letnikov et au sens de Riemann-

Liouville.
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Chapitre 3

Résolutions de quelques équations

différentielles fractionnaires

Dans ce chapitre, on va résoudre quelques équations différentielles fractionnaires,
ol nous utilisons la transformée de Laplace du dérivé fractionnaire dans le sens de
Caputo comme outil de résoudre d’équation différentielle fractionnaire. En plus la

résolution d’équation intégrale d’Abel.

3.1 Quelques applications sur la résolution des équations

différentielles fractionnaires

Les mathématiques et la physique sont deux disciplines tres liées, les mathéma-
tiques constituent le language de la physique. Dans ce sens la modélisation mathéma-
tique consiste a décrire des problemes réels en utilisant des concepts mathématique
comme par exemple : fonction, variable, dérivée, inégalité, équation...etc. ici, on utilise
I’équation différentielle pour décrire les circuits électrique, en particulier la circuit RL
et RLC.
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R L

L N
\J

R
—

Vr
— T —
—_— m L g ¢
TE ]

Ficure 3.1 — RL et RLC circuit.

on note :

- E(t) : La tension de la source d’alimentation (mesurée en volts = V).
- I(t) : Le courant dans le circuit au temps t (mesuré en amperes = A).
- R : La résistance de la résistance (mesurée en ohms = V/A).

- L : 'inductance de I'inducteur (mesurée en Henry = H).

- C: La capacité du condensateur (mesurée en farads = F = C/V).

Probléme 1:

Formulation d’équation différentielle fractionnaire associe au circuit RL

et sa solution

Les composants constituant le circuit RL (résistance, inductance) sont décrit par les
deux équation suivantes :

- Le voltage qui passe I'inductance donné par : Vi (t) = L%

- Le voltage qui passe la résistance donné par : Vi(t) = RI(f).

D’aprésla Loi de Kirchhoff, autour de n'importe quelle boucle dans un circuit, la tension

monte doit égal aux chutes de tension. Nous avons

Vi(t) + Vr(t) = E(1).

alors
Lg(t) + RI(f) = E(t). (3.1)
dl . R E(
O+ 710 = == (3.2)

Cet derniere équation différentiel admet un solution
E
1) = &2 f e<%>tzdt +C]| (3.3)
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Dans cette exemple nous développons le modele de circuit RL sous forme d’équation

fractionnaire au sens de Caputo d’ordre 0 < @ <1 comme

SDYI(t) + I(t) = Eg) (3.4)
£1 _C pa d‘r dl
ou = =, D{I(t); dérive fractionnaire au sens de Caputo 0 < a < 1 tel que hm( ErrialieT
et hr% i = I| alors pour la solution I'équation (3.4) on va appliquer la transformation
de Laplace sur les deux cotés de (3.4) avec la condition initial I(0) = C, on a
R E(t
L(D{I(t) + L (—I(t)) =L (ﬁ)
L L
Alors
R 1
LODI®) + T LU®) = - LE®) (3.5)
on pose L(I(t))(s) = I(s) et L(E(t))(s) = E(s)
Ona
n—1
LOD{IB)(s) = sI(s) = Y s*1P(0)
j=0
n—1
=5%(s) — st Z s7119(0)
j=0
=s%I(s) —s*O0), 100)=0
=5%I(s) —s*!C (3.6)
on remplace (3.5) et (3.6) on obtient :
s¥1(s) — s*1C + 1( ) = ES)
a R _ ca-1 E(S)
I(s)(s" + L)—s C+ i
alors
51 E(s)
I(s) = + (3.7)

s+ R Ls*+ )
La solution de (3.7) est obtenue en prenant la transformée inverse de Laplace,nous

avons :

I(t) = L‘l[C%] n L—l[%ﬁ_)%)] = CL—l[%] + %L 1[%]

d’apres le tableau (2.1) on a :

B Sa—l ~ R
L 1( ) - tl 1Ea,1 (_thx)

a4 R
S+L

R

=L, (—ft“) (3.8)
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et le produit de convolutionon a :

af E(8) 1
Ll(—SaJr%)—Ll(E(t)xsmr%)

— -1 1
=E(t)x L (50‘+ R)

L

t

= fE(t—u)u“‘lEa,a (—%u”)du (3.9)

0

dans le (3.8)et (3.9) on a

t

f E(t — 1)u*'Ey (—%u“)du (3.10)

0

e

I(t) = CE, (—%t“) -

Maintenant, nous obtenons la solution de différent cas du modal de circuit RL (3.4)
pour différent de source.

eCasl1:E(t)=0,ona:

oDI(E) + %1@) =0 (3.11)

et la condition initiale est I(0) = C, (C >0) (Puisque lim,_, % =1)
alors

oDFID) = 109

D’apres le (3.10) on a

s*I(s) —s*7IC = —%I(s)
Csa—l

I(s) = =

s¥ + T

d’apres l'inverse de la transformée de Laplace on a :

L) = CL‘l( S(HB)
L

sY +

I(t) = CE, (—%tf") (3.12)

eCas2E(t)=Ey:

N R_ .  Eg
appy = B0 _ R
DiI() = = = T1() (3.14)
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on applique la transformée de Laplace des deux cotés et utilisant (les condition initial),

on a

Ey 1 5o 1
I(s) = — + (3.15)
Lss*+%8)  sv+X
et d’apres l'inverse de transformée de Laplace on a
E 1 a-1
I(t) = —OL—l{—R} + C£‘1{ 5 R} (3.16)
L s(s* + 1) sY+ T
en appliquant la définition de produit convolution et le tableau (2.1) on a
ety oty
s(s*+ 1) s s*+7
1 1
()
5 s* + T
1 : a-1 R a
_mﬁ (.X'—t) Ea(—zt )dt
et comme (ﬁ) f (iy_(gﬂdt =E,(Ax*)-1, a>0
0
Ainsi
1 L R
1;-1{—} = ——[Ea - —t%) - 1] 3.17
s(s* + %) R ( L ) 3.17)
et de (3.8), nous avons
1:-1{ 57 } = E( - Bt“) (3.18)
(Sa + %) o L .
De (3.17) et (3.18),on a :
_ Eo R o E() N EO
I(t) = (C - E)E“( -t )+ = o (c- E) >0 (3.19)
e Cas 3 E(t) = Ejcoswt :
d’apresle (3.8) ona:
R E E R
oDFI(E) + TI(t) = f‘) cos wt &=y DAI(t) = fo coswt = =11 (3.20)

on applique la transformation de Laplace et avec la condition initial on a :
N _ Eo R
£(DsI(t)) = L(f cos wt) - L(El(t)),

sI(s) — Csol = £ (L) - %1(5),

L \s2 + @?
o R _ EO S a1
()6 +7) = = (52+w2)+c5 ,
a—1
I(s) = 20 > >

+C :
L+w?)(se+%)  so+ X
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CHAPITRE 3. RESOLUTIONS DE QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES FRACTIONNAIRES

On applique I'inverse de transformée de Laplace, on a :

i } (3.21)

_ Eo =
1) = LL {(52+w2)(5“+%)}+ {s“+%

D’apres le tableau (2.1) et le de produite convolution, on a :

1 R
-1 =t71E, (——t“) 3.22
L (s"‘ + %) L (3.22)
et
1 S B
(52 n a)Z) = cost
Ainsi
-1 5 1 — p-1 5 -1
((52+w2)xsa+§) (52+w2>*£ (s“+%)
' R
- f cos w(t — u)u*'E, (—Zu“)du (3.23)
0

de (3.8), (3.22)et (3.23) on a
t
I(t) = CE, (—%t“) + % fcos w(t —u)u* Eyq (—%u“)du (3.24)

0

Probléme 2 :

Formulation d’équation différentielle fractionnaire associe au circuit RLC et sa so-

lution

considérez la circuit RLC qui constitue équations associate avec trois éléments, i.e,
résistance, bobine, capaciteur sont :
Le voltage qui passe la bobine donné par : V;(t) = L%I (t)
Le voltage qui passe la résistance donné par : Vr(t) = RI(t).
Le voltage qui passe la capaciteur donné par: V¢ (t) = % Oft 1(&)dE

Maintenant on utilisons la loi de voltage de Kirchoff :
Vi(t) + Vr(t) + V() = E(t)

Alors

t

d 1
L%I(t) + RI(t) + C fI(E)dE =E(t) (3.25)
0
On dérivée les deux membres de I'équation (3.25) par rapport ¢ on obtient :

. R, 1. E®
I+ZI+EI— 7

(3.26)
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avec

2 d
I = 7 —1(t) et I = d—I(t) dans cet exemple on doit présenter un modal d’équation
différentielle fractionnaire pour une circuit RLC comme :

’7

E’(t)

EDYI(t) + %szI(t) + el = (3.27)

[0

d*l
avecD“I(t)—d—etDﬁl() IO<5<1 l<a<?2,

dis’
d? APl dI
EL%@I(” g7 eHim s = o

on pennons la transformée de Laplace pour les deux membres de 'équation (3.27) avec

les conditions initiales I(0) = A et I'(0) = B, on obtient :
Cra R CH 1
L{O DyI(t) + T oDy I(t) + a[(t)} (s) = E(s) (3.28)

De la linéarité de la transformée de Laplace on a:

L{SDe1r)} ) + £{CDﬁI(t)} (5) + T LUWM}6) = (S) (3.29)
{sal(s) —s*711(0) - s“_zl’(O)} + % {sﬁl(s) - sﬁ_ll(O)} + LI(s) = @
= {S“I(s) —s"TA -5 2B} + % {sﬁl(s) — 5P 1A} ClLI( )= ES)

1 E(s) 1 s¢1 §%72 R sP1
L

= I(s) = + +B -
Lso + Reb+ & s Rbyp L a4 Bsfyp L 5%+ Rsf + L

On applique la transformation inverse de Laplace pour obtenir la solution :

y
Mais d’abord on Calcule L1 {%}
s¥+ 18P + &

1

CL
Pour a > B, a>7/,aele“‘ﬁ >lalet|s*+asf|>|b|lona

On pose : a—— b=—

sV 9 1 B b "
s*+asb+b s“+asﬁ1+L), s+ ggP e s + gsP
i s'(=b" = (-b)" 1
- (s + asﬁ)nﬂ - bt ga(n+1)—y 1+ asﬁ—a)n+1
v (D) k+n PR
- Z a1y Z X (-as”)
n=0 k=0
= [k+n 1
_ k
—ZZ[ ]‘ DY () Faratey
n=0 k=0
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On applique la transformée inverse de Laplace , on obtient :

L0 = £ ()

s*+asf+b
2 o (n+k L tk(a—ﬁ)+a(n+l)—y—l
=), ()" (-a)
rr Rl W Ik =p)+am+1)-7y)
P k+n tk(u(—ﬁ)+an
= [ )(—b)“(—a)k (3.30)
ZOkZ K Tk(a—p) +a(i+1) - )
, _ E(s) . :
D’autre part, pour y = 0, L71{ ————— ¢ est donnée sous la forme de convolution
s*+asf+b

définie par :

_ E(s)
L 1{sa+bsﬁ+b} ff(t—u)g(u

o o = (k+n . uk(oz—ﬁ)+an
= fE(t —u)u Z Z [ ' ](—b) (—ﬂ)kr(k(a -B)+a(n+ 1))du
0

n=0 k=0

(3.31)

Alors, d’aprés (3.31) et (3.30) , la solution de (3.27) est donnée par :

1 t © 2 (k+n 1 . R uk(a—ﬁ)+an
I“):zf (t = wu 122( ](‘a) U @ prae ™

0 ==
M e e T
! Bt; ,i [k ; n] a0 t—k(ﬁ>ﬁ)+an +2)
¥ A%M Zj;‘ ; [k Z n) (_é)n(_%)kr(k(a -B) i(:f;z+in1) —p+1)

3.2 Quelques applications sur la résolution des équations

intégrales fractionnaires

3.2.1 Intégrale fractionnaire d’Abel

L’équation intégrale d’Abel est bien étudiée, et il existe de nombreuses sources
consacrées a ses applications dans différents domaines. Parmis les nombreux ouvrages

existants sur divers aspects des équations d’Abel nous citons par exemple [11] et [12]. 11
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existe aussi d’autres types d’équations intégrales, qui apparaissent dans les applications

et qui peuvent étre réduites a 1’équation intégrale d’Abel.

Définition 3.2.1. L'équation intégrale

1 " p(t)dt
I'(a) Jo (1)

= f(t) (t>0) (3.32)
ot 0 < a < 1, est appelée équation intégrale d’Abel.

Remarque 3.2.1. La solution de I'équation d"Abel est donnée par la formule

f (T)d’(

P(t) F( ) &= )a > 0) (3.33)
que nous préférons a écrire sous la forme inversée
t
d
L S@IT_ 6 ¢ > 0) (3.34)

[a-1) Jy (t=1)
En terme des dérivées d’ordre fractionnaire, les équations (3.32) et (3.33) prennent respective-

ment les formes :
§D(t) = f(t), (t>0) (3.35)

et
SDFf(D) = p(b), (¢ > 0) (3.36)

Quelques équations réductibles a I’équation d’Abel

La résolution de nombreux problemes appliqués conduit a des équations intégrales,
qui a premiere vue n’ont rien en commun avec I’équation intégrale d”Abel, et a cause
de cette impression des efforts supplémentaires sont entrepris pour le développement
de la procédure analytique ou numérique pour résoudre ces équations.

Cependant, leurs transformations a la forme de 1’équation intégrale d”Abel peuvent
souvent étre pratique pour obtenir rapidement la solution, ce qui est la raison pour
donner quelques exemples typiques d’équations qui peuvent étre réduites a I’équation

d’Abel. Pour plus de détails nous pouvons consulter.

Exemple 3.2.1. On considére I'équation

f (P(\/52+y) _fw

(3.37)
52 + y 2y

Posons

P(r)
= F(r %)
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Nous pouvons donc écrire I"équation (3.37) sous la forme :
+00
f F(s* + y*)ds = fW (3.38)
0

En effectuant le changement de variables x = yz,E = s2.Alors

E=¢*> = d&=2sds
— dE =2+/&ds
— ds= %é‘iix

Par substitution dans (3.37), on arrive a

f(V) (3.39)
X

“IF(x + &)dE =
foa (e oyde = 1

Effectuant encore une autre fois le changement de variable T = ﬁ ; on aura d'une part,
1 1
T= - x+&=-—
x+& T
1
— dé = —gd’l'.
et d’autre part,
1
= > [
t x+ & ¢ T X
= &I=(=-2x) 1
donc
1 1 -1
&dE = ——(-—x)dt
T
1
= —rirI(= —x) "t
T

—r7? (1- Tx)_%d’[

1 3 1 1
—x"27t72(= = 1) 24
XTIt (x T) 2dt

Cherchons maintenant les bornes de l'intégrale pour la nouvelle variablet : On a

1
x
£ +00 = 1750,

T=0 = 1=
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Si nous substituons dans (3.37), nous obtenons

0
I BN B e | f(Vx)
—x (= — 27 2F(= = 4
j; X (x T) 21 (T)dT N (3.40)
aprés simplification, on trouve :
‘1 1
(G- oot = (v (3.41)
0 X T
si on pose maintenant t = % et P(t1) = T_%F(%) on arrive a une équation d’Abel de type (3.32)
avec a = 3
: 1 1
(t—1) 2Y(t)dt = f(—) (3.42)
Jy ot = G
Par la relation (3.35), on déduit que la solution de I'équation (3.41) s’écrit sous la forme
1 1.1 1 1
P(t) = ——AD} f(—) = —=LD} f(—) (3.43)
R AR
2
C’est-a-dire que :
1

‘[ \/— 2f(7) (3.44)

Exemple 3.2.2. (équation intégrale de Poisson) Soit I'équation intégrale de Poisson suivante :

f : Y(r cos w) sin* ! wdw = f(r) (3.45)
0

Ce type d’équations peut se réduire a une équation intégrale d’Abel par le changement de

variables : x = r cos w. En effet,

X=rcosw = dx=—-rsinwdw

et aussi

x=rcosw = x*=r*1-sin’w)
r? — x? x
2 2

— sin‘w =

d'unautrecotéona:w =0 = x =retw = 5 = x = 0: En substituant dans I'équation (3.45),

on arrive a I’équation

4 2
‘ﬁa—%wwwu=ﬁm (3.46)
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si on pose maintenant y = % , alors I'équation (3.46) devient

1

f Y1 - @ = —f(1) (3.47)
0 VY Y
ou plus simplement,
fo V(1 = g pdx = g(y) (3.48)
ol
1,1
g(y) = Wf(w)

puisque(1 — yx*)F = y“(% + x%)# , alors I"équation (3.48) peut se mettre encore sous la forme

v1 o, )
fo (=P = y50) (3.49)

En effectuant le changement de variables © = x* t = ion obtient dx = ;—ﬁd”c JyEg(x) =

thg(3) alors I'équation (3.49)s"écrite sous la forme suivante :

t
[ -y =25 (350)
0 VT t
si on pose (1) = IP(\;/;),h(t) = 2tt g(%); on arrive a une équation intégrale d’Abel,
t
f (t =) p(t)dt = h(t) (3.51)
0
aveca = 1 +1
_ L rpp
p(t) = T~ 1)0Dt h(t).
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Conclusion

Ce mémoire a pour but I'étude de quelques théorémes et applications des dérivées et
intégrales d’ordre fractionnaire. On a donnée des exemples d’applications comme
cette du modele circuit électrique et I'équation d”Abel. Ainsi 'utilisation de la
transformée de Laplace pour résoudre ces équations fractionnaire, dans les deux
premiers chapitres nous avons rassemblé quelques outils de base utiles pour notre
travail (les fonctions Gamma, Béta, Mettag-Leffler,...) et nous avons présenté trois
approches des dérivées et intégrales fractionnaires (approche de Griinwald-Letnikov,
Riemann-Liouville, Caputo. ). On peut modéliser des phénomenes naturels en faisant
appel a la dérivée d’ordre fractionnaire, depuis ces découvertes , beaucoup de
contributions autant théorique que pratiques ont montré I'importance des systemes
d’ordre non entier et leur intérét dans différentes disciplines telles que 1’électricité, la
chimie, la biologie, I'’économie, I’automatisme et le traitement du signal et dans les
différentes applications telles que la modélisation, I'identification et la commande. En
effet, il a été montré quun nombre important de systemes physiques ont un
comportement qui peut étre mieux décrit en utilisant des modeles mathématique

d’ordre non entier.
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Résume
Dans ce mémoire, on a étudié |'intégrale et les dérivées d'ordre fractionnaire. Nous
Avons présenté trois types des dérivées fractionnaires au sens de Griinwald-
Letnikov, Riemann-Liouville et Caputo et I'intégrale fractionnaire de Riemann-
Liouville. Nous avons également essayé d'appliquer ses concepts en utilisant
la transformation de Laplace et les fonctions Gamma, Beta et Mittag-leffler pour
résoudre quelques équations différentielles fractionnaires et I’équation d'Abel.
Mots clé: La dérivation d'ordre arbitraire, I'intégration d'ordre arbitraire, la

transformée de Laplace, I'équation d'Abel.

Abstract

In this paper, we have studied derivative of fractional order, In addition We have
presented three types of fractional derivative (Griinwald-Letnikov, Riemann-
Liouville and Caputo) and fractional integral of Riemann-Liouville.
morever, we have applied Laplace transformtion and functions Gamma, Beta and

Mittagleffler to resolve differential and integral equations of fractional order .
Key words: derivative of arbitrary order, integral of arbitrary order, Laplace

transformtion, Abel equation.
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