) Al Ragal) Aoy il Sl Ay sgand)
République Algérienne Démocratique et Populaire
alad) Coanll g Ml aladl) B ) 3

Ministére de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

Centre Universitaire
Abdelhafid Boussouf Mila

Institut des sciences et de la technologie Département de Mathématiques et Informatique

Mémoire préparé En vue de I’obtention du diplome de Master

En: Mathématiques

Spécialité: Mathématiques appliqueées

N
Etude qualitative du comportement des

solutions de certains systemes d’équations

aux différences
\ J

Préparé par :
Asma Allam
Zineb Bengueraichi

Soutenue devant le jury

Smail Kaouache MCB C. U. Abdelhafid Boussouf, Mila Président
Yacine Halim MCA C. U. Abdelhafid Boussouf, Mila Rapporteur
Azzeddine Bellour MCA E. N. S Assia Djebar, Constantine Examinateur

Année universitaire :2019/2020

¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
g
g
g
g
g
¢
0
¢
0
?
?
?
?
?
?
?
?
?
g
¢
?
?
?
?
¢
0
0
0
0
0
¢

IAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAASAAAAAAAAAAAAAAAAAAAASAAAAAAALSS,

X




REMERCIEMENTS

La réalisation de ce mémoire a été possible grace au concours des plusieurs per-
sonnes a qui nous voulons témoigner toute notre gratitude.

Nous voudrions tout d’abord adresser toute notre reconnaissance au directeur de
ce mémoire, Monsieur Yacine Halim, pour sa patience, sa disponibilité et surtout ses
judicieux conseils, qui ont contribué a alimenter notre réflexion.

Nos vifs remerciements vont également aux membres du jury, Dr Smail Kaouache
et Dr Azzeddine Bellour pour l'intérét qu’ils ont porté a notre recherche en acceptant
d’examiner notre travail et de I'enrichir par leurs proposition.

Nous adressons nos sinceres remerciements a Monsieur Badredine Boudjedaa et
Monsieur Ahmed Ghazel qui par leurs paroles, leurs écrits, leurs conseils et leurs
critiques ont guidé nos réflexions et ont accepté de nous rencontrer et de répondre a
nos questions durant nos recherches.

Enfin, nous tenons a remercier tous les membres de 1l'institut des sciences et des

technologies.



DEDICACE

Je dédie ce travail :
A mon Cher Pére Omar
A ma Mere Linda
A mon Frere et mes soeurs :
Houssam, Lina et Isra .
A tous les gens qui m’aiment.
A mes amies :

Ikram Tebboub et Yousra Hammoud.

Asma

ii



DEDICACE

je dédie ce modeste travail :

A mon pére Youcef, source de force et de courage.
A l'exemple de vie ma meére Aicha.
A mon chere frére :Toufik.
A mes soeurs : Fouzia et Amira.
A mon bindme Asma qui je la souhaite une vie plaine de
joie.
A mes trés cheéres amies : Meriem, Bouthayna, Nourhane.
A tous mes collégues de la section.

A tous qui occupe une place dans ma vie et mon coeur.

Zineb

iii



o sl

S¥slas dar 5 B By ll e 303 Aolak (3 )l ol Aty o 5SIL el pe s ) )
Aes e 5,

3o O¥olas & sy Bl &t ) O ) 5 el am o (Y1 i)

ddas e 5y OWslae dldt 5l Ll ) gl 5 o4 jps e (GBI a3

G pil) o e 1 300 Hslal )l Bl il S s Al a2 oY1 il
S s ols &)



RESUME

L’objectif principal de ce mémoire est1’étude du comportement asymptotique d"une
équation aux différences du troisiéme ordre et d'un systeme de p équations aux diffé-
rences non linéaires .

Dans le premier chapitre, nous donnons quelques définitions et théorémes princi-
paux concernant la théorie d’équations aux différences .

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions la périodicité des solutions et la stabilité
des points d’équilibres d"un systeme de p équations aux différences non linéaires.

Le dernier chapitre est consacré a1’étude de la périodicité des solutions et la stabilité
des points d’équilibres d'une équation aux différences non linéaire du troisieme ordre

avec des puissances arbitraires.

Mots-clés : Equations aux différences, Systemes d’équations aux différences, Sta-

bilité, Périodicité, Comportement asymptotique.



ABSTRACT

The main objective of this work is to study the asymptotic behavior of a third order
difference equation and a system of nonlinear difference equations.

In the first chapter, we give some main definitions and theorems concerning the
theory of difference equations.

In the second chapter, we study the periodicity of the solutions and the stability of
the equilibrium points of a system of p nonlinear difference equations.

The last chapter is devoted to the study of the periodicity of the solutions and the
stability of the equilibrium points of a third order nonlinear difference equation with

arbitrary powers. .

Keywords : Difference equation, Systems of difference equations, Stability, perio-

dicity, Asymptotic behavior.
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INTRODUCTION

L'objectif principal de ce mémoire est d’étudier le comportement asymptotique des

solutions d’une équation et d’un systéme d’équations aux différences non linéaires.

Les équations aux différences sont a la base de 'analyse appliquée depuis long-
temps. En fait, le concept de récurrence, qui est la base de ce genre d’équations, est

apparu depuis I'époque de De Moivre (1667-1754).

La notion de suite récurrente/équation aux différences a tres probablement été in-
venté dans [5], bien que de telles suites étaient déja apparues dans [6]. De [5] et [6],
nous voyons que De Moivre avait tous les ingrédients pour résoudre des équations aux
différences linéaires homogenes a coefficients constants sous une forme fermée, bien
que certaine formules explicites pour les solutions des équations d’ordre inférieur sont
apparues plut tard dans [7](voir aussi [8]). Les résultats de De Moivre peuvent étre
considérer comme un point de départ pour une investigation sérieuse sur les équations

aux différences.

Actuellement, la théorie des équations aux différences est devenue un sujet attractif

au milieu des chercheurs et des scientifiques de différentes disciplines.

Les équations aux différences en général décrivent I’évolution de certains phéno-
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meénes au cours du temps, puisque la plupart des mesures de 1’évolution des variables
temporelles étant discretes, et pour cela, ces équations revétent une importance par-
ticuliére dans les modeles mathématiques, décrivant des situations de vie réelle, leur
champs d’application avait connu une diversité qui touche des domaines comme 1’éco-

nomie, la médecine, la biologie, L'épidémiologie...etc.

Plus important encore, les équations aux différences apparaissent également dans
I'étude des méthodes de discrétisation des équations différentielles. Plusieurs résultats
de la théorie des équations aux différences ont été obtenus comme des analogues

discrets plus ou moins naturels de résultats correspondants d’équations différentielles.
En plus de l'introduction, le mémoire est structuré en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous avons donnés des définitions et résultats généraux
concernant les équations et les systemes d’équations aux différences, ainsi que la stabi-

lité.

Dans le deuxiéme chapitre, nous nous intéressons a étudier la périodicité des solu-
tions, prouver la stabilité des points d’équilibre et étudier le comportement asympto-

tique des solutions du systéme de p équations aux différences suivant

M @ (-1 )

X X X X
1 _ n-1 @ _ n-1 -1 _ n-1 m _ n—1
X = A+—(p) ;X = A+—(p) peees X0 = A+—(p) ;X = A+—(p_1), ne€Ny, p=3,
xi’l xn xﬂ xn

ou A €]0, oo[ et les valeurs initiales x(_j) X

X5, ] =1,p, sontdes nombres réels strictement

positifs.

Dans le dernier chapitre, nous allons étudier le comportement asymptotique de

I'équation aux différences du troisiéme ordre avec des puissances arbitraires

Y

———— mneN,
L+y Y,

Y1 =

ou les parameétres 7, p, g €]0, oo et les valeurs initiales y_,, y_1, yo sont des nombres réels

strictement positifs.



CHAPITRE 1

SYSTEMES D’EQUATIONS AUX
DIFFERENCES

1.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons donner quelques définitions et résultats généraux
concernant les équations et les systémes d’équations aux différences, la stabilité ainsi
que quelques théoremes que nous seront utilisés pour la suite de notre mémoire. Dans
un premier lieu, nous allons familiariser aux équations aux différences linéaires et
non linéaires. Dans la deuxieme partie, nous allons donner quelques définitions et
théorémes concernant les systemes d’équations aux différences, ainsi que la stabilité

par linéarisation de ces systémes.

Pour ces éléments préliminaires, nous renvoyons aux ouvrages [2], [9], [12], [13],

[18] et [19].
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1.2 Equations aux différences

Cette premiére partie regroupe des notions générales des équations aux différences,

de la stabilité ainsi que quelques théorémes utiles.

1.2.1 Equations aux différences linéaires
Définition 1.2.1 (Equations aux différences linéaires) Une équation de la forme
Xk + 1 (1) Xpigor + o+ + pr (1) X, = g (1) (1.1)

avec po (n) = 1,p1 (n),p2(n),ps(n), ..., px (1), g(n) sont des fonctions définies sur IN,,, s’ap-

pelle équation aux différences linéaire d’ordre k deés que p (n) # 0.

Remarques 1.2.1

En général on associe k conditions initiales avec I'équation (1.1)
Xny = €1 Xng+1 = €2, -y Xngk-1 = Chy (1.2)

avec ¢;,i=1,2,...,k sont des constantes réelles ou complexes.

Définition 1.2.2 (Equations aux différences linéaires homogenes) L'équation aux diffé-
rences (1.1) avec g (n) = 0, Vn > ny est dite équation aux différences linéaire homogene et elle
s’écrit comme suit

Xpsk + P1 (1) Xpgpo1 + - + pre (1) x, = 0. (1.3)

Définition 1.2.3 Une suite {x,},5,, est dite solution de I"équation (1.1) avec les conditions

initiales (1.2) si elle satisfait la relation (1.1).

Théoreme 1.2.1 [9] L'équation (1.1) avec les conditions initiales (1.2) admet une et une seule

solution.
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Théoreme 1.2.2 [9] L'ensemble S des solutions de I"équation aux différences (1.3) est un espace

vectoriel sur K de dimension K.

Définition 1.2.4 (Ensemble fondamental) Un ensemble de k solutions libres de I'équation

aux différences (1.3) est dit ensemble fondamental des solutions.

Le théoréme suivant montre que 1'équation aux différences linéaire homogene (1.3)
admet toujours un ensemble fondamental des solutions (c’est a dire une base des

solutions).

Théoreme 1.2.3 [9], [18](Théoréeme fondamental)
Sipr (n) #0,VYn > ny, I'équation aux différences linéaire homogene (1.3) admet un ensemble

fondamental des solutions.

Proposition 1.2.1 Six},x2,...,x* sont des solutions de I'équation (1.3). Alors

nrinr:

Xy = XL+ ax> + -+ agxk

est aussi une solution de I'équation (1.3), avec a;,i = 1,2, ..., k, sont des constantes arbitraires.

Corollaire 1.2.1 Soit {(x}l)nZno () s 7+ s (xl’(l)nzm} un ensemble fondamental des solutions

de I'équation (1.3). Alors la solution générale de (1.3) est donnée par
k
xn = Z al‘x;/
i=1
aveca;, i =1,2,...,k, sont des constantes arbitraires.
Théoreme 1.2.4 [9], [18] Soit {(x,ﬁ) L G N (x’,‘l) N } un ensemble fondamental des
nzny = nzmngy

solutions de I'équation (1.3) et (xﬂ)n>n une solution particuliere de I'équation (1.1), alors toute
L]

solution générale de I'équation (1.1) prend la forme

k
X, = Zaix; +xh, n>ng.
i=1
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Les équations aux différences linéaires a coefficients constants

N

Dans toute la suite, on s’intéresse aux équations aux différences a coefficients

constants homogenes, c’est a dire
Xk + P1¥nek-1 + -+ F Pixn = 0. (1.4)

Les p; sont des constantes réels ou complexes.

Résolution de I’équation homogéne

Notre but est de trouver un ensemble fondamental des solutions et par conséquent

la solution générale de 1’équation (1.4).

Théoreme 1.2.5 [9], [13] L'équation (1.4) a des solutions de la forme
x, = A",
avec A € C” et vérifie
k
p(A)=) pit =0, (1.5)
i=0

Définition 1.2.5 (Polyndme caractéristique) Le polynome

k
p(A) =) pidt
i=0

s’appelle le polyndme caractéristique associé a I'équation (1.4).

Théoreme 1.2.6 [9], [13] Si les racines Ay, Ay, ..., Ax du polyndme caractéristique p (A) sont
distinctes, alors {/\’f,Ag, . ..,AZ} est un ensemble fondamental des solutions pour I'équation

(1.4).
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Corollaire 1.2.2 Toute solution de I'équation (1.4) s’écrit comme combinaison linéaire des

AMi=1,2,... ke
k

X, = Z ciAl,ci € R,
i=1

avec A, Ay, ..., Ay sont des racines distinctes du polyndme caractéristique p (A).

Théoreme 1.2.7 [9], [13] Supposons que A1, Ay, ..., A, v < k sont les racines du polynome
caractéristique associé a I'équation (1.4) avec les degrés de multiplicité mq, my, . .., m, respecti-

vement (Y.;_; m; = k), alors
{(/\1)1]:!121”10 7 n (Al)ZZnO 7 nz (Al)ZZnO 7y nml_l (Al)ZZnO 7 (/\2)]:12710 7 n (AZ)ZZnO 7 nz (AZ)ZZnO 7y

T P LA 01 LAY 09 (Rl 05 (PRRRUP Lol | LA B

est un ensemble fondamental pour I'équation (1.4).

Corollaire 1.2.3 [9] La solution générale de I'équation (1.4) s’écrit :

ro mi—=1
Yn = Z Z ci'Af, ¢ €R

i=1 j=0
ol

o Leparametrer < k désigne le nombre des racines distinctes de I'équation caractéristique (1.5).
o Le parametre A; désigne une racine de I'équation caractéristique (1.5).

o Le parametre m; désigne le degré de multiplicité de la racine A;.

e Les coefficients c;j sont des constantes qui sont déterminées a partir des conditions initiales.

1.2.2 Equations aux différences non linéaires

Soit I un intervalle de R et soit f : [F'! — [ est une fonction continue.

7
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Définition 1.2.6 Une équation aux différences d’ordre (k + 1),

Xps1 = f(Xn, Xn-1, ..., X0k), n=0,1,..., (1.6)
avec les valeurs initiales xo,x_1, ..., X_ € I, est dite non linéaire s'il n’est pas de la forme (1.1)
Définition 1.2.7 (Point d’équilibre) Un point X € I est dit point d'équilibre pour I'équation

(1.6) si

autrement dit

Définition 1.2.8 (Périodicité) Une solution {x,},>—_i de I'équation (1.6) est dite éventuelle-

ment périodique de période p € Ny si

AN > -k;  xu4p = Xp.

Si N = —k, on dit que la solution est périodique de période p .

Définition 1.2.9 (Permanence) Une solution {x,},>_ de I'équation (1.6) est dite permanente
s'il existe P et Q deux constantes réelles telles que 0 < P < Q < +oo, et pour toutes valeurs

initiales xo,x_1,- -+ ,x_x € I, il existe N > —k tel que

P<x,<Q, pourtoutn>N.

Définition 1.2.10 (Oscillation) Unesolution {x,},>_r del'équation (1.6) est dite non-oscillatoire

autour du points d’équilibre x ; s’il exist N > —k tel que, soit

X, > X, pourtoutn >N,

ou

X, <X, pourtoutn > N.
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Définition 1.2.11 (Intervalle invariant) Un intervalle | C I est dit intervalle invariant pour
I'équation (1.6) si

x—k/x—k+1/"'/x0€]$xn€]/ 7’l>0.

A propos de la stabilité

Définition 1.2.12 Soit X un point d’équilibre de I'équation (1.6),

1. x est dit localement stable si
Ye>0 A6>0 Vx_p,X_pi1,-.., X €1 |x_p—X+|xp1 =X +---+|xg—%| <0
alors
lx, — x| <¢e, Vn>-—k.

2. X est dit localement asymptotiquement stable si
e ¥ est localement stable,

e dy>0 Vx_g,X_gs1,..., %0 €11 |xop =X+ [xogp1 — X[+ -+ |xo — X| <y, alors

lim x, = x.

n—+oo

3. X est dit globalement attractif si

vx—k/ X_k+1,---,%X0 € I/ lim Xn = X.

n—+oo

4. x est dit globalement asymptotiquement stable si
e ¥ est localement stable,
o X est globalement attractif.

5. Le point X est dit instable sil est n’est pas localement stable.

Définition 1.2.13 On appelle équation aux différences linéaire associée a I'équation

9
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(1.6) I'équation
Yns1 = PoYn + P1Yn-1 + -+ + PklYuk (1.7)

aoec

et
f: [+l — I

(wo, w1, ..., ux) +—  f(uo,u,...,ux)

Théoréeme 1.2.8 [18](Stabilité par linéarisation)

1. Si toutes les racines du polyndme caractéristique de I'équation aux différences linéaire
associée sont dans le disque unitaire ouvert |A| < 1, alors le point d’équilibre x de

I'équation (1.6) est asymptotiquement stable.

2. Siau moins une racine du polyndme caractéristique de I'équation aux différences linéaire
associée a un module supérieur a un, alors le point d’équilibre X de I'équation (1.6) est

instable.

Théoreme 1.2.9 [4](Théoréeme de Clark)

Une condition suffisante pour la stabilité locale asymptotique de I'équation (1.6) est
Ipol + lpal + -+ + lpel < 1.

Théoreme 1.2.10 [2] Supposons que a,, a1 et o sont des nombres réels. Alors, une condition

nécessaire et suffisante pour toutes les racines de I'équation
3 2 -
A%+ arA +6¥1/\+6¥0 =0,
se trouvent a l'intérieur du disque unitaire, est

loo + apl < T+ay, |ap—3apl <3-a; et aj+a;—apas <1.

10
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Théorémes de convergences

On donne maintenant quelques Théoremes de convergences pour les équations aux

différences d’ordre 2.

Théoréme 1.2.11 [19] Considérons I'équation aux différences définie par
Xp+1 = §(Xn, Xp-1), n=0,1,..., (1.8)
avec
g:la,b]x[a,b] — [a,b], abeR

Supposons que g est une fonction continue telle que

1. g(x, y) est croissante par rapport a x € [a, b] pour chaque y € [a, b] et g(x, y) est décroissante

par rapport a y € [a, b] pour chaque x € [a, b].

2. Si (m, M) est une solution du systéme

m = g(m,M)
M = g(M,m)

doncm = M.

Alors I'équation (1.8) admet un seul point d’équilibre X et toute solution de I'équation

(1.8) converge vers X.

Théoreme 1.2.12 [19] Considérons I'équation aux différences définie par

Xps1 = g(Xn, xp-1), n=0,1,..., (1.9)

avec
g:la,b]x[a,b] — [a,b], abelR
Supposons que g est une fonction continue telle que

11
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1. g(x, y) est décroissante par rapport a x € [a, b] pour chaque y € [a, b] et g(x, y) est croissante

par rapport a y € [a, b] pour chaque x € [a, b].

2. Si (m, M) est une solution du systéme

&
I

g(M, m)
M = g(m,M)

doncm = M.

Alors I'équation (1.9) admet un seul point d’équilibre X et toute solution de I'équation

(1.9) converge vers X.

1.3 Systeme d’équations aux différences non linéaires

Soient f¥, f@, ..., f® des fonctions contintiment différentiables, tel que
SO X B X xBTS I, i=1,2,.,p,

oul;, i=1,2,...,psont des intervalles réels.

Considérons le systéme de p équations aux différences

(C) 1 @1 (1 (1) () (2) » () »
X = f()(n, X s nk,xn,xn e X XXX n_k)
@ _ 2) (D (1) (1) 2 .2 (2) » . (»)
X, = £ )( X XXX T X, ,xn_l,...,xn_k) (1.10)
(P) _ (1) (1) 2 .2 (2) » . )
xo= f(p)( X e XXX X ,xn_l,...,xn_k)
N @) L0 () k+1 .
oun,k € Ny, (x_k,x_k+1,...,x0 ) er~, i=1.2,...,p.
Définissons la fonction
(k1) oo [k+1) 5 (k+1) (k+1) _ 1(k+1) (k+1)
H: I ><I xIp —>I1 ><I2 ><-~-><Ip

12



Systémes d’équations aux différences

par

H(W) = (£2W), fP (W), ..

avec
@ @ (1) @ 2 () m® @ N\’
W= (o' Up'yeeo Uy Uy, U 1,..,uk,...,uo,ul,...,uk) ,
= fom), oWy =u0,... fPwy =u, i=12,...
Posons
1 .1 (1) (2) (2) (2) (P) ) (P)
W, = [”’xn—l""’ X r Xy s Xy e X e ”’xnl"" ik
Ainsi, le systeme (1.10) est équivalent au systeme
Wu1=HW,), n=0,1,...,
c’est a dire
(1) 1) (1) (1) (1) (2) (2) (2) (P) )
n+1 f()( 4 nl’ "’xn k’ 4 nl""’ n—k’ """ 4 ”’xn—l’
1 1
A= )
@ (1)
xn—k+1 xn—k+1
(2) 2) (1) (1) o @ (2) (2) » .,
X 1 )(xn SOV S S SRS U )X,
xf) x,(f)
(2) (2)
xn—k+1 xn—k+1
() (1) o @ (2) (2) » .,
X f(P)( X, 1, X XXX 00X,
xilp) x,(f)
®) ((9)
xn—k+1 xn—k+1

LW, 2, FPW), .., fP (W)

13

P, FPw), .

“’x(p))

(1.11)

n—k

L fP)),
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Définition 1.3.1 (Point d’équilibre)

1. Un point (xD,x®, ..., xP) est dit point d’équilibre pour le systeme (1.10) si

X = O (0,5, 0,505, ),

2@ = fO(x0, 20, . xD,x@, 20, O, x0,x0),...,20),

D = 0 (0,5, 50,0, ),

2. Un point W = (x@,x0,...,x0,x@,x@, ., x®, . 0),x0), ., x0) e [*1 x [ x

S X I’;” est un point d’'équilibre du systeme (1.11) si

W = H(W).

Définition 1.3.2 (Périodicité) Une solution {xizl), xf), ey x,(f )}n>_k du systéeme (1.10) est dite
éventuellement périodique de période s € N si
n+s

N>k W =40, i=1,2,...,p

Si N = —k, on dit que la solution est périodique de période s .

Définition 1.3.3 (Permanence) Une solution {xg),xff),...,x,(f )}n>_k du systeme (1.10) est
dite permanente s'il existe P et Q deux constantes réelles telles que 0 < P < Q < +oo, et pour

toutes valeurs initiales xg),xf)l, e x‘_’?{ € I;, il existe N > —k tel que

PSxS) <Q, i=12,...,p, pourtoutn>N.

Définition 1.3.4 (Oscillation) Une solution {x,(}), x;z), ey x,(f )}n>_k du systeme (1.10) est dite

non-oscillatoire autour du points d’équilibre (W, x@, ..., xW), s"il existe N > —k tel que, soit

>0, i=1,2,...,p, pourtoutn>N,

14
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ou

A<y, = 1,2,...,p, pourtoutn > N.

A propos de la stabilité

Définition 1.3.5 Soient W un point d’équilibre du systéme (1.11) et ||.|| une norme , par

exemple la norme euclidienne.

1. Le point d’équilibre W est dit stable (ou localement stable) si pour chaque ¢ > 0, il existe
6 > 0 tel que ||W0 - WH < 0 implique ||Wn - WH <epourn > 0.
2. Lepoint d'équilibre W est dit asymptotiquement stable (ou localement asymptotiquement

stable) s'il est stable et sil existe y > 0 tel que HWO - W” <y implique
”Wn —WH -0, n-—o +oo.

3. Le point d’équilibre W est dit globalement attractif ( respectivement globalement attrac-
tif de bassin d’attraction l'ensemble G C ™' x If* x ... x [§*1), si pour chaque Wy

(respectivement pour chaque Wy € G)
[Wo = ]| >0, 1= +oo.

4. Le point d’équilibre W est dit globalement asymptotiquement stable (respectivement
globalement asymptotiquement stable par rapport a G) s’il est localement stable, et si

pour chaque W, ( respectivement pour chaque Wy € G),
W, ~ T =0, n— +oo.
5. Le point d’équilibre W est dit instable s'il n’est pas localement stable.

Remarque 1.3.1 1l est claire que (W, ﬁ, e, @) € I} xI; X+ - - X1, est un point d’équilibre du
systeme (1.10) si seulement siW = (W,W, . ..,W,@,@,...,@, . ..,@,W, . ..,ﬁ) €

I X ISP XL X I+ est un point d'équilibre du systeme (1.11).
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Définition 1.3.6 (systeme linéaire associé) On appelle systeme linéaire associé au systéme
(1.11) autour du point d’équilibreW = (W,W, .. .,E, W, @, .. ,@, .. .,W, W, ... ,W)
le systeme

Wy =AW,, n=0,1,...,

oit A est la matrice Jacobienne de la fonction H au point d’équilibre W, donnée par

3f_(§1) af_él) P fél) P fél) P fél) af_él) P fél) P fél) P fél)
8uél) 8u§1) o 8u](<1) 8ug2) 81,152) o 8u,((2) o 8ug7 ) 8u§p b u®
8f1(1) afl(l) afl(l) afl(l) afla) af_l(l) afla) afl(l) afll)
au(ol) c?ugl) o c?ul({l) 8uéz) 8u§2) . 8u,((2) o 8ug’) au§P 2 Bul(f )
A Do o o A o o o
Buél) 8u§1) o 8ul((1) ng) 814;2) o 874,((2) o 8ugp ) 8u§p N
3f_(§2) 8f_(§2) P féz) P féz) P féz) a_éZ) P f(§2) P féz) P foz)
A= o’ T uV au® au®  aw® Tl T |,
P j;ép) p) J;ép) ‘ p) ];(;p) p) j;ép) ) f'ép) . ﬁ . p) f'ép) p) J;ép) ‘ p) f.ép)
8ugl) Bugl) o aug) 8u(02) 8u§2) o 8u,((2) o 8u(()p) Bugp > 8u%p )
P fl(r’) P f1(p) P f1(p) p) fl(P) p) fl(P) il(p) P fl(P) P fl(P) p) flp)
Buél) 8u§1) o 8ul(cl) 8u82) 814;2) o 874,((2) o 8ugp ) 8u§p ) 0ul(f )
ﬂ ﬂ ‘ P ];k(rﬂ) p) f'k(p) p) f'lfp) . ﬁ . p) J;]fp) p) j;]fp) - p) j;]fp)
81481) 8u(11) o aug) 8u(()2) 8u(12) o 8u,((2) o 8ug7 ) 8u§p ) Bul(f )

tel que
(D) _ £0) - P
fO=f2W), i=12..,p j=01,.. .k

Théoréme 1.3.1 [18](Stabilité par linéarisation)

1. Sitoutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne A sont dans le disque unitaire ouvert
IA| < 1, alors le point d’équilibre W du systeme (1.11) est localement asymptotiquement

stable.

2. Si au moins une valeur propre de la matrice Jacobienne A a un module supérieur a un,

alors le point d’équilibre W du systeme (1.11) est instable.
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CHAPITRE 2

COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE
D’UN SYSTEME DE P EQUATIONS
AUX DIFFERENCES

2.1 Introduction

Notre objectif dans ce chapitre est 1’étude du comportement asymptotique du sys-

téme d’équations aux différences
x X _ X X
0= A+—";1, DAYy WL S gy Wilat s pl , aP = A+—Z_1 , neNy, p=3

D, j =1,p, sont des nombres positifs.

out A €]0, +oo[ et les valeurs initiales x, x;

Dans [1], Amleh et al ont étudié la stabilité globale et la périodicité des solutions

17
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positives de I'équation aux différences

Yo = A+ 2L e N, 2.1)

Xn

ol A €]0, oo[ et les valeurs initiales x_;, xy sont des nombres positifs.

Dans [21], Papaschinopouls et Schinas ont étudié le systeme d’équations aux diffé-

rences
Xy— n—
xn+1=A+ yll ]/n+1=A+yx 11 nENOI (22)

ou A €]0, oo[ et les valeurs initiales x_1, xo, y-1, Yo sont des nombres positifs.

D’autre part Okumus et Soykan ont étudié dans [20] le systeme de trois équations

aux différences

Xps1 = A+ x"_l, Yn1 = A+ i Lz =A+ Z"_l, n € Ny, (2.3)

Zn Zn Yn

ol A €]0, oo[ et les valeurs initiales x;, y;,z; €]0,00[, i=-1,0.

Dans ce chapitre, nous généralisons les résultats concernant 1’équation (2.1) et les

systéemes (2.2), (2.3) a un systeme de p équations aux différences

x(l) x(z) -1 x(P_l) ( ) x(P)
(1) n— @ _ n-1 p-1) _ n-1 P
X, 1 = A+—— o) X, 1 —A+W,..., X, 1 —A+W, X, A+x Y TleNo, p23
n n n

(2.4)

2.2 Périodicité des solutions

Dans le théoréeme suivant, on va étudier la périodicité des solutions positives du

systeme (2.4).

Théoréme 2.2.1

(i) Supposons que le systeme (2.4) admet une solution non triviale {( M x@ Y ))}n>_1

18



Comportement asymptotique d’un systéme

périodique de période 2, tel que x(l) x P

R i=12,...,p-2 Alors A=1.

(ii) Soit A = 1. Alors la solution {( M) @

e, flp ))}n2_1 du systeme (2.4) est périodique de
période 2 si et seulement si
(r-1) )
X , X
(P) -1 @ -1
X, = i=1,2,. p— 1
O (p 1) 7 0 (p) 7 7 4 7 7
o1 x -1

avec x(_pl_ D%, x(_p; +#1 et (1) (p=1)

Preuve.

(i) Supposons que {( W2, Z’))}nz_l est une solution non triviale du systeme (2.4)
tel que

xf;lz = x,(f), i=1,2,...,p, nelNy,
alors, du systéme (2.4), pourn € {0,1,...}, on aura

:)1(3((’7) 1):Axff ) donc 2

x(P)
A+ 1= Al
1 x(v—l)
n-1

et

(p)

-1
x!” 1( =1 1) = A" donc x

)
1’l

A+x

—1]=Ax".

1
En effet, du systéme (2.4) on a

o x(i)
i _ n—1 .
xn+1—A+x(p), i=12,...,p-1,

n

ce qui implique que

X (P) @

— ®) C
XX xn_1—Axn, 1=1,2,...

Comme la solution {( WP, x,(f))} est périodique de période 2, on a
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donc
x(i)

n—1

() -1)=Ax), i=12,..p-1,

du systeme (2.4) et de la périodicité de la solution {(xill), xf), e, xizp))}w_l, on aura

(i) xy ()

i n _ p N

X A+x(p_1)_1 =Ax,, i=12,...,p-1,
n-1

ce qui nous donne

[ AXPD 4 4P _ D)
(@) n-1 n n-1 | _ ®) .
xn—l( x(p_l) _Axn 7 1= 1/2/~-~;p_1.
n-1
Comme
@ _ -1 .
x=x2,7, 1=1,2,...,p-2,

avec la périodicité de la solution, on obtient

=X =12, p-2.

n-1 n-1 "7
Par suite, on trouve
-1
A-1) (=" -x) =0. (2.5)
De méme, du systéme (2.4) on a
®)
X
P _ n-1
Y = A+ T
xn
ce qui implique que
® (-1 ®  _ A, D
Xo X =X = Ax, .

Comme la solution {(x,(}), x,(qz), cer, x,(f))}w_l est périodique de période 2, alors

» _ .®
xn—l - xn+1’
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donc
e (x,(f_l) _ 1) — Axﬁf’_l),

n—1

du systeme (2.4) et de la périodicité de la solution {( W X2 Y ))} on aura

(p—l) .
2 [A+ S ] = Ax™,
n 1
ce qui nous donne
A-1) (=" —xr) =0. (2.6)

Comme {(x,x?, .., ) est une solution non triviale du systeme (2.4), alors
n ) us_1

il existe aumoinsunn € {0,1,...}etm € {0,1,...} tel que

(r-1) () (p) (r-1)
X, F Xy, 1F Xy .

Alors de (2.5) et (2.6), A = 1 ce qui termine la démonstration de (i).

(if) Pour montrer la condition nécessaire, on suppose que la solution { ( M @, K ))}n>_1

est périodique de période 2 et on va montrer que

(p-1) ®)
X . X
») -1 (1) -1 .
= X, = 1=1,2,... p- 1
0 _ 4 O 4 4 4 4 4
x(_p1 V_q x(_pl) -1

X
avec x ¢1 x(_pl);tl et xﬁ:xﬂf’l‘”, i=12,...,p-2.

Comme x(l) X2 ,xP, w=-1,0,... sontdes fonctions périodique de pé-
riode 2, alors x(') gi), i=12,...,p.

Du systéme (2.4), pour A=1ona

‘ . X
@ _ 0 _ 0 :_
Xy =X, —1+E, i=12,...,p-1,
1
alors () (@) ») (@)
p p
L0 _ XXy X +X 210 1
0o - () - (P) g = e P
X X
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Pour x ¢ 1 on aura

x(p)

@ _ -1 . _
X, = , 1=12,...,p—1
0 x(_pl)—l

De méme, du systeme (2.4), pour A =1,0n a

()]

X
) (p) 0
x0 =1+ (p_l),
X
alors ( 1) (») ( 1) )
P p p
(p) + X, _ + X,
o (-1 (r-1)
X X4
Pour x( ;é 1 on aura
(r-1)
X
x(p) _ -1

0 x(_pl—l) Ik
D’autre part, du systeme (2.4) on a

5@
—1+ — i=1,2,...,p—1,

comme la solution du systéme (2.4) est périodique de période 2, alors

o
=1+—, 1=12,...,p-1,

O _ 40
1= ®)’

c’est a dire

=20 i=12,..,p-2

Ce qui prouve la condition nécessaire.
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Pour montrer la condition suffisante, on suppose que

(-1

»_ _*a O

0o - — 4 0o -
-1 2 -1

»)
X

X , i=12,...,p-1,

(-1 ) @& _ -1 _
avec x_ #1, x/#1 et x=x,", 1=12,...,p-2,

et on va montrer que la solution {(x,(}), xf), ey x,(f))} - du systeme (2.4) est pério-
.

dique de période 2 (ie : xfﬁrz = xs) n=-10,..., i=12,...,p).

Du systeme (2.4) on aura

(@) (r-1)
. X A x -1
=1+ =14+ =2 ——|, i=1,2...,p-1,
1 x(p) -1 x(P—l)
0 -1
comme x(_l)1 = x(_pl_l), i=1,2,...,p—2,0on obtient
()
, x =1
(@ _ @& | ~-1 . _
X, = 1+x_1(TJ i=12,...,p-1
X
donc
& _ @) _
xp=x5, i=12,...,p-1
D’autre part

et par suite

) )
X, =x'.
De méme, du systeme (2.4) on aura
() ()
, X X
W=1+L =1+, i=12,..,p-1,
2 ) v
X X
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ce qui nous donne

®) ®
. X x
@) -1 -1 .
x, =1+ = i=12,...,p-1
2 (p) (p) (p) 4 4 4 4
(x_l - 1) xtoox -1
c’est a dire
x(zi):xg), i=1,2,...,p-1
D’autre part
) )
Y gt M
2 _ 1/
xip 1) x(_Pl )
ce qui nous donne
¥-1) (r-1)
x x
=1+ - -,

1) -1 (-1
(x_1 —1)x_1 xt -1

c’est a dire

) _
, =X

)
X 0 -

Par indication, on trouve
X0 = xg), n=-10,..., i=12,...,p.

n+2

Ce qui termine la démonstration.

Pour illustrer nos résultats de cette section, nous considérons 1'exemple numérique

suivant

Exemple 2.2.1

Soient A =1 et p = 4 dans le systeme (2.4), alors on obtient le systeme

x(l) x(z) x(3) x(4)
1) n—1 2 _ n—1 G _ n—1 4 _ n—1
xn+1—1+w, xn+1—1+w, xn+1—1+w, xn+1—1+ 3’ nGINQ (27)
Xn Xn Xn Xy
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5 5 5 4
Supposons x(_ll) =4, x(()l) = Z,x(_zl) =4, x(()z) = Z,x(_?’l) =4, xg” = Z/x(—41) =5, x(()4) =3

les valeurs initiales vérifient les conditions du Théoréme (2.2.1) (voir le graphe (2.1))

1

— X X X X
5388

1

Ficure 2.1 — Ce graphique représente la périodicité de la solution du systeme (2.7)

2.3 Stabilité locale des points d’équilibre

Dans cette section nous étudions la stabilité locale des points d’équilibre du systeme

(2.4).

Le Lemme suivant donne les points d’équilibre positifs du systeme (2.4).

Lemme 2.3.1 Si (W, @, .o, xD) W) est un point d'équilibre positif du systeme (2.4), alors

A+1,A+1,...,A+1,A+1), siA#1,

(7,58, .., 70, 5) = ;
(‘u,‘u,...,y,m), p €]l +oo[ siA=1.

Preuve.
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Soit (W, ﬁ, ceey x(P‘l),W) un point d’équilibre du systeme (2.4), donc

- 1 — x@ xp-1) x®)
MV=A+—, x@=A+—,... xr D=A+ xP) = A+
x) x®) x®) x-1)

(2.8)

Si nous substituons la derniere relation de récurrence de (2.8) dans 1'équation

x-1)

x®)

x-D = A +

on trouve

e) Pour A # 1, on trouve :

A2 -1 A
x-1) = ( )
A A-1

Alors

x-D =A+1.

Les valeurs de W, ﬁ,. .., X2 et x®) se découlent directement de la valeur de

x?-1 et du systeme (2.8), ie :

XD =xD = =xpD=xP=A+1.

Alors

(W,ﬁ,...,x@—lhﬁ) =A+1,A+1,...,A+1A+1).

e) PourA=1
Soit (W, x@, .., x(i"l),ﬁ) un point d’équilibre du systéeme (2.4), donc
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— 7 p— x@
x(1)=1+:, x(2)=1+:,..., xP-D) =1+
x®) x®) x®) xw-1

x(P-1) e x®)

—_—

Si nous substituons la derniere relation de récurrence de (2.9) dans les équations

— JYE — @
x(l):1+:, x(2)=1+:,..., xP-2) =1+ —_—,
x®) x®) x®)

x(-2)

on trouve
— —(x-D -1 — 1
D =1+ x@ , donc x(l)(1—1+ ):1,
x-1) x(-1
— —(x-D -1 — 1
x2 =1+ x@ , donc x(2)(1—1+ ):1,
x(-1) x(-1)

xr-1) — 1 1
xP=2) =1+ x| ———|, donc xP2I|(1-1+ =1.
xP=1 xP=1)

Et par suite

xD) = x@ = . = x0-2) = ¢ D).
On pose
W:ﬁ:,,,:x(?‘z):x@—l):y, ‘u>0
Pouru #1
=t
u—1
Et comme x®) > 0, alors :
pu—1>0, ie: u €]1, +ool.

Et par suite :
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u

x®,x@ . xD x®)) = (u, ..., 1w, ——),
( )= (u, 1 e

p €]1, +ool.

Théoréme 2.3.1 Les assertions suivantes sont vraies
(i) Si A >1,alors le point d’équilibre du systeme (2.4) est localement asymptotiquement stable.

(ii) Si0 < A <1, alors le point d’équilibre du systeme (2.4) est instable.

(i) SiA = 1,alorspour tout u €]1, oo il existe une solution positive {(x,(,ll), XD R, x,(f))}n>_1
du systeme (2.4) qui tend vers le point d’équilibre positif (1, u, ..., U, ﬁ).

Preuve.

(i) Pour montrer (i), il faut d’abord définir le systeme équivalent du systéme (2.4) :

1)
X
o= A
n+1 x(p)
n
e = 0
n n
)
X
= A2
n+1 x(p)
n
x,(f) _ xf)
(2.10)
(p-1)
— x -
B s |
n+1 x(p)
n
LD D
n n
()
X
) _ n-1
Yo = AT D
n
x;(f) — x,(f)

Le systeme linéarisé associé au systeme (2.10) autour du point d’équilibre

(W, x@, ... ,x(P‘l),W) est:

X, =B (W x@ .. ,x(iH),W) X,.
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n=17"n n=1/°"*7"n n=1"7 n-1

- _ T
X, = (x,(f),x(l) x? 4@ 5P 1)/ D x;p)’ 2 ) )

et

B (W, @, . ..,x(P‘l),W) est la matrice Jacobienne autour du point d’équilibre

Pour construire la Jacobienne B, il faut d’abord définir les fonctions suivantes :

O+ (10, +co[)? — 10, +oo]
(i)

M 1 2 -1 =) _» P X

(xl,x2 JXy Xy e, X Xy X ,xz) — A+W
xl

0+ (10, +oo[)? — 10, +o0]

M 1) 2 P-1 -1 . p 6)

(xl JXy XXX Xy X ,xz) =X

aveci=1,2,...,p—1,et

(10, +co[) — 10, +0o[
-1 _(p-1) ) ) %))

M 1) @2 2 -1 (-1 ) 2

(x1 JXy X1 Xy, X Xy X X ) > A+ =y

xl

£2.0, +oo]) — 10, +00]

M 1) @2 2 -1 -1 ) P ®

(x1 PXy XL Xy e XXy XX, ) =X

Alors, la matrice Jacobienne B (x(l), x@, ..., x(F’)) devient
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of of" of” of of R of” of
8x§1) 8x(21) 8x(12) 8x(22) - 8x§p_l) 8x(2p D gx ) o'?xép)
o o o o i o b
&xf) 8x(21) 8x§2) 8x(22) '''''' 8x§p_l) &x(zp Do i)
o o o o e G o o
8x§1) 8x(21) 8x(12) (9x(22) ...... 8x§p_l) 8x(2p D gx ) o'?xép)
AR R
&xf) 8x(21) &xﬁz) ax;?) '''''' 8x§p_l) &x(zp b 8x§p ) 8xgp )
O A A A o o aff
8x§1) 8x(21) 8x(12) (9x(22) ...... 8x§p_l) 8x(2p b 8x§p) o'?xép)
0 fz(P) 0 fz(P) 0 fz(P) 0 fZ(P) p fz(ﬁ) 0 fz(p) 0 fzp) 0 fz(P)
&xf) 8x(21) &xﬁz) ax;?) '''''' 8x§p_l) &x(zp - 8x§p ) 8xgp )

tel que
fi(j) _ fi(j) (x(l),x(z), . ”/x(P)), i=1,2, j=1,p,
et
xW = (xgl),xgl)), x@ = (xgz),xf)), oL, X = (x(lp),x(zp)).
Alors

1 2
0 & 0 0 0 0 G 0
1 0 0 O 0 0 0 0
0
0O 0 O ? 0 0 _(x;#ﬂ 0
0O 0 1 O 0 0 0 0
B(xM,x®@ .. xP) = :
< | -
0O 0 0 O 0 ? —(ng)z 0
0O 0 0 O 1 0 0 0
x(P)
00 0 0 —Fm 0 0 g
1 1
0O 0 0 O 0 0 1 0
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La Jacobienne autour du point d’équilibre (W, ﬁ, ce, x(P‘l),W) est

0~ 0 0 ... 0 0 -2 9
o) (W)Z

1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 L 0 0 -2
xP) (x(p))

0 0 1 0 0 0 0 0

B(x,x®), ..., x¥D,x0) = :

0 0 0 0 0 L
P (@)2

0 0 0 0 1 0 0 0

__an 1

0 0 0 0 ... (W)z 0 0 ==

0 0 0 0 0 0 1 0

(2.11)

Si A # 1,le point d’équilibre (x0,x®), ..., x0,x0) = (A+1,A+1,..., A+1,A+1),

donc

0 -5 0 0 0 0 -2 0
1 0 0 O 0o 0 0 0
0 0 0 & 0 0 -4 0
0 0 1 0 o 0 0 0
B(x®,x®, ..., 20, x0)) =
0 0 0 O 0 = - 0
0 0 0 O 1 0 0
0 0 0 O -+= 0 0 L
0 0 0 0 0o o0 1 0

Alors, le polyndme caractéristique est
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-A &= 0 0 0 0 -5 0
1 -A 0 0 o 0 0 0
0o 0 -1 - 0 0 -7 0
0 0 1 -4 o 0 0 0
det(B — AI) =
0 0 0 0 -A i -5 0
0 0 0 0 1 -A 0 0
0o 0 0 O = 0 -4
0 0 0 0 o 0 1 =2

- Pour p = 3, la matrice Jacobienne autour du point d’équilibre (x(l),x(z),x(3)) =

(A+1,A+1,A+1)est

0 74 0 0 -7 o0
1 0 0 0 0 0
1 1
B (W/ E,W) = 0 0 0 A+1 A+1 0
0 0 1 0 0 0
0 0 -5 O 0 =
0 0 0 1 0
Ce qui implique que
-A & 0 0 - 0
1 -A 0 0 0 0
0 0 A 1 __1 0
det(B— Al) = A+1 A+l
0 0 1 A 0 0
o 0 -=+& o -2 L
0 O 0 0 1 -A

Alors l'équation caractéristique du B (W, x@), W) autour du point d’équi-

libre (x0,x®,x3) = (A+1,A+1,A+1)est

e (BA+4) , (BA+4) , 1 3
C(A+1) A+1p"  (A+17
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- Pour p = 4,1a matrice Jacobienne autour du point d’équilibre (x(D, x@, x0O), x(4)) =

A+1,A+1,A+1,A+1)est

0 & 0 0 0 0 - 0
1 0 0 0 0 0 0 0
00 0 =& 0 0 - o0
S — 0O 0 1 O 0 0 0 0
B (xa), @ O, x<4>) -
1 1
00 0 0 0 &= -2 o
0O 0 0 O 1 0 0 0
00 0 0 —-&= 0 0 &
0O 0 0 O 0 0 1 0
Ce qui implique que
-A &= 0 0 0 0 - o0
1 -A 0 0 0 0 0
0 0 -A & 0 0 - o0
0 0 1 -A 0 0 0 0
det(B — AI) = 1 1
0o 0 0 0 -A & -5 o0
0 0 0 0 1 -A 0 0
0 0 0 0 - 0 -4 ==
0 0 0 0 0 0 1 -A

Alorsl’équation caractéristique du B (W, x@,x0), @) autour du pointd’équi-

libre (x, x®,x®,x®) = (A +1,A+1,A+1,A +1) est

1 (BA +4) (3A +4) 1 B
(AZ_A+1)(A6_ A Taryt (A+1)3) =

A+1,A+1,A+1,A+1,A+1)est
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0 &~ 0 0 0 0 0 0 - 0
1 0 0 00O 0 0 0 O
0 0 0 ;%50 0 0 0 -5 0
o 0 1.0 0 0O O 0 0 O
-1 1
5 (WW@W@): 0 0 0 0 0 =& 0 0 -5 0
o 0o 0 01 0 0 0 0 ©0
0 0 0 0 00 0 L& -2 0
0 0 0 0 0 O 1 0O 0 0
0 0 0 0 00 -4 0 0
o 0o 0 0 0o 0 0 0 1 0
Ce qui implique que
A &= 0 0 0 0 0 0 -4 0
1 -2 o 0 0O 0 0 0 ©0
0 0 -A & 0 0 0 0 -5 o0
o 0 1 -A 0 O 0 0 0 O
0 0 0 0 -A & o0 0 —-=+&= 0
det(B _ /\I) — A+1 A+1
o 0o 0 0 1 -A 0 0 0 O
o 0o o o0 o0 o -A L L 0
o 0 0 o0 o0 O 1 -A 0 O
o 0 0 0 0 0 -2 0 -2 2
o 0o 0 o0 o0 O o0 0 1 -A

1\ (3A +4) (3A +4) 1
(AZ_A+1) (Aé_(A+1)2 ATy 2_(A+1)3)

Par indication, pour tout p > 3, 1’équation caractéristique de la matrice jacobienne
associée a un systéme d’un nombre quelconque p des équations aux différences
autour du point d’équilibre (W, @, .o, xeD) W) =(A+1,A+1,...,A+1,A+1)

est
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-3
(7 L )p (/\6 _GArd), BArY ), ) —0, (12

CA+1 (A +1)2 A+1p37  (A+1)p

ce qui équivalent a

(/\2— L )p_s—o
A+1) 7

_(3A+4)A4 (3A+4)A2_ 1
(A +1)? (A+1)3 (A+1)3

(A2— L )p_3—o
A+1) 7

ou

Aé

C’est a dire

ou

o 1 . QA+3 1 )_
- - )
Ona

A+3N 1 (24 +3) 1

avay Taeap 0 O WAt =0

4
A (1+A)?

On pose

x=A?
Alors

2A+3
(1+A)?

1 2A +3 1
2 _ 2 _ =
W+ G ag =0 g Yo arAr T aray

(A%)* -

Et par suite

_ 4A+5

Ay 0

Alors
1Q2A+3)+ V4A+5 1 \/2A+3+V4A+5

= — A - 7
N T A+ Ay = AT E A+l

12A+3)— V4A+5 1 \/2A+3—V4A+5

= — /\ ==
=TT AT Ay = e A+1

<

<
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Et donc

1 V@4+3—VZII§ A V&4+3—VZ?I§
2 1+A S 1+A '
1 V&4+3+VZ?I§ 1 V@4+3+VZ?I§
V2 1+A ’ Aé:_ﬁ 1+A '

As =

Remarquons que

1 \/2A+3— V4A +5

Aa =
T2 1+A
1\/5\/2A+3—\/4A+5
) 1+A
1\/4A+6—2\/4A+5
) 1+A
1\/4A+5+1—2\/4A+5
~2 1+A
_1((VAA+5-1)Y)?
2 1+A
A__}Va4+5—1
T2 1+A
Donc
L_1vaa+5-1 _ 1V4A+5-1
T2 1+A YT 2T 1+ A
1 1 V4A+5+1 A__1V4A+5+1
T2 1+A YT 2 1+A

Ce qui implique que les racines de I'équation (2.12) sont

1 1 1V4A+5-1
M= : Ao = - ;o =g,
1+A Vi+ A 2 1+A4
A _ 1V4A+5-1 A__}V@4+5+1 _ 1VEA+5+1
YT 1+ A T2 14 A 7 YT 2 14 A

tel que A4, sont de degré de multiplicité égale a p — 2.

Comme A > 1, on obtient

1

[A1] =|As| =
Vi+ A

<1,
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1 V4A+5-1
|/\3|—|/\4|—§ T3 A <1,
et
1 V4A+5+1
[As| = [Ag] = 5T 1+ A <1

Donc toutes les racines de I'équation (2.12) ont un module strictement inférieur
a 1. Alors d’apres le Théoreme (1.3.1) le point d’équilibre (A +1,A+1,..., A+ 1)

est localement asymptotiquement stable.

(ii) Pour 0 < A <1, il y a des racines qui ont un module supérieur a un, alors d’apres
le Théoreme (1.3.1) le point d’équilibre (A +1,A+1,...,A + 1) du systeme (2.4)

est instable.

(iii) SiA = 1,lepointd’équilibre du systeme (2.4) est(@,@, ) x(f’ D xp)) (THTAT ﬁ),

donc

_ (u=1)?

0 £ 0 0 0 0 2 0
1 0 0 0 0 0 0 0
p-1 _ (u=1)?

0 0 0 & 0 0o -« o
0 0 1 0 0 0 0 0

B(x®,x®@, ..., 20D, x0)) = :
0 0 0 0 0 &l D o

b u
0 0 0 0 1 0 0 0
1 1
0 0 0 0 = 0o 1
0 0 0 0 0 0 1 0

Alors, le polyndme caractéristique est
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I T T S 0 0 & g
IS u

1 =A 0 0 0 0 0 0

0 0 -A &t 0 A i)
b p

0 0 1 -A 0 0 0 0

det(B — Al) = :
_ p=1 o (um1)?

0O 0 0 0 T

0O 0 0 0 1 A 0 0

1 1

0O 0 0 0 5 0 -4 1

0O 0 0 0 0 0 1 -2

- Pour p = 3, la matrice Jacobienne autour du point d’équilibre (x(1>,x(2),x(3)) =

(1, 7) est
el 1y
0 IS 0 U 0
1 0 0 0 0 0
— — — 0 0 0 [ S Vi
B (x1,x@,x3) = i m
0 O 1 0 0 0
—1_ 1
0 0 -@9 0 m
0 O 0 0 1 0
Ce qui implique que
-4 2 0 _w0
# u
1 -A 0 0 0 0
0 0 A plwe1y? 0
det(B - /\I) = u u
0 0 1 -A 0 0
—1_ 1
0 0 -m=m 0 A
0 0 0 0 1 -A

Alors 1’équation caractéristique du B (x(l),x(z),x(?’)) autour du point d’équi-

libre (W, x®@, @) = (u, U, ﬁ) est

W w w
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- Pour p = 4,1a matrice Jacobienne autour du point d’équilibre (x(D, x@, x0O), x(4)) =

(U, H%l) est
0 £ o o 0 0 &
u u
1 0 0 0 0 0 0 0
000 0t o o -ET
I 0 0 1 0 0 0 0 0
B (xa), x@ x0) x<4)) - ,
0 0 0 O 0 &l b o
p u
0 0 0 O 1 0 0 0
1 1
0 0 0 0 -5 0 0o 1
0 0 0 0 0 0 1 0
Ce qui implique que
B B 0 0 -w»
H H
1 -A 0 0 0 0 0 0
g el w1
0 0 -A K 0 0 0
e U T B 0 0 0
e T S S (TS L
u u
0O 0 0 0 1 =A 0 0
1 1
0 0 0 0 -5 0o -A 1
O 0 0 0 0 0 1 A

Alors1’équation caractéristique du B (W, x@,x®), @) autour du point d’équi-

libre (W, x@ %), @) = (u, W, 1, ﬁ) est

p-1 2u* -1 WAt —3u+1 (u -1y
(AZ_T)(A6_( e e ET

(1, 1, 75) est
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0o 0 0 0 0 o o kX
! i
1 0 00 00 0 0 0
0 0 0 2 0 o 0 0 (w12
# b
O 0 1 0 0 O 0 0 0
a1 _ 1y
B (x®, @, x0), x®,x5)) = 00 0 0 0 = 0 0 =
00 0 0 1 0 0 0 0
00 0 0 0 0 0 &l W
T r
0 0 00 0 O 1 0 0
1
00 0 0 0 0 -5 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
Ce qui implique que
-4 20 0 0 0o 0 0o &% o
1 -A 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 -A &£ o0 o0 0 0
H u
0 0 1 -A 0 0 0 0 0 0
0o 0 0 0 -A £ 0 0 e
d@t(B—/\I)Z ¢ 4
o 0 0 0 1 -A 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 iy H;l _(y;l)2 0
o 0 0 0 0 0 1 -A 0 0
0 0 0 0 0 0 L 9 ) 1
p(u=1)
o 0 0 0 0 0 0 0 1 -

2 2 3 2 2
p-1 2p—1 wAp—3u+1 (u—1)
(AZ_T) (Aé_( 2 )A4+( e S

Par indication, pour tout p > 3,1"équation caractéristique de la matrice jacobienne
associée a un systeme d’un nombre quelconque p des équations aux différences

autour du point d’équilibre (W, x@ . xpD), W) = (U, .l ﬁ) est
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-1\ 2u2 -1 342 -3u+1 —1)?
L R R

ce qui équivalent a

u

ot 2 3. ,.2 2
2uc -1 -3u+1 -1
16 (”uz ) 4+(u +uy3 p ) 2_(uH3) o

C’est a dire -

—1\"

e

u

ou ) )
-1 -1
(A—1)(A+1)(A4—(“—2)A2+(’“’ 3)):0.
i
Ona
#2_1 (‘u_l)z #2_1 ([.1—1)2

A4—(7)/’\2+T:O & (A?)? - > (A)? + e =0
On pose :

x = A2
Alors :

2_1 ( _1)2 2_1 ( _1)2
(/\2)2—(#7)()\)2+y—3:0 & xz—(”yz )x+ MW - 0.
Et par suite
A=p@*u-1*>0

Alors
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-1 -1
X1 = H > = /\3[4 = =% H
H ¢
-1 -1
xz—‘u— = Asg== S
¢ H
Et donc
-1 -1
U Lmby PR
¢ ¢
-1 -1
A5 = [U_’ A(, = — M—
H H
Ce qui implique que les racines de 'équation (2.13) sont
-1
M=, ha=1, ho= YT
v
V-1 -1 -1
Ay =~ = P P [ P
¢ ¢
tel que A5 sont de degré de multiplicité égale a p — 2.
Comme pu > 1, on obtient
Ml =12 =1,
Vu-1
ol = 11sf = Y= <1,
u
et
-1
el = el = /== <1.

D’une part le module de quatre racines est strictement inférieur a 1, d’autre part,
on a deux racines de module égale a 1. Alors on ne peut rien dire sur la stabilité
du point d’équilibre (W, @, oo, xtrmh) ﬁ) = (Ut 1, Ll)'

H —_—

Pour continuer notre démonstration, on va utiliser le lemme suivant

Lemme 2.3.2 Soit {(x,(f),xff),...,x,(f ))}n>_1 une solution du systeme (2.4). Alors, s'il

existe s € {-1,0,...}, tel que pour n > s,xfll) > W,xf) > @,...,xflm > x®) (resp :

M

D < x0, ¥ <« x@ 3P < x®) la solution {(x,(ql),xf),...,x,(f))} tend vers le point

d’équilibre positif (W, x@,.., W) du systeme (2.4) lorsque n — +oo.

Preuve. Soit {(xf}), x,(f), ceey x(,f ))}nz_l une solution positive du systeme (2.4), tel que
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WD, DT, T, nxs, @19

n =

Ous € {-1,0,...}.

On va montrer que
lim (x0,29),_,2%) = (0,38, ..., 7).

D’abord, montrons que

lim x,(f) = x(D),

n—+oo

Alors, du systéme (2.4) et de la relation (2.14), on obtient

M o)

) X1 n-1
X, =A+——=<A+ , n>1. (2.15)
" Pag x®
On pose
U = A+ 2L s, (2.16)
x®)
tel que
Us = xgl), Usyq = xgl, se{-1,0,...}, n>s. (2.17)

Alors la solution u, de 1’équation aux différences (2.16) est comme suit

Uy = Up + Uy,

uy, : est la solution de I’équation homogene.
tel que

u, : est une solution particuliere de 1’équation (2.16).
De I’équation (2.16), on a I’équation homogene

Up—1
Uy — — =0.
x®)

Alors, le polyndme caractéristique de 1’'équation homogeéne est

Az—izo.

x®)
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Et donc

1

ez

Alors, la solution de I’équation homogeéne est

A1,2 =+

n n

u [ ! )( ! )

h: 1 2_ .
Vx® x)

D’autre part La solution particuliére est sous la forme
u, = Acs.

Comme u, est une solution de 1'équation (2.16), en substituant sa valeur dans

(2.16), on trouve

Ac c
AC3—:3:A = C3—:3:1.
x®) x®)
Ce qui implique que
x®
C3 - — 7
x® —1
et par suite
Ax®
Uy = —
x® —1
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alors

n n
:( 1_] +CZ(_ 1_] )
Vx® Vx®)

Par I'utilisation des deux relations (2.15) et (2.16), on obtient

D

1) M1 Up
Xppg ~ Une1l = @ 0
X, x\P
Ce qui implique que :
)
X . — Uy
xfll gy < 2L n>s. (2.18)
x®)

Par conséquent, d’apres les relations (2.17) et (2.18), on a :

1 1
x51421 — Uy <0 = xijl < Uy, N>5S,
c’est-a-dire
0 < > 2.19
X, < Uy, n>s. (2.19)

Par passage a la limite de la relation (2.19) on trouve que
lim ¥V < lim u, = xO, (car x® > 1). (2.20)
n—+00 n—+o0
Par hypothese et d’aprés (2.14), on a

lim x> xO), (2.21)

n—+00
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de (2.20) et (2.21), on aura

lim xﬁll) = x(),

n—+00

De la méme maniére, on peut montrer que

lim x? =x®,..., lim 1% = x®.

n—+oo n—-+o00

(2.22)

(2.23)

De (2.22) et (2.23),1a solution { (xﬁll), X2, xﬁlp ))} tend vers (W, x@, ..., W) lorsque

n — +oo.

On peut voir aussi que si x{’ < x0, ¥ < @, 1%
{(x,(}), xff), ... ,x,(f))} tend vers (W, ﬁ, .. ,%) lorsque n — +oo.

Ce qui termine la démonstration du lemme. m

< x¥), pour n > s alors

Pour illustrer les résultats de ce Théoréme, nous considérons 1’exemple numérique

suivant

Exemple 2.3.1 1. Soient A = 2 et p = 3 dans le systéme (2.4), alors on obtient le systeme

1) ) 3
X X X
W o=yl @ oy Tl O o Tl e N

- ’ - ’ - 7 (224)
n+1 .X'ff) n+1 x1(13) n+1 xglz)
m_3.m_2 o_3 o_18 5_42% o_7
Supposons x| = §'x0 = E’x‘l = E,xo = Z'x‘l = g,xo =3
Alors, on obtient la représentation graphique suivante
. 1 R , 5
2. Soient A = 5 et p = 4 dans le systeme (2.4), alors on obtient le systeme
M @ ®) 4)
o _1 XYa o 1 XY @ 1 XY @ 1 X
X7 ==+ , X7 ==+ , ox ==+ , X ==+ n € Ny
n+1 2 x}(14) n+1 2 x£14) n+1 2 x1(14) n+1 2 x1(13)
(2.25)
Supposons x(_li =2, xél) =32, x(_zl) =9, xéz) =10, x(_al) =4, xé3) =17, x(_41) =7, ng) =5.

Alors, on obtient la représentation graphique suivante
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35
XD
n
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n
Xx®
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Ficure 2.2 — Ce graphique représente le comportement asymptotique de la solution du
systeme (2.24)
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Ficure 2.3 — Ce graphique représente le comportement de la solution du systeme (2.25)
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24 Le comportement asymptotique des solutions posi-
tives
Dans cette section, nous donnons et prouvons quelques résultats concernant le

comportement asymptotique des solutions du systeme (2.4), lorsque 0 < A <1,A =1

et A>1.

241 CasO<A<1:

Théoréme 2.4.1 Supposonsque0 < A < 1let {(xf}), xf), ceey x,(f ))}n>_1 est une solution positive

du systeme (2.4). Alors,

(i) Si
<1, AV > 1_1A, i=1,2,...,p. (2.26)
Alors
limx), =4, limx, =co, i=12..p
(ii) Si
xg)<1, xY)1> 1—1A' i=12,...,p. (2.27)
Alors
limx)  =co, limxy =4, i=12..p
Preuve.

(i) D’apres le systéme (2.4), pouri=1,2,...,p—1,0na

(@) ®)
‘ X x
W=A+— W=y =L

®’ 1 -1
Xy Xo
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Comme x(_l)1 <1,i=1,2,...,p (d’apres (2.26)), alors

; 1
(i) L () :_ _
X <A+x(p), Xy <A+x(p_1), i=12,...,p-1
0 0
De plus, d’apres (2.26), on a
») 1
X, >1—A:>x((f)<1 A,
et
(-1 1 1
X, >1—A:>xg’_1)<1 A
Ce qui implique que

W<A+(1-A)=1, i=12,...,p.

D’autre part, d’apres (2.4), pouri=1,2,...,p—1,0ona

(0 p)

‘ x X
W=A+ L oy O
2 x(P) 2 x(P_1)
1 1
comme
AP <1 et xip_l) <1,
alors
1
T >1 et =y >1,
x; x]

ce qui nous donne

(1) () (1) . _
Xy >A+x) >xy, i=1,2,...,p,
alors

; 1
i:1,2,...,p(car Xg) > m)
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Par indication, pour n = 0,1, ..., on obtient

() ()
Xy g < 1, Xy, > -

Du systeme (2.4), pouri=1,2,...,p—1,0na

@ )

X X
l) _ 2n-2 (p) 2n-2
=A+ = X A+x<p—1)'
x2n 1 2n-1
et d’apres (2.28), on a:
(p) (r-1)
Xy 1<1 et x, 1<1,
alors
1
= >1 et =y >1
X1 Xon-1
donc

(l) >A+x(2?1 , i=1,2,...,p.

Par la répétition des mémes étapes, pouri=1,2,...,p — 1, on obtient

)

Xon-a (1) ()
x >A+x L, =2A+ = >2A+x, ,>3A+x,, >,
x2n—3
(p)
(P) @) ()]
>A+x2n2 2A + )>2A+x2n4>3A+x2n6>
2n3

Remarquons que, pouri=1,2,...,p

D> A+ x(z’() >2A + xz’() > 3A + xg()n_s) > .o > 1A+ x(zi()n_n),

x(l) > nA+x(Z) i=12,...,p.

Par passage a la limite, lorsque n — oo, on obtient

limxg’)1 =00, 1=12,...,p.

n—oo
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D’autre part, et du systeme (2.4), pouri=1,2,...,p—1,0na

(¥ )

X
— 2n-1 (p) _ 2n-1
21’l+1 A + (p) 4 21’l+1 A + (p—l) °
211 x2n

De (2.28) et par passage a la limite des deux membres des deux égalités précé-

dentes lorsque n — oo, et par 'utilisation du fait que x(zlz_l <1, i=12,...,p,on

aura
lim x) | <A+ lim 3), i=12,..p-1,
et
lim ), <A+ lim D

Et par suite, pouri=1,2,...,p, on trouve

lim x(z’; a=4 (car lim x(p ) =00, lim x(;l_l) = oo).

n—00 n—00 n—oo0

(ii) D’apres le systeme (2.4), pouri=1,2,...,p—1,0na

0 N
=4+ (1>’ X = A+ o5
x
0

(p)

comme x( <let x <1 (d’apres (2.27)), alors

()

x ) > A+4" >x(l) i=12,...,p.

De plus, d’apres (2.27), on a
- 1
D s

i=1,2,...,p,

ce qui implique que

i=1,2,...,p.
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D’autre part, de (2.4), pouri=1,2,...,p—1,0ona

() )

. X X,
W=A+2, P=aq ,
2 x(v) (P 1)
1
comme x(l) <1, i=1,2,...,p, alors
X0 1 X0
<A+ —, <A+ , 1=12,...,p-1,
(p) x(p 1)
X 1
ce qui nous donne
W< AvA-A)=1, i=12,...,p @m ﬂ@>1_A,xf”

Par indication, et pour n = 0,1, ..., on obtient

0 1

Xon-1 =~ 1A

Du systeme (2.4), pouri=1,2,...,p—1,0na

(@) @)
X X
(l) _ 2n-1 (p) _ 2n-1
2n+1 A + (») 4 2n+1 A + (p-1)
x2 X,
n n

et d’apres (2.29), on aura

>1,

—>1, et oD
2n Zn

donc
(1) () . _
2+1>A+x o i=1L2,...,p.

Par la répétition des mémes étapes, pouri=1,2,...,p —

()

2n+1 1 () 2n-3

x2n—2
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XD <1, i=1,2,...

1, on obtient

X ,
el >A+x2n =2A+ 23 S 2A+xD s34+ > ...

2n-5

)
1-A)

(2.29)
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v
(P)

X
>A+x(”) =2A + 2” 3504 4+ 4P

»)

Xon+1 = g > A+ Xy o>
2n 2
Remarquons que pouri=1,2,...,p
(l) (@) (@) (@) (@)
Xy > A+ X, O@)-1] >2A +x,, (@21 >3A+x e >kA+x, .
Il est facile de voir que
2n + 1
2n=2k-1=k=
2
donc
) 2n+1 (@) -
i TA+x0 , 1=1,2,...,p.
Par passage a la limite, lorsque n — oo, on obtient
limx? =co, i=1,2,...,p
ey 2041 ’ r&re s P
D’autre part, de(2.4), pouri=1,2,...,p—1,0na
) »)
l)_A+x2n2 MO A+x2n2
P r Ko (-1’
2n-1 2n-1

par l'utilisation de (2.29) et par passage a la limite des deux membres des deux

égalités précédentes lorsque n — oo, et par lutilisation du fait que x,, O ,<1, i=

1,2,...,p,on aura

lim x® <A+l1mL,

nsoo 2N n—00 x(P)
2n-1

et

(»)

lim Xy,

n—oo

Et par suite, pouri=1,2,...,p, on trouve

()

lim x,

n—00

lim x(l) A, (car

n—00
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n—oo

i=1,2,...,p-1,

1

(p -
2n 1

2n—-1

n—00

=00, limx¥7Y = 00).
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Ce qui termine la démonstration du Théoreme.

242 CasA=1:

Dans ce cas, nous prouvons que chaque solution positive du systeme (2.4) est bornée

et permanente.

Théoreme 2.4.2 Supposons que A = 1. Alors, toute solution positive {( M x2, .. .,x,(f))}w_1

du systeme (2.4) est bornée et permanente.

Preuve.
Soit {( (2) ey xilp ))} une solution positive du systéme (2.4). Il est clair que
W>1, 0= 1,2,...,p pour n>1.
Alors on a
(0 K ;
X € K’H' j=12,...m+1, i=12,...,p,
ou
K = min a,i >1, a= min (P, %2, ... ¥, B = max D X K
p - 1 1<jsm+1 1 7 J 1<jsm+1 1 ) ]
Donc, pouri=1,2,...,p—1,onaura
0 £ K o O K
1 _ _ m
K<x/, 1+—(p) SK-T K<x, ,=1+ (pl)SK 1’
m+1 m+1
car
K<< =1,2,..
xm = K 1 1 7~y p/
®) K K-1 1 l
K§xm+1§K_1:> X Sx(’”) SK’
m+1
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et
(-1) K K-1 1 1
K<x, , SK—l = X Sx(”_l) SK'
m+1
Par indication, on trouve que
‘ K
@ = =
X; G[K’K—l]' j=12,..., 1=12,...,p

Ce qui termine la démonstration. m

243 CasA>1:

Dans ce cas, nous prouvons que le point d’équilibre positive du systéme (2.4) est glo-

balement asymptotiquement stable. Pour prouvez la stabilité globale du point d’équi-

libre, nous avons besoin du Lemme suivant.

Lemme 2.4.1 Supposons que A > 1. Alors, toute solution positive{(xn ,

@ xﬁlZ), )

du systeme (2.4) est bornée.

Preuve.

(p-1)

I

22h) .

Soit {(xill), xf), ey xif’_l), xg’))} une solution positive du systéme (2.4). Il est clair que

xff)>A>1, pour n>1, 1=12,...,p.

De (2.30), comme x” > A,x"™V > 4, pouri=1,2,...,p—1,0naura

(@) (@) ) x(p)

. X X
XD Ayl 4D :A+Z—_1<A+nT_1 nx1

(2.30)

(2.31)

(2.32)
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tel que

uszxg), us+1:x(i) se{-1,0,...},n>s, i=1,2,...

s+17

Alors, la solution u,, de I'équation aux différences (2.32) est comme suit

Uy = Uy + Uy,

avec

uy, : est la solution de 1’équation homogene,

u, : est une solution particuliere de 1’équation (2.32).

De l'équation (2.32) on a I'équation homogene

Up—1
Ups1 — A =0.

Alors, le polyndme caractéristique de 1’'équation homogeéne est

1
AP—==0,
A
donc
1
/\1,2 = +—.
VA

Alors, la solution de I’équation homogeéne est

= 0

(—Lﬂn+éﬁtui—y i=1,2
1 VZ 2 \/Z 7 7 7

D’autre part la solution particuliere s’écrit sous la forme

Uy

u, =Acg), i=12,...,p.
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Comme u, est une solution particuliéere de (2.32), en substituant sa valeur dans (2.32),

on trouve ,
@@

o Ac (i) ;
AC3 _T:A:(A_l)CS :A/ 121/2/--'/p/

ce qui implique que

i A
=4
par suite e
A
D’ou

ﬂ=A+%=:m1—%)=A
Alors
[42
AT
d’ou

1N o 1Y
(@) (@) - :

U, =¢ +c/|— +u, 1i=1,2,...,p.
! (VA) 2( VA) P

Par 1'utilisation des deux relations (2.31) et (2.32), on obtient

() ()
() _ % Un ®) X Uy

X

n

ce qui implique que

Par conséquent, de (2.33) et (2.37), on a

@

n+1

@

X~ U1 <0=x . <uyq, n>s i=12,...,p
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n+1 n+1 Y n+1 n+1 1 s
x}(f) A x(P ) A
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c’est a dire

xﬁ?éun, nx>s, 1=12,...,p. (2.38)

De (2.30),(2.35) et (2.38), pouri = 1,2,...,p on obtient

. 1\ , 1 \" A2
A<xf§)§c§1)(ﬁ) +C(21)(_\/Z) AT

ou

1
2

( 2(x +\/_x(l) 1+\/_) ) =

- v 2 ).

En effet, de (2.33) et (2.35), pouri=1,2,...,p,ona:

AZ . C(Z) —
+—— et x!

(1) @ = +
A-1 1 VA A-17

)

C+C

ce qui implique que pouri=1,2,...,p, on trouve
q pliique que p P

= i ), =L - A )

Théoreme 2.4.3 Supposons que A > 1. Alors, le point d’équilibre positif du systeme (2.4) est

globalement asymptotiquement stable.

Preuve.

D’aprés le Théoreme (2.3.1), le point d’équilibre positif du systéme (2.4) est locale-
ment asymptotiquement stable pour A > 1. Alors il nous reste qu’a montrer qu'’il est
globalement attractif. C’est a dire :

hm((l) X2 (”)) A+1,A+1,...A+1).

n—00
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Pour cela, on va montrer que

limxl =A+1, i=1,2,...,p.

n—oo

Au moyen du Lemme (2.4.1), on pose

L; = lim supx,(f), m; = lim infx,(f), i=1,2,...,p.

n—oo n—oo

Alors, de(2.4) et (2.39), on obtient

L; L, :
Li<A+—, L,<A+ , 1=1,2,...,p—-1,
mp mp_l

en effet, d’apres le systeme (2.4) on a :

@ v)

. X X
B e A () B S i=12,...,p-1,

n+1 xff) 4 n+l x,(f_l)’
alors, pouri=1,2,...,p -1, on trouve
(@) )
, X X
o _ n-1 » _ n-1
supx, ., =sup (A + D) ), supx,,, =sup|A+ o
n n

Donc, pouri=1,2,...,p — 1, on obtient

@
L; = lim sup W = lim sup xs)ﬂ = lim sup|A + ),

n—oo n—oo n—oo xff)

v

n+1

L, = lim sup x,(f) = lim sup x
n—oo

n—oo

= lim sup|A +

Il est évident que
@

)

(@) P
x’ <supx,, i=12,...,p
et
1 1 - . - 1
xflp)zinfx,(f)zTS = P> infal TV o o <
x infx) x,}
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et par suite

x(i) 0] x(p) »)

sup x sup x
A+ S <A+~ . L b <A+ p(;:l)’ 1=12,
X, inf x,, X, inf x,
alors
() ()
sup x sup x
Li<lim[A+ 20| L <lim|A+ 0| i=1,2,.
n—o infx,” n—00 infx,”
donc

L; L, .
Li<A+—, L, <A+—— i=12,...,p-1
m
D’autre part on a

m; m .
m2A+—, m2A+—, i=12,...,p-1,
L, L,

en effet, d’apres le systéeme (2.4), pouri=1,2,...,p—1,0na:

0] )

. X
(N “n-1 P _ n-1
xn+1 =A+ )’ xn+1 =A+ (-1’
xn xn

alors

n+1 n+1

(»)

X x(p—l)

n

Donc, pouri=1,2,...,p—1,0ona

(@

m; = lim infx?” = lim infx?” . = lim inf| A + %=L |,
n—oo n—oo n+l n— o0 x(P)
n

®)

T . (p) 1 . (p) RT . n-1
m, = 7111_)1’](.;10 infx,” = %E?o infx' = %13)10 inf| A + x(p_l)].

n

Il est évident que

0 > infx,(f), i=1,2,...,p,

xn—l =

60
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. X X
infx? = inf (A + ”—_1J, infx? = inf (A + ], i=1,2,..

,p=1,
op-1,
Lp—1L
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et
®) w _, 1 1 (p-1) (p-1) 1 1
x) <supx) = = 2 o x) ) <supx) T = o 2 =
X, sup x, X, sup x,
et par suite
(@) 6) ) e (p)
X~ inf x X~ infx
A+ S > A o A+ Tz A o i=12,.,p-1,
x,} sup x,’ x,) sup x,’
alors
: (1) : )
infx inf x )
m; > lim A+—'Em, m, > lim A+ﬁ, i=12,...,p-1
n—oo sup xn n—oo sup xn
Donc
m; m .
m>A+—, m>A+——, i=12,...,p-1
L, L,

Des relations précédentes on a
AL, 1 +m, <myL, 1 < Am, +L,1, AL,+m, 1 <m, L, <Am,1+1L,,
ce qui implique que
ALp_l +m, < Amp + Lp—lz

et

ALP +m,q < Amp_1 + Lp.

Alors
A-1D(Lyp1—-my) <0, (A-1)L, —myq1) <0,

comme A > 1, on obtient

Ly.y <my et L, <my .

De (2.39), il est clair que

my, <L, et my, 1 <Ly 1.
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Alors

Lya<m,<L, L,<m,1=<Lyy,
Ly =L, =my 1 =m,.
Des les méme argument, pouri=1,2,...,p—2,0na
Lim, < Am, + L;, m;L, > AL, + m;,
ce qui nous donne
Li(m,—-1) < Am,, AL, <mi(L,-1), i=12,...,p—-2.
Comme L, =m,, pouri=1,2,...,p—2,0na
Li(L, = 1) < mi(L, — 1),
donc, pouri=1,2,...,p — 2, on obtient

Li <m,.

) @2 -2 . ..
Tant que x; ), x,(1 ), e, xﬁf’ ) sont bornées et my, my, ..., M, » sont des valeurs finies, alors

Li=my, 1=12,...,p-2.

Alors

lim infxff) = %1_{1010 sup xff) = %1_{{)10 x,(f), i=12,...,p.

n—0o0

D’otu1 toute solution positive {(x,(}),xf), e ,xff _1),x§f7))} - du systéme (2.4) tend vers le
-

point d’équilibre positif.
Ce qui termine la démonstration.
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CHAPITRE 3

COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE
D’'UNE EQUATION AUX
DIFFERENCES DU TROISIEME ORDRE
AVEC DES PUISSANCES ARBITRAIRES

3.1 Introduction

Notre objectif dans ce chapitre est]’étude du comportement asymptotique del’équa-

tion aux différences du troisiéme ordre avec des puissances arbitraires

y L nelN
n+l — 7 7
B+ VyZ—1yZ—2

ou «a,pB,y,p,q sont des nombres positifs non nuls et les valeurs initiales y_,, y_1, yo sont

des nombres positifs.
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Dans [10], EI-Owaidy et al. ont étudié le comportement global de 1’'équation aux

différences suivante
aXy—1

p 7
ﬁ + yxn—Z

avec des parametres positifs non nuls et des valeurs initiales positives.

neN, (3.1)

Xn+1 =

En généralisant les résultats d’El-Owaidy [10], Chen et al. [3] ont étudié le compor-

tement asymptotique de I’équation aux différences rationnelle suivante

AXy—k

Mk e, (3.2)
p+ VxZ—l

Xn+1 =
ouk, ! € IN,les parametres sont des nombres positifs et les valeurs initiales x_ max(k 1y, - - -, X-1, Xo
sont des nombres positifs non nuls.

Dans ce chapitre, nous généralisons les résultats concernant les équations (3.1), (3.2)

a I’équation aux différences

Xn+1 = %/ ne N/ (33)
p+yx, 1%,

cette équation se ramene a 1’'équation aux différences

Yn+1 = 7 7 n €N, (34:)

p+q o
en utilisant le changement des variables x,, = (;) Yy avecr = 5

Ainsi, au lieu de I'équation (3.3), on étudiera I"équation (3.4).
3.2 Stabilité locale des points d’équilibre
Dans cette section nous étudions la stabilité locale des points d’équilibre positifs de

I'équation (3.4).
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Le Lemme suivant donne les points d’équilibre positifs de 1"équation (3.4).

Lemme 3.2.1 Nous avons les cas suivants pour les points d’équilibre de I'équation (3.4).
(1) yo = 0 est toujours un point d’équilibre de I'équation (3.4).
(ii) Sir > 1, alors I'équation (3.4) admet I'équilibre positif y; = (r — 1)ﬁ.

(iii) Sir < 1et p—}rq est un entier positif pair, alors I'équation (3.4) admet I'équilibre positif

Yo =(r— 1)P+ﬂ qui est toujours dans l'intervalle 10, 1[.

Preuve. Par définition du point d’équilibre on a i est un point d’équilibre de I'équa-

tion (3.4) si et seulement si

_ 1y
1+t

y

ce qui nous donne

_ r _
)

Alors
=0 oubien 7=(- 1)!’%‘1 (cette valeur doit étre positive).
oSir>1,1y1 =(r— 1);71 > (0, donc il est un point d’équilibre de ’équation (3.4).
eSir<1,onposer= %telquen,m >0, n<m,

alors
n n—m
r—-1=—-1=
m m

< 0.

. el ] L
Pour tout entier positif pair -, (r—1)7 >0,
d’autre part

m-—n
0<

<1 (car m > n),

alors 1

o<(m1) <
m

1 .
Comme - est pair, alors

1 1
(m—n)rTq _(n—m)ﬁ
m m ’
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d’ou 1
0< (Tl—m)pw <1
m

par suite

0<(r—1)m <1.

un entier positif pair y, = (r — 1)%”%7 est un point d’équilibre de

Dong,sir < 1 et
p+

I’équation (3.4) qui est toujours dans l'intervalle ]O, 1[.

Ce qui termine la démonstration du Lemme. m

Théoréme 3.2.1 Nous avons les résultats suivants pour I'équation (3.4).
(i) Sir<1,alors le point d’équilibre nul est localement asymptotiquement stable.
(ii) Sir > 1, alors le point d’équilibre nul est instable.

(iii) Sir =1, alors le point d’équilibre nul est un point non-hyperbolique.

(iv) Supposonsquer > 1etsoitg < I —1+1 5-4 Q . Alors lepoint d’équilibre
pp q q P » p q

ositify; = (r—1 i est localement asymptotiquement stable si
P y ymprotig

a=p

ou
r

]9<q<;9+2r_1

(v) Supposons quer €]0, 1] tel que pqu est un entier positif pair. Alors le point d’équilibre positif

Yo = (r— 1)#% est instable.

Preuve.

L’équation linéaire associée a I'équation (3.4) autour du point d’équilibre 1y = 0 est

Zn+1 = PoZn + P1Zu—1 + P2Zu-2,
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tel que

of

_ of
Po= (921

af
Pl—a—zz

(0,0, 0) =17, pz = 8_23

(0,0,0) = 0, (0,0,0) = 0,

avec
f: 10,400  — 10, +00]

rzZq

1+ 202

(21122/ 23) —

Alors, I’équation linéaire associée a 1’équation (3.4) autour du point d’équilibre 1, = 0
est

Zus1— 12, =0, n=0,1,..., (3.5)

le polyndme caractéristique de 1’équation (3.5) autour du point d’équilibre 5 = 0 est
A=r=0,

alors, la racine du polynéme caractéristique est

D’apres le Théoreme (1.2.8) de la stabilité par linéarisation, on a
esir <1,alors A <1 et par suite 1y, = 0 est localement asymptotiquement stable,
esir>1,alors A > 1 et par suite y, = 0 est instable,
esir=1,alors A =1 et par suite yy = 0 est un point non-hyperbolique.
Ce qui termine la démonstration de (i), (ii) et (iii).

— il
Pour montrer (iv) on va supposer que r > 1, et on va montrer que y; = (r — 1)7* est

localement asymptotiquement stable si

"
g<p ou p<q<p+2m.
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L’équation linéaire associée a I'équation (3.4) autour du point d’équilibre y; = (r -

1
1)+ est

-1 -1
zn+1—zn+p(rr )zn_1+q(rr )zn_Z:O, n=0,1,..., (3.6)

le polyndme caractéristique de 1’équation aux différences (3.6) autour du point d’équi-

libre 1 = (r — 1)77 est

A3—/\2+p(%)/\+q(r;l):o. (3.7)

Selon le Théoréme (1.2.10) et I’équation (3.7), on aura

r—1 r—1
ar = —1, 041:;9( . ) et aozq( . )

D’abord, on va montrer que

r—1 r—1
F1+q(r )<1+p(r y
c’est a dire
r—1 r—1 r—1
() < tea(5) <1 (50)
Pourg<p,ona
r—1 r—1
C](T)SP(T), (car r>1)
alors
r—1 r—1 r—1
1) s mtep(5) <1ep(50),
Donc

—1+q($)<1+p(1’_1).

r

Comme g < p, alors —p < —g < g, donc

—p(r_1)<q(r;1), (car r>1)

r
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par suite

et

—1—p(r;1)< 1+q(rr1)<1+p(r_1 .

7 1 1/
D’autre part, sip<g<p+ 2r on aura

1/

alors

<)

Comme p < g, alors —p < g (car p,q > 0)

op(5) <),

—1+q(r

donc

par suite

—1—p(r;1)< 1+q(rr1)<1+p(r_1).

Donc dans tous les cas

|0(2+6¥0| <1l+am.

Maintenant, on va utiliser le fait que

multipliant les deux membres de (3.8) par i , on aura

alors

(3.8)
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par suite
r—1\ 1> (1 r—1y)
([1(5-)+2) (z 5‘”‘?(7))
Donc
) )3 <3 6-9(5)
d’ou

C’est a dire
ag +ay — apas < 1. (3.9)

De (3.9), on aura

a;<l-aj—ay (ar ap=-1)

donc

d’ou

c’est a dire

1+3q(#)<3—p(r_1), (3.10)

alors

—3+p(%)<—1—3q(r;1). (3.11)
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De (3.10) et (3.11), on aura

sl (e oolF) e on oo

ie

|a2 - 30(0| <3-a.

Donc d’apres le Théoreme (1.2.10) et le Théoréme (1.2.8), y; = (r — 1)P+‘1 est localement

asymptotiquement stable.
Ce qui termine la démonstration de (iv).

— R
Pour montrer (v), on suppose que v < 1 et on va montrer que vy, = (r — 1) est

instable.

L’équation linéaire associée a I'équation aux différences (3.4) autour du point d’équi-

libre 7 = (r — 1)71 est
Zpsl — Zn + p(%)zn_l + q(%)zn_z =0, n=0,1,..., (3.12)
alors, le polyndme caractéristique de I’'équation (3.12) autour de v, = (r — 1)!1174 est
pE A2+p( 1)/\ q(r_l):o, (3.13)

si on définit la fonction g telle que

g: 10,+00o[ — ]0,+00[
A - - /\2+p( 1)/\ q(r_l)

alors, il est clair que

r

g(1) = <0, cr pg>0 0<r<l,
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et

lim g(A) = +oo.

A—>+00

Donc, d’apres le Théoreme des valeurs intermédiaire, il existe au moins un A* €]1, +oo[

tel que g(A*) = 0, et alors g(A) admet au moins une racine dans l'intervalle |1, +oo[.
Par suite, par 1"utilisation du Théoreme (1.2.8), alors v, = (r — 1)r117ﬂ est instable.

Ce qui termine la démonstration de (v). m

3.3 Le comportement asymptotique des solutions posi-

tives

Dans cette section, nous donnons et prouvons quelques résultats concernant le

comportement asymptotique des solutions de I'équation (3.4).
Théoréme 3.3.1 Chaque solution de I'équation (3.4) est bornée.

Preuve. Soit {y,} . , une solution de I’équation (3.4). Pour montrer ce Théoreme,
on va supposer que cette solution n’est pas bornée supérieurement. Alors, il existe une

sous-suite {V,,+1},,5, tel que

lim n,, =00, lim y,, 41 = oo,
n—oo

n—oo

et

Yn,+1 = max{y, :n <mn,}, pour tout m >0. (3.14)
De I’équation (3.4), on aura

rynm

Yny+1 = —————— — oo, lorsque m — oo.
1+
Yi-1Yu,—2

Alors de (3.14) on obtient y,,, — co. De méme on peut obtenir y,,,.1 — o0 ou y,,,_» —

lorsque m — oo.
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Par conséquent, pour tout m > 0, m suffisamment grand, de (3.4) et (3.14), on obtient

ynm(r - ]‘ - yzm—]yzm_Z)

<0
p q 4
1 + :Vnm_liynm_2

O < y”m+1 - y”m =

qui est contradictoire avec notre supposition.

Alors, la solution {y,},._, est bornée. m

Théoréme 3.3.2 Supposons que r > 1 et {y,},._, est une solution de I'équation (3.4) de telle

sorte que pour certains ny € IN, si
—_— p+a
Yo >y1= Nr—1 pour n>ng,

ou

Vu<yi= "Nr—1 pour n>n.
Alors, pour n > ngy + 2, la suite {y,} est monotone, et

lim y, = 5.
Preuve. Supposons que pour certains n > 1,
Yo > Y1 = -1
soit vérifier. Alors, pour n > ny +2(ie n—2 > ny), on aura
Yo > Y1, Yn1 > Y1, Yn2 > Y,

alors

p q —Ptq
Yo1Yno = Y1

Yy Yy —
Y y_p+q:yn (car Yy " =r-1).

<
T+y yl, 1+W

Yny1 =
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Donc

Yne1 < VY, Yn>mng+2.
Alors {y,} est monotone pour tout n > ny + 2.

Maintenant on va montrer que

lim v, = 1.
De I’équation (3.4), on aura

Yns1 (1 + yZ_lyZ_z) = Y, (3.15)

par passage a la limite des deux membres de l’équation (3.15) lorsque n — oo, on obtient

[y 1+ 2,512)] = fim 610
si on pose %1_{2 Y, =1, alors (3.16) devient
I(1+ IP77) =1l,
ce qui implique que
I=(r—1)m = 7.

On peut prouver le deuxieme cas de la méme maniére que précédemment. m

Dans le théoreme suivant, nous prouvons que le point d’équilibre nul de I'équation

(3.4) est globalement asymptotiquement stable dans le cas ou r < 1.

Théoreme 3.3.3 Supposons que v < 1. Alors le point d’équilibre nul de I'équation (3.4) est

globalement asymptotiquement stable.

Preuve. D’apres le Théoreme (3.2.1) le point d’équilibre nul est localement asymp-
totiquement stable. Alors, il nous reste qu’a démontrer que 7, = 0 est globalement

attractif.
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ie
limy, =y, =0,

n—00

pour toute solution positive {y,},._, de I'équation (3.4).
Soit {4},>_, une solution positive de I'équation (3.4).

Alors, pour tout n > 0 on aura

"Yn

O<vypy1 = ———F
I+ yZ—lyZ—Z

< TYn,

c’est a dire
Yn+1 < TYy,

par indication, pour n = 0,1,..., on obtient

Y < 17"Yo.

Alors

0 <limy, < %1_{{)10 Yo,

n—oo
d’ou

limy,=0 (car r<1= limr" =0).

n—o00

Ce qui termine la démonstration. m

3.4 Périodicité des solutions

Dans le théoreme suivant, on va étudier la périodicité des solutions positives de

I’équation (3.4).

Théoreme 3.4.1 Si p + 2 > g, alors I'équation (3.4) n’admet aucune solution périodique de

période 2.
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q9-p

Sig>v+2etr > ———
q=>p -p-2

, alors I"équation (3.4) admet une solution périodique de période

Preuve. Supposons que 1'équation (3.4) admet une solution périodique de période
2 de la forme

XY XY,
Alors, de I’équation (3.4) on obtient les égalités suivantes

ry rx

= S — 17
X 1+ Py ety 1+ yrx’ (3.17)

ce qui nous donne

ry = x (1 + xPy) et rx =y (1 +yx9),

c’est a dire

ry —x = xPHyf et rx—y =y,
donc
ry—x  xPtlyl  xpela
-y yrtlad o yprlea’
d’ou pelg
1y —x
(f) v (3.18)
Y rx=y
De (3.18) on obtient

X
Posons A = —, on aura

r=—A=AP (A 1), (3.19)

Comme x, y > 0, alors

p+l—qg
e o
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de méme

ry—x=x"1y1>0 et rx—y=y""x1>0,

ce qui implique que

ce qui nous donne

Alors, on obtient toujours

Nous considérons les cas suivants

Casl p+22>g

eSip+2=g,alorsp+1-g=-1,donc (3.19) devient

1
r=a=(r=3),
ce qui nous donne
1
A= T

cette relation est vérifiée si et seulementsi A = 1.

e Sip+2 > g,il est clair que A = 1 est une racine de 1’équation (3.19).

De (3.19) on obtient
FAPYET AP ) = Q.
Posons
H(A) = pAPP270 — AP0 L )
alors

HA)=@p+2-q)rAP T —(p+1-g) A7+ 1
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=(p+1-q) AP T (rA = 1) + rAP* 170 + 1,
Commep+2-g>0,alorsp+1-g> -1,
donc

P+1= A" TEA =) + AP 41> AT (rA = 1) + 7AP T 4 1,

ie

(P+1= A TGA =) + AP+ 1> APT 41,
alors pour toute valeur de A > 0 on obtient
(p+1-q) A" T(rA = 1) + rAP*177+ 1 > 0,
d’ot
n () > 0.

Alors, I est une fonction strictement croissante.
Par conséquent, A = 1 est la seule racine de la fonction h.

Donc, pour p +2 > g, on a x = y et I'équation (3.4) nadmet aucune solution

périodique de période 2.
Cas2 p+2-gq<0.
De I’équation (3.19) on obtient

ATP — A1 Pl =1 = 0.

Posons

gA) = ATP —pATP L) — 1.

Il est clair que A = 1 est une racine de g (1), de pluson a

g =@-pATP T —r(g-p-1)AT 2+,
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Maintenant, étudions le comportement de g utilisant g'.

Ona

gO) =r>0,gd(\)=q-p-r@@g-p-1)+r
=q-p-rg-p-2).

Sig(1)<0,alors

q9-p

-p-rg-p-2)<0er> ,
q-p—-rg—-p —p-2

donc d’apres le Théoreme des valeurs intermédiaire, il existe un Ay €]0, 1] tel que
7' (M) = 0.

Selon le graphe de g et sa position par rapport a la tangente au point A =1,

graphe de g(A) pour r=4,p=1 et q=4

08l T ————

06

0.4r

0.2r : S

-0.21

—0.4}

-0.6

-0.8}

Ficure 3.1 — Ce graphique représente le comportement de 1"équation g(A)

il est facile de voir que g admet une borne supérieure au point Ay. Par suite le
graphe de g passe par 1’axe des abscisses, d’ot1 g admet une autre racine A; €]0, 1[.

Alors x # y.

De (3.17), on aura

x2 — rZyZ et ]/2 o L
(1+ xpy‘?)2 1+ ypxq)z
alors
2 = 221 + 2P y7) et 3 = (1 + yPx7)’,
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donc
y? _ (1 + xpy‘f)2
2L )
par suite
v+’ = 1+ Y1),
d’ou

X —y* = Xyt — Py (3.20)
Sion pose x_, = xp = x et x_; = y, alors

Xo rx

T+ x",  T+yrad

X1

Utilisons (3.20) deux fois, on obtient

rx rx rx

.X1 = = — — y
1+ (;—i -1+ xp+2yq—2) 1+ % (x2 — y?2 + xpr2y7) 1+ yPxd
Et
. X1 ry
2= P '
T+xpx!,  1+xPyl
Utilisons (3.20) deux fois, on obtient
Xy = y y y = x.

1+ (Z_z -1+ yp+2xq—2) 1+ % (Y2 — x2 + yp+2x9) 1+ xPy1
Alors, I’équation (3.4) admet une solution périodique de période 2.

D’autre part, si g (1) > 0, on aura

q9-P

-p—rg-p-2)>0er< ,
q-p-rg-p 1-p-2

alors selon le graphe de g et sa position par rapport a la tangente au point A =1,
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graphe de g(A) pour r=1,p=1 et q=4
T T T

:

—9)

_02} ——y=2A-2
0

I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Ficure 3.2 — Ce graphique représente le comportement de I’équation g(A)

il est facile de voir que le graphe de g passe par 1'axe des abscisses seulement au
point A = 1, donc g n’admet aucune racine que A = 1. Par suite x = y et]"équation

(3.4) n"admet aucune solution périodique de période 2.

3.5 Exemples numériques

Pour confirmer les résultats de ce chapitre, nous considérons les exemples numé-

riques suivants

Exemple 3.5.1
1. Soient p = 3,q =2 et r = 0.5 dans I"équation (3.4), alors on obtient I'équation

0.5y,

_W L eN, (3.21)
1T+ yi—lyi—z

Yns1 =

supposons Yy, = 2,y—1 = 1.03,yo = 1. (voir graph (3.3))

2. Soient p = 3,q = 2 et r = 1.3 dans I'équation (3.4), alors on obtient I'équation

1.3y,

O aeN, (3.22)
1T+ yi—lyi—Z

Yne1 =

supposons Y, = 2,y—1 = 3, yo = 0.5. (voir graph (3.4))
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18f

16

141

1.2

081

0.6

04}

0.2

Ficure 3.3 — Ce graphique représente le comportement asymptotique de la solution de
I’équation (3.21)

25

0.5

Ficure 3.4 — Ce graphique représente le comportement de la solution de 1'équation
(3.22)
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3. Soient p = 0.5,q = 0.5 et r = 2 dans I'équation (3.4), alors on obtient I'équation

2y,

_ I 4eN, (3.23)
1+ y?flyng

Yne1 =

supposons y_, = 2.5,y_1 = 1.08, yo = 1. (‘voir graph (3.5))

T
n

Ficure 3.5 — Ce graphique représente le comportement asymptotique de la solution de
I"équation (3.23)

4. Soient p = 0.25,9 = 0.25 et r = 0.5 dans I'équation (3.4), alors on obtient I'équation

0.5y,

Yni1 = 025,025/
1 + yn—l yn—Z

n €N, (3.24)

supposons Yy, = 0.02, y_1 = 0.04, yo = 0.08.( voir graph (3.6))

0.08

[
.

0.07
0.06

0.051

0.031
0.02-

0.01r

0 10 20 30 40 50
n

Ficure 3.6 — Ce graphique représente le comportement de la solution de 'équation
(3.24)
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Exemple 3.5.2

1. Soientp =1,q = 1et r = 1.09 dans I'équation (3.4), alors on obtient I'équation

1.09y,

———, neN, 3.25
1+ yn—lyn—z ( )

Yn+1 =

supposons Yy, = 0.2, y_; = 0.05, yo = 0.03.( voir graph (3.7))

0.35

n

0.3

0.25

0.05

i i i
0 50 100 150 200
n

Ficure 3.7 — Ce graphique représente le comportement de la solution de 1'équation
(3.25)

2. Soient p = 0.25,q = 0.25 et r = 1.1 dans I'équation (3.4), alors on obtient I'équation

1.1y,

0.25,,0.257

n €N, (3.26)
1+y,5v,5

Ynv1 =

supposons Yy, = 0.3, y_1 = 0.5, yo = 0.2. (voir graph (3.8))

Exemple 3.5.3 Soient p = 0.5,q = 3 et r = 6 dans I'équation (3.4), alors on obtient I'équation

61,

I aeN, (3.27)
1+ ygfﬂ/i—z

Yn+1 =

supposons y_, = 3,y_1 = 4, yo = 3. (voir graph (3.9))
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0.5

0.45F
0.4+
0.35

0.3

>= 0.25F
0.2
0.15
0.1f

0.05

Ficure 3.8 — Ce graphique représente le comportement de la solution de 1’équation
(3.26)

100

90

80

70

60

40

301

20

10

Ficure 3.9 — Ce graphique représente la périodicité de la solution de 1'équation (3.27)
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans notre mémoire, nous avons étudié le comportement des solutions du systeme

de p équations aux différences d’ordres 2 non linéaires suivant

@ e o KD o x(P)

NG ) _ p- n-1 P _

Y1 = @’ X1 = ® " Xy = A+ — @ ’ Xy = A+ 1)' n € No,
x?’l xn xﬂ 'xi’l

oup > 3,A €]0, +oo[ et les valeurs initiales x(]) X, ), i = 1,», sont des nombres positifs.
P J P p

Dans un futur proche, nous allons essayer d’étudier le comportement des solutions

du systeme de p équations aux différences non linéaires d’ordres k suivant

) @ (r-1) v

X X X X
1 n—k+1 2) n—k+1 (r-1) _ n—k+1 (p) n—k+1
e —A+T, X = A+—— 0 poes X = A+—— 0 ;o X, = A+ D , n €Ny,

xn Tl 11 n

X

oup > 3, A €]0, +oo[ et les valeurs initiales ngj), j=1pi=-k -k+1,...,0, sont des

nombres positifs.

De plus, nous avons étudié la stabilité des points d’équilibre et la périodicité des

solutions de 1" équation aux différences d’ordre trois suivante

aYn
]/n+1 = 35 4 ne I[\I/

B+VY, Y,
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Conclusion et perspectives

oua,p,),p,q sont des nombres positifs non nuls et les valeurs initiales y_,, y_1, yo sont

des nombres positifs.

Dans un futur proche, nous allons essayer d’étudier le systeme de deux équations

aux différences non linéaires d’ordres trois suivant

axXy AYn

L — - T ueN
p q 7 ]/n+1 r q 7 n ’
B+rX, 1Y, P+ VY 1¥us

Xn+1 =

oua, B, v,p,qsontdesnombres positifs non nuls etles valeurs initiales x_, x_1, Xo, Y2, Y-1, Yo

sont des nombres positifs.
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