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INTRODUCTION

Les polynémes orthogonaux constituent un lien de rencontre privilégié pour di-
verses disciplines de mathématiques pures et appliquées ainsi que d’autre domaines des
sciences. Plusieurs auteures ont introduit les polynémes orthogonaux et leurs fonctions
génératrices . Voir par exemple [12,5,8,9,10,12,13,14]. L’objectif de notre mémoire
et de déterminer des nouvelles fonctions génératrices des produits des fonctions symé-
triques de trois variables et certains nombres et polynémes orthogonaux.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Dans le premier, nous rappelons quelques définitions et notions de base ayant été
utiliser tout au long de ce mémoire. Dans la premiére partie nous donnons quelques
définitions et propriétés concernant les séries formelles et les relations de récurrences
puis nous présentons les fonctions génératrices . Dans la derniére partie de ce chapitre
nous introduisons les fonctions symétriques ainsi que leurs propriétés.

Dans le deuxiéme chapitre nous introduisons les polyndémes orthogonaux de types
de Tchebychev et les polynomes de Fibonacci , Lucas , Pell, Pell-Lucas, Jacobsthal et
Jacobsthal-Lucas. Et nous déterminons leurs fonctions génératrices, en utilisant les re-
lations de récurrences linéaires.

Dans le troisiéme chapitre nous présentons un théoréme afin de déterminer des nou-



Introduction

velles fonctions génératrices. Premiérement nous donnons quelques définitions qui nous
utile dans nos résultats. deuxiémement nous déterminons des fonctions génératrices de
produits des fonctions symétriques de trois variables et certains nombres comme :

i S.(A)P,z", i S$.(A)Q,z", i S.(A)L,z"... Enfin dans la derniére partie de ce cha-
n=0 n=0 n=0

pitre nous déterminons des nouvelles fonctions génératrices des produits des fonctions

symétriques de trois variables et les polynémes orthogonaux par exemples :

; Su(A)P ()", é S.(A)Q ()", i) Su(A)U,(x)2"...



CHAPITRE 1

NOTIONS PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre nous rappelons des notions générales . Nous donnons tout d’abord
quelques rappels sur les séries formelles , puis les relations de récurrences, ensuite nous
définissons les fonctions génératrices ordinaires . Enfin nous nous introduisons les fonc-

tions symétriques complétes et élémentaires ainsi que leurs propriétés.

1.1 Séries formelles

Soit k un corps commutatif (k = R{Jk = C).

Définition 1.1.1. [1] Toute suite (a,) d’éléments d'un anneau A est appelée série formelle

sur A a une indéterminée x. Notation Y, a,x" .
nelN

Notation

— Notons C[[x]] 'ensemble des séries formelles & coefficients dans C.

3



Chapitre 1 Notions Préliminaires

— Notons R[[x]] 'ensemble des séries formelles a coefficients dans R.
— 1+ XC[[x]] 'ensemble des séries formelles & terme constante égale a 1 et XC[[x]]

I’ensemble des séries formelles a terme constante nul.

Remarque

A[x] 'ensemble des polynomes a coefficients dans A est un sous ensemble de A[[x]].

Définition 1.1.2. [2] Deux séries formelles a(x) = Y. a;x/ et f(x) = Y. b;x/ sont égales si et
j=0 j=0

seulement si pour tout j > 0,a; = b;.

Proposition 1.1.1. [2] Si B et y sont des séries formelles sans terme constante, ona (aoff)oy =

ao (o). Autrement dit , la composition des séries formelles est associative.

Définition 1.1.3. [2] Soient a(x) = Y ajx/ et f(x) = Y bx/ deux séries formelles on peut
j=0

j=0
définir leur somme et leur produit comme suite :

1- (a + B)(x) = g (@ + b)x.

2-(a.p) = X X (axbip)x'.
i=0 k=0
Exemple 1.1.1. Soient a(x) = Y, (=1)'x’ et B(x) = Y x' deux séries formelles.
ieN ieN
Alors :
(a+P)x) = Y ((=1) + 1)’
ieN
— Multiplication par un scalaire : La séries f(x) = Y kx’ est le produit de a(x) =
ieN
Y x' par le scalaire k.
ieN
Exemple 1.1.2. B(x) = Y 2x" est le produit de Y, x' par 2.
i=0 i=0
— Dérivation : a(x) = Y (i + 1)a;1x' est le résultat de la dérivation de la série

) ieN
Y, ax'.
ieN
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Exemple 1.1.3.
(1 — x)2 est le résultat de la dérivation de (1 — x)~! par apport a x.
— Division : Soient a et f deux séries formelles tels que B # 0, B divise a ssi il existe

une série formelle w telle que : a = f.w.

Théoréme 1.1.1. [2] Si deux séries formelles « et p ont la méme derivé alors il existe

ceC:a=p+c

Démonstration.

Soient a(x) = ), ajxf et (x) = ). bjxf deux séries formelles alors :
j=0 =0

D(a) = f jaix) , D(B(x)) = f jbix/ en indentifient alors les coefficients de D(a(x)) et
j=1 j=1
D(B(x)) on obtient les égalités a; = b; pour tout j > 1 on a alors :

[o¢] [ee]
ap+ Y., apx) = by + ), bjx) +c,avec:c =ay— by c'est-a-direa = +c. O
=1 =1

1.1.1 Séries inversibles

Définition 1.1.4. [3] On dit que la série a(x) = Y, a;x' est l'inverse de la séries f(x) = Y, bix’
i=0

} ‘ i=0
si et seulement si (Y, a;x')() bix') = 1.
i=0 i=0

Exemple 1.1.4.
Ona(1-x)1+X+X>+X3....... + X"+ .....) = 1,donc (1 — x) est l'inverse de la série Y, x'.

i=0

Théoreme 1.1.2. [2] a(x) = ) a,x" € K][[x]] est inversible pour la multiplication si et
n=0
seulement siag # 0.

Exemple 1.1.5.

-La séries a(x) = Y, (=1)ix! est inversible car ag = (—1)' # 0.
ieN

Théoréme 1.1.3. [2] Soitn € N* et « € 1 + XC[[x]].

Alors : (a71)" = (o)7L
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Démonstration.
Soient : a € 1 + XC[[x]], et a™"
(a—l)n.an

Donc

Ce la nous donne

son inverse alors :

1

atlal-atlaa---a=1

(@ ta)ata) - (ata)=1

(@)= (")

1.2 Relations de Récurrences

1.2.1 Relations de récurrence linéaire homogene

Définition 1.2.1. [3] Une relation de récurrence linéaire homogene d’ordre k a coefficients

constants est sous la forme :

a, = C1ay—1 + Cray— + -+ Crly—k.

(1.1)

Ott ¢cy,¢y,- -+ , ¢ sont des nombres réels et ¢, non nuls.

Exemple 1.2.1.

1. La relation de récurrence linéaire homogene associée a les nombres de Tribonacci-Lucas

est :

kn = kn—l + kn—Z + kn—3/

n>3

k() = 3,k1 = 1,k2 = 3.

2. La relation de récurrence linéaire homogeéne associée i les nombres de Tribonacci est :

T, =

n-1+t Tn—Z + Tn—3/ nz 3

T0:3,T1:T2:3.
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Remarque 1.2.1.

Soit a, = 1" la solution de (1.1), on obtient alors :
M—c l——qr"F =0 = r¥F—c ¥ 1 —-.. =, =0. (1.2)
Cette derniere équation est I’équation caractéristique de la relation de récurrence (1.1).

Théoreme 1.2.1. [3] Soient c1,ca,- -+ , ¢k des nombres réels, supposons que I'équation carac-
téristique :

-l =~ =0. (1.3)

Admette k racines distinctes 11,1y - - 1. Alors, une séquence a, est une solution de la relation
de récurrence :

A, = C1A,-1 + Colpy_p + *++ + Cxly—k- (1.4)

Si et seulement si

ay = a1y +aory + -+ agr,V¥n=0,1,2,--- (1.5)
ol a1, (a, - -+, (. des constantes réelles.

Exemple 1.2.2. Soit la relation de réccurence siovante :

a, = 20,1 —5a,.,, n=2
ag = 1

61125

I'équation caractéristique est : > — 2t + 5 = 0 les racines associées a cette équation sont :

t1=1+4+2i,t, =1-2i, donc
(@) = c1(1 + 20)" + co(1 = 20)".
Les constante c; et ¢, sont déterminée par les conditions initiales comme suite

LIQZC1+02:1

a = C1(1 + 21) + Cz(l - 21) =5

7
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Alors
1 .
C1==-—1
c —1+i
179
Donc :

a, = (% —-10)(1+20)" + (% +1)(1 — 20)".

Théoreme 1.2.2. [3] Soient ¢y, ¢z, - -+, cx des nombres réels.Supposons que I’équation carac-

téristique :
FeeF =~ =0.

(1.6)

Admette t racines distinctes r1,15,--- , 1y de multiplicités respectivement my, my,--- ,my,

telles que m; > 1 et my + my + -+ + my = k. Alors, une séquence a, est une solution de la

relation de récurrence

a, = C1dy—1 + Cray—p + -+ Crly—k.
Si et seulement si :

Ay = (o +aan+ -+ Qyyan™ O

+ (052,0 +an+---+ (Xz/mZ_]Tlmz_l)T;l

+ ot (ot apn o A Q™

t

oil les a; ; sont des constantes telles que 1 <i<t,0<j<m; -1

Exemple 1.2.3. Soit la relation de récurrence suivante :

a, = 15a,_, — 10a,_3 — 60a,_4 + 72a,_s
ap =1

a1 =6

a, =9

az = =110

a, = —45

L’équation caractéristique associée est : r° — 1573 + 10r, + 60r — 72 = 0.

(1.7)

(1.8)

Cette derniere admette deux racines r1 = 2 (la multiplicite est 3), v, = =3 (la multiplicite est

8
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2), alors la solution générale s'écrit sous la forme suivante :
a, = (c1 + cn + c1n?)(2)" + (cq + c5n)(=3)".

Déterminer les valeurs de ¢y, ¢, €3, C4, C5 :

pourn=0=rc3+c =1

pourn=1= 2(c;+c, +c3) = 3(ca +¢5) =6

pour n =2 = 4(c1 + 2c; + 4c3) + 9(cs + 2c5) =9

pour n =3 = 8(c1 + 3c2 + 9c3) — 27(cs + 3c5) = =110
(

pour n =4 = 2(c; + ¢ +¢3) — 3(ca + ¢5) = 6.

On obtient
c1=2
=23
c3 = -2
cy =-—1
cs=1
Donc :

a, = (2 +3n —2n%)2" + (n — 1)(=3)".

1.2.2 Relations de récurrence linéaire non homogene

Définition 1.2.2. [3] Une relation de récurrence linéaire non-homogene d’ordre k a coeffi-

cients constants est sous la forme :
a, = C1ay-1 + Coyp + -+ + ki + F(n), (1.9)

ol C1,Cz, -+, Ck Sont des nombres réels, c est non nul et F(n) est une fonction non nulle de n.

La relation de récurrence
A, = C10y_1 + Colly_o + *++ + Ckllp—r, (1.10)

est appellée la relation de récurrence homogene associée.
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Exemple 1.2.4.

a, = —4a,_1 + 21a,_, + n3".
Est une relation de récurrence linéaire non-homogene.

Définition 1.2.3. [3] Une solution particuliere d’une relation de récurrence non homogeéne

est une séquence qui vérifie I'équation sans nécessairement vérifier les conditions initiales.

Théoréeme 1.2.3. [3] Si {a,(f )} est une solution particuliere d'une relation de récurrence

linéaire non homogene a coefficients constantes

a, = C1A,-1 + Coly_p + -+ + Cry— + F(n), (1.11)
alors toute solution est de la forme {a,(f ) +a§,h)} ol {a,(f')} est la solution de la relation de

récurrence homogene associée
A, = C1y—1 + Colly_n + *++ + Ckllp—k- (1.12)

Théoreme 1.2.4. [4] Soit F(n) = p(n)s", le terme non homogene d’une relation de récurrence,
ot p(n) est un polyndme non nul d'un certain degré et s un réel non nul
— Si le réel s est une racine de multiplicité m du polyndme caractéristique de la relation

de récurrence homogene associée, alors il y a une solution particuliere de la forme
(u,)f =n"Q(n)s". (1.13)

— Sile réel s n'est pas une racine du polynome caractéristique de la relation de récurrence

homogene associée, alors il y'a un solution particuliere de la forme
()" = Q(n)s". (1.14)
Remarque 1.2.2. Dans les deux cas Q(n) un polyndme de méme degré de p(n)

Exemple 1.2.5. Soit la relation de récurrence :

a, = —4a, 1 + 2la,_» + 8(3)"
ag = 1

a1:2

10
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La solution générale de cette relation est :
a, =a® +a?.

telle que ag’) est la solution homogene de I'équation a, = —4a,_1 + 21a,_,.

Alors, I'équation caractéristique associée est r* — 4r — 21 = 0, qui admet deux racine r; = 3

et r, = =7, donc
ay) = c1(3)" + ea(=7)".

Et puisque 3 est une racine de I'équation caractéristique de la relation de récurrence homogeéne

associée, alors d’apres le théoreme 1.2.4 la solution s’écrit comme suite : a,(f ) = cn(3)"

Nous avons :

a, +4a,_1 —2la,_, = 5(4);1/

alors c(3)" + 4c(n — 1)(3)" ™ — 21c(n — 2)(3)" > — 8(3)" = 0.

12
Omn obtient ¢ = 5 alors :

12
a, = c1(=7)" +c2(3)" + gn(?))”.

Ona
pourn=0=c;+c =1
26
pourn=1= (=7)c; + 3¢, = —5
on obtient alors
1= ﬂ et ¢ 2
1750 27 50’

4, . 9, 12
1, = = (=7)" = = B) + = n(3)"

11
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1.2.3 Relations de récurrences associées a certains nombres

Définition 1.2.4. [5] Les nombre de k-Fibonacci sont définis par la relation de récurrence

suivante :

Fk,n = kPk,n—l + Fk,n—ZI Yn>2
Fro=0,F,1 =1

(1.15)

Les premiers termes des nombres de k-Fibonacci sont donnés par [5] :

Fro
Fiq
Fi»

0

1

k

k2 +1

K+ 2k

k* + 3k + 2
k> +4k3 + 3k.

Définition 1.2.5. [5] Les nombre de k-Lucas sont définis par la relation de récurrence suivante

[6]:

Lk,n = kLk,n—l + Lk,n—Z/ Yn>2
Lyo=2,Li =k

(1.16)

Les premiers termes des nombres de k-Lucas sont donnés par [6] :

Lys

2

k

k2 +2

k> + 3k

k* + 4k% + 2
k° + 5Kk + 5k.

Définition 1.2.6. [5] Les nombre de k-Jacobsthal sont définis par la relation de récurrence

suivante :

Jin = kJkn-1 + 2Jxn-2, Y1 > 2
]k,O = O/]k[l = 1

(1.17)

12
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Les premiers termes des nombres de k-Jacobsthal sont donnés par [7] :

Jko
Jia
Jk2
Jks
Jka
Jis
Jks

=0

=1

= k

k2 +2

k3 + 4k

= kK*+6k2+4
K + 8k + 12k.

Définition 1.2.7. [5] Les nombre de k-Jacobsthal-Lucas sont définis par la relation de récur-

rence suivante :

jk,n = kjk,n—l + 2jk,n—2/ Vn>2

(1.18)

Jko=2,Jk1 =k

Les premiers termes des nombres de k-Jacobsthal-Lucas sont donnés par [7] :

Jko
k1
Jk2
Jk3
T4
Jk5

Jk6

2

k

k> +4

k3 + 6k

k* +8k? + 8

k> + 10k + 20k

k® + 12k* + 36k* + 16.

Définition 1.2.8. [5] Les nombre de k-Pell sont définis par la relation de récurrence suivante :

Pk,n = 2Pk,n—l + kPk,n—Zr Yn>2
Pro=0,Pr1 =1

(1.19)

13
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Les premiers termes des nombres de k-Pell sont donnés par [8] :

=0

=1

= 2

= k+4

= 4k+38

= kK2 +12k+16

= 3k>+ 28k +32

= |+ 18k> + 72k + 64.

Définition 1.2.9. [5] Les nombre de k-Pell-Lucas sont définis par la relation de récurrence

suivante :

Qin = 2Qkn-1 + kQp o, V1 > 2
Qk,O = 2/ Qk,l =2

(1.20)

Les premiers termes des nombres de k-Pell-Lucas sont donnés par [8] :

Qro =
Q1 =
Qr2 =
Qrz =
Qrs =
Qs =
Qre =
Qry =

2

2

2k + 4

6k + 8

4k + 8

10k% + 40k + 32

2% + 36k? + 96k + 64

14k3 + 112k* + 224k + 128.
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1.3 Fonctions Génératrices

1.3.1 Fonctions génératrices ordinaires (FGO)

Définition 1.3.1. [9] Soit (u,).en Une suite de nombres on associée a cette suite la série

génératrice ordinaire suivante :

[ee]

A(x) = Z a,x". (1.21)

n=0

La fonction définie par cette suite est appelée fonction génératrice ordinaire associée a (U, )neN

Exemple 1.3.1.

— LaFGOde (1,1,1,---) est

[o¢]

G(x):Zx”:1+x+x2+x3+---:
n=0

1
1-x

— La FGO de la suite (2") est

[e¢]

Glx) = XY@

n=0
T+2x+2%4---

n
est
nelN

Proposition 1.3.1. [9] Pour k € N fixée la F.G.O de

xk

(1= x)k+L

1.3.2 Fonctions génératrices ordinaires associées a certains nombres

Théoreme 1.3.1. [5] La fonction génératrice des nombres de k-Fibonacci est donné par :

z
F) = 1—kz -2

15
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Démonstration.

On pose

F(z) = Z Fy 2"

n>0

Alors
F(z)

Fk,O + Fk,1Z + Z Fk,nZn

n=2

= 0+4+2z+ Y, (kFiu-1 + Frpn2)z"

n=2

= z+k Z Fk,n_lz” + Z Fk,n_zzn

n>2 n>2

= z+kz Y Fpz" +2* Y, Frpoz"2

n>1 n=2

= z+kz ) Fpz" +2% Y, Frpz"

n>0 n>0

= z+ zkF(z) + z*F(z).

z

Fz) = 1—kz -2

Théoreme 1.3.2. [5] La fonction génératrice des nombres de k-Lucas est donné par :

2 —kz
L(z) = —— —.

@) 1—kz-22
Démonstration.
On pose

L(z) = Z Ly nz".

n>0

Alors

L(Z) = Lk,() + Lkllz + Z Lk,nZn

n>2

= 2+4+kz+ Y (Lgy-1 + Lgy2)z"

n>2

= 2+4kz+ Y Lip12"+ ), Liyoz"

n=2 n=2

= 2+kz+kz ) Linz"+2% Y, Linz"

n>1 n>0

= 2+kz+kz ) Lipz" + 2% Y Lypz"

n>0 n>0

= 2+kz+zkL(z) + Z*L(2).

16
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D’ou
2 —kz

Lz) = 1—kz -2

Théoréme 1.3.3. [5] La fonction génératrice des nombres de k-Jacobstal est :

z

Jz) = 1—kz—2z%

Démonstration.

Posons

J@) =) Jeaz"

n>0

Alors

Jeo + Jkaz + Y. JinZ"

n=2

= 0+4+z+ Y (KJkn-1 + 2]k n—2)z"

n>2

= z+kY Jin1Z"+2 Y Jin-oZ"

n>2 n>2

= z+kz ), JinaZ" V2 Y Jiuoz"?

n>2 n>2

J(2)

= z4+kz Y Jinz" +222 Y, Jin2"

n>1 n>0

= z4+kz Y Jinz" +22% Y, JiuZ"

n>0 n>0

= z+kzJ(2) + 22%](2).

z

@) =1

7 — 272"

Théoreme 1.3.4. [5] La fonction génératrice des nombres de k-Jacobstal-Lucas est :

jG) = 1—kz—2z%

Démonstration.

Posons

@ =) jea"

n>0

17
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Alors
j(2) = o+ jkaz+ X Jinz"

n>2

= 2+kz+ ) (kjkn-1 + 2jkn—2)z"

n>2

= 2+kz+kY jrnaz" +2 Y jrnoz"

n>2 n>2

= 2+kz+kz Y Jin1zZ" N 4222 Y finoz"?

n>2 n>2

= 2+kz+kz Y jin2" —2kz+22% Y jiu2"

n>1 n>0

= 2—kz+kz ) jin2" +22% Y jinz"

n>0 n>0

= 2—kz +kzj(z) + 22%j(2).

) = 1—kz—2z2

Théoreme 1.3.5. [5] La fonction génératrice des nombres de k-Pell est :

z
P() = 1-2z—kz?

Démonstration.

Posons

P(z) = Z Pinz".

n>0
Alors
P(Z) = Pk,O + Pk,lz + Z Pk,nz"

n=2

= 0+z+ ) (2Pxn-1 + kPy—2)z"

n>2

= z+2 Z Pk,n_lz” +k Z Pk,n_zzn

n=2 n>2

= z+422Y PepaZ" +kz2 Y Prpoz"?
n>2 n>2

= 242z ) Pinz" +kz* Y, Prnz"

n>1 n>0

= z+42zY Piz" +kz2 Y, Py 2"

n>0 n>0

= z+2zP(z) + kz?P(2).

18
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D’ou
z
Piz)= ———.
@) 1-2z—kz2
O
Théoreme 1.3.6. [5] La fonction génératrice de nombres de k-Pell-Lucas est :
2—-2z
Q(z) = 1 -2z —kz?°
Démonstration.
Posons
Q@) = ) Qunz".
n>0
Alors
Q@) = Qo+Qiz+ 22 Qknz"
n>
= 2+2z+ Y (2Qkn-1 + kQpn2)z"
n>2
= 242242} Qnaz" +k Y Qunoz"
n>2 n>2
= 2422422 ), Q12" P +kz2 Y, Qpnoz"?
n>2 n>2
= 2422422 Y, Quaz" +kz* Y, Qpnz"
n>1 n>0
= 2-22+422 ) Quaz" +kz* Y Qxnz"
n>0 n>0
= 2-2z+2z20(2) + kz*Q(z2).
D’ou
2-2z
Qlz) = 1 -2z —kz?"
O

1.4 Fonctions symétriques

Définition 1.4.1. [11] Une fonction f(x1,x,,...X,) en variable est symétriques si pour tout

permutations de 'ensemble d’indice (1, 2, ..., n) I'égalité suivante est vérifiée :

fxq, X2, ... X)) = f(Xs01), X52), ---X5(n))-
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1.4.1 Fonctions symétriques élémentaires

Définition 1.4.2. [11] On appelle k-iéme fonctions symétriques élémentaires la fonction
définie par :

ex(ar, ay, ...a,) = E alay..ay,0 <k <n.
i1 +ip+...0, =k

Avec :iy,1p,...1, = 0ou 1.

Exemple 1.4.1. Pour une équation de degré 3 (n = 3, racines : a;,a, et az) ona:

ey = 1,

epr = a1 +ap+as,

e = a0y + a4z + aras,
3 = aqdyds3.

Exemple 1.4.2. Pour une équation de degré 4 (n = 4, racines : a,,a, et as,a,) ona:

e = 1,

€1 = a1+ dy+ a3+ dy,

6y = 10 + a4z + a144 + aras + Aoy + A3y,
€3 = ai10xa3 + 10204 + A10304 + A20304,

€4 = d10p0a304.

Proposition 1.4.1. [12] Soit e,((") une fonction symétrique élementaire alors on a :

1. e}(nﬂ) = an+1e,((”_)1 + el({”).
(

.
2. ek”) = anm)el(:il ) ¥ a, e

(n-2)

Hoh—i—1 k—1
ST T L ae

Propriété 1.4.1. [3] Les fonctions symétriques élémentaires peuvent également se définir

comme les coefficients du développement en série formelle :

E(z) = Z ezt = H(l + axz),
k=0 k=1

avec ex(ay, ay, ...a,) s’annule pour k > 1.
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1.4.2 Fonctions symétriques compleétes

Définition 1.4.3. [11] On appelle k-iéme fonctions symétriques completes hi(ai, az,
fonction définie par :
h(ay, ay, ...a,) = Z a?a;z...afy;O <k<n.
i1 +io+...+i,=k
Avec

11,13, 13....1, > 0.

Exemple 1.4.3. Pour une équation de degré 3 (n = 3 racines ay,a,,a3) on a :
hy = 1,

hl = a1 +ap+as,
hy = a3 +a5+a5+ma, +amas,
— 3 3 3 3 3 2 2 2 2 2 2
h3 = a + @, + a, + a; + a,ar + ayas + a,a, + a5, + a,a3 + aza + asap + aqa»as,

Exemple 1.4.4. Pour une équation de degré 4 (n = 4, racines a1,a,,a3,as) on a :

h1:a1+a2+a3+a4,

hy = ai + a5 + a3 + a5 + a1y + A1a3 + A104 + 204 + (304,

Proposition 1.4.2. [12] Soit h]({”) une fonction symétrique complete alors on a :
1 "D = g, b + B,

(n+1) _ k—11,(n) k—21,(1) (n) (n)
2. hk =a; ., +ai b +aiihy + el
)

(n) _ (n) n-1 n-2 n-3
3. b =anh 4 an T+ ap T A shl T+

1y) la

Propriété 1.4.2. [3] On peut également définir les k-iéme fonctions symétriques completes

comme les coefficients du développment en série formelle :

H(z) = Z hz* =

k>0

1
[1(1 -aiz)

i>1
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Remarque 1.4.1. [13] Ona:

eo(ay, az, ...a,) = 1et ho(ay, az, ...a,) =1
par convention, pour k <0, ona :

eo(ay, az, ...a,) = 0 et ho(ay, a, ...a,) = 0.

Proposition 1.4.3. [14] Soint E(z) et H(z) les fonctions symétriques élémentairs et completes

respectivement alors :

E(—2)H(z) = 1.
Démonstration.
Ona:
E@) = []a+aa),
i>1
alors
E-2) = [ [a-aa),
i>1
et comme
H(z) = ;,
[I(1-aiz)
i>1
on obtient alors
E(—z)H(z) = 1.

1.4.3 Quelques propriétés sur les fonctions symétriques

Définition 1.4.4. [11] Considérons l'alphabet A = {a;, a5}, et on définit la fonction symé-
trique S, qui lui associée par :
n+l _ an+1
Su(A) = Sular + ) = ———2
a; —ap
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Avec :
So(A) = hy=1
Sl(A) = I’ll =a1+a
= hy=a3 +ma, +a;

52(A)

Définition 1.4.5. [15] Soient A et B deux alphabets, on notes S,(A — B) les coefficients de la

série rationnelle suivante :

[IA-bz) &
bB Z (A= B)z". (1.22)
1;[4(1 —4az) =0

Corollaire 1.4.1. [16] Pour A = {0,0,0, ...,0} en (1.22) on obtient

[[a-v2= i S.(-B)z".
=0

beB n

De plus, dans le cas A = 0, ou B = 0, nous avons

i S.(A—-B)z" = i S.(A)Z" i S.(-B)z".
n=0 n=0 n=0

Lemme 1.4.1. [17] Soient A et B deux alphabets, A est de cardinal 1, on a :

Spac(x —B) = xS, (x —=B),k e N

Proposition 1.4.4. [11] Si A est de cardinal 1 c’est-a-dire A = {x}, alors :

[1(1-0bz)
beB _ n—1 _ nSn(x - B)
T =1+..+2"S,(x B)+Z—1—xz .

Proposition 1.4.5. [18] Soit A = {x} ona:
S.(x = B) = x"So(B) + x"'S1(=B) + ... + S,(=B).
S.(=B) Sont les coefficients du polynome S, (x — B), pour (0 < i < n).
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Démonstration.

Ona: :
Su(x—B) = k;o Sn-k(x)Sk(—B)

Y Si(-B)
k=0

= X" *So(=B) + x" ! + x""1S;(~B) + ... + S,(~B).

24



CHAPITRE 2

POLYNOMES ORTHOGONAUX

Dans ce chapitre nous donnons quelques définitions concernant les polynémes or-
thogonaux utiles dans ce mémoire comme : Les polynomes de Tchebychev de quatre
espéce, les polynomes de Fibonacci, les polynoémes de Lucas, les polynémes de Pell | les
polynomes de Pell —Lucas, les polyndémes de Jacobsthales et de Jacobsthal-Lucas. Et

nous déterminons leurs fonctions génératrices. En utilisant les relations de récurrences.

2.1 Polynomes orthogonaux de type de Tchebychev

2.1.1 Polyndémes de Tchebychev de la premiére espéce T),(x)

Définition 2.1.1. [19] Les polynomes de Tchebychev de la premiére espece T,(x) sont des

polynomes en x de degé n définis a I'aide de la relation suivante :

cos(n@) = T,(x), avec x = cos(0).
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Pour tout x dans [-1,1], alors O appartient a [0, IT]
Les premiers termes des polynomes de Tchebychev de la premieére espece T,(x) sont donnés
par [20] :
To(x) = 1
Ti(x) = x
To(x) = 2x* -1
Ts(x) = 4x°-3x
Ta(x) = 8x*+8x2+1
Ts(x) = 16x° —20x> + 5x
Te(x) = 32x°—48x* +18x* -1
T(x) = 64x” —112x° + 56x° — 7x.

Proposition 2.1.1. [21] Les polyndmes de Ichebychev de la premiere espece T,(x) vérifiant

la relation de récurrence d’ordre deux suivante :

Tn+1(x) = ZXT,,(X) - Tn—l(x)r Ynz=1
TO(x) = 1/ Tl(x) =X

(2.1)

Démonstration.

Soit x € [-1,1], posons O = arccos x, ainsi 0 € [0,II] pour toutn € N on :

(n+1)0 - (n—-1)0

+1)0+(n-1)0
cos(n+1)0 + cos(n —1)0 = 2cos (n+1) 2(n ) )] cos 5 ,
= 2cosnBcosH
donc
cos(n + 1)0 + cos(n + 1)0 = 2 cos O cos 6.
D’ot1 le résultat i.e
Tn+1(x) + Tn—l(x) = szn(x)r Yn=>1,
avec
To(x) =1, Ti(x) = x.
O
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Théoreme 2.1.1. [21] La fonction génératrice de (T,,(x))n=0 est donnée par :

1—xz
T(z) = —8—.
@) 1—2xz + 72

Démonstration.

Posons

T(z) = ) Tz,

n>0

alors la fonction génératrice associée a T, (x) est donnée par :

T(z) = To(x)+ T1(x)z + Z>:2 T, (x)z"

= 1+4+xz+ ) 2xT,1(x) — T,_5(x))z"

n=2
= 1+4+xz+ ) 2xT,1(x)z" = Y, T,o(x)z"
n>2 n>2
= 1+xz+2xz Y T,_1(x)z" ' =22 Y, T,_o(x)z"2
n=2 n>2
= 1+xz+2xz Y T,(x)z" =22 Y, T,(x)z"
n>1 n>0
= 1-xz+2xz Y T,(x)z" =22 Y, T,(x)z"
n>0 n>0

= 1-xz+2xT(z) - 2°T(2).

1—xz
T(z) = ——— .
) 1—2xz + Z2

2.1.2 Polyndmes de Tchebychev de la deuxiéme espece U, (x)

Définition 2.1.2. [19] Les polynomes de Ichebychev de la deuxieme espéce U, (x) sont des

polyndmes en x de degré n définis a I'aide de la relation suivante :

sin(n + 1)0

= U,(x), = 6.
S0 (x), avec x = cos
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Pour tout x dans [-1,1], alors O appartient a [0, IT],

Les premiers termes des polynomes de la deuxiéme espece sont donnés par [20] :

Up(x) = 1

Ui(x) = 2x

Up(x) = 4x*>-1

Us(x) = 8x3—4x

Uy(x) = 16x*—12x2 +1

Us(x) = 32x° —32x% + 6x

Ug(x) = 64x°—80x* +24x° -1
Uy(x) = 128x7 —192x° + 80x> — 8x

Proposition 2.1.2. [21] Les polynomes de Tchebychev de la deuxieme espéce U, (x) vérifiant

la relation de récurrence d’ordre deux suivante :

U,(x) =2xU,1 + U,»,Vn >2

(2.2)
Up(x) =1, Uy (x) = 2x.
Démonstration.
Soit x € [-1,1], posons O = arccos x, ainsi 0 € [0,I1], pour toutn € Nona:
sin(n + 1)0 = sinn6 cos nO + cosnOsin O, (2.3)
sin(n — 1)0 = sinn6O cos nO — cos nO sin O. (2.4)

Les relations (2.3) et (2.4) donnent

sin(n + 1)0 + sin(n — 1)0 = 2sinn6O cos no,

on divise par sin 6 on obtient :

sinn+1)0 sin(n —1)0 sinnO
- + - =2 cosnb— .
sin 6 sin 0 sin 0
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D’ou le résultat i.e

U,(x) = 2xU,—1(x) — U,—2(x), VYn > 2.

Avec

U()(X) = 1, Ul(x) = 2x.

Théoréme 2.1.2. [21] La fonction génératrice de (U, (x)),so est donnée par :

1
Uiz =————.
@) 1—2xz + 72
Démonstration.

Posons

Uy(z) = ) Un(x)2",

n>0

alors la fonction génératrice associée a U, (x) est donnée par :

U(z)

Uo(x) + Ur(x)z + X Un(x)z"

n>2

= 1+2xz+ Y 2xU,_1(x) — U,_2(x))z"

n=2

= 1+2xz+ ) 2xU,1(x)z" = Y, U,_»(x)z"

n>2 n>2

= 1+2xz+2xz ), U,_1(0)z" =22 Y, U, »(x)z"2

n>2 n>2

= 1+4+2xz+2xz Y, U, (x)z" — 22 Y, U, (x)z"

n>1 n>0

= 1+2xz Y U,(x)z" =22 ¥, U, (x)z"

n>0 n>0

= 1+ 2xU(z) - z*U(2).

1
Uz) = 1—2xz+22
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2.1.3 Polyndémes de Tchebychev de la troisieme espéce V,,(x)

Définition 2.1.3. [19] Les polynomes de Ichebychev de la troisieme espece V,(x) sont des
polyndmes en x de degré n définis a l'aide de la relation suivante :

cos(n + 3)0

1 = V,u(x), avec, x = cos 0.
cos(5)0

Pour tout x dans [-1,1], alors O appartient a [0, IT],
Les premiers termes des polynomes de Tchebychev de la troisieme espéce V,(x) sont donnés

par [20] :

Volx) = 1

Vix) = 2x-1

Vo(x) = 4x?—-2x-1

Vi(x) = 8x°—4x?—4x+1

Vilx) = T16x* —8x®—12x2+4x+1

Vs(x) = 32x° —16x* —32x> +12x*> + 6x — 1

Ve(x) = 64x° —32x° — 80x* + 32x3 + 24x% —6x — 1

Vi(x) = 128x7 — 64x° — 192x° + 80x* + 80x> — 24x% — 8x + 1.

Proposition 2.1.3. [21] Les polynémes de Tchebychev de la troisieme espéce V,,(x) vérifiant

la relation de récurrence d’ordre deux suivante :

Vn(x) = 2xvn—1(x) - Vn—Z(x)/ Yn>?2

(2.5)
Vo(x) =1, Vi(x) =2x -1
Démonstration.
Soit x € [-1,1], posons O = arccos x, ainsi 0 € [0,II], pour toutn € Nona:
1 1 ) . 1
cos(n + 5)9 =cosBcos(n—1+ 5)9 —sinfsin(n — 1+ 5)9, (2.6)
1 1 . . 1

cos(n —2 + 5)9 =cosBcos(n—1+ 5)9 +sinfsin(n — 1 + 5)9. (2.7)
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Les relations (2.6) et (2.7) donnent
1 1 1
cos(n + 5)9 +cos(n —2 + 5)9 =2coscos(n—1+ 5)9.

On devise par cos 1 on obtient :

cos(n+1)0  cos(n—1+1)6 cos(n—1+1)0
T + : = 2cos : .
cos ;6 cos 50 cos 50

D’ou le résultat i.e

Vn(x) = van—l(x) + Vn—Z(x)/ VYn > 2/

avec

V()(X) = 1, Vl(X) =2x-1.

Théoreme 2.1.3. [21] La fonction génératrice de (V,(x))ux0 est donnée par :

1+z

V@)= —— .
@) 1—2xz+ 72

Démonstration.

Posons

V@) =) Val2",

n=0

alors la fonction génératrice associée a V,,(x) est donnée par :

Viz) = Vox)+ Vi(x)z+ Y, V,(x)z"
n>2
= 1+2x—-1z+ Y 2xV,_1(x) = V,_2(x))z"
n>2
= 1+Q2x—-1z+ Y 2xV,1(x)z" = ), V,o(x)z"
n>2 n>2

= 1+@x—-Dz+2xz Y, Vo1 (0)z" 1 =22 Y, V,_p(x)2"2

n>2 n>2
= 1+2x-Dz+2xz Y, V,(x)z" =22 ¥ V,(x)z"
n>1 n>0

= 1-z+2xz Y, V,(x)z" =22 Y, V,(x)z"

n>0 n>0

= 1-z+2xzV(2) - 22V (2).
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D’ou
1-2z

Viz) =z ——.
@ 1—-2xz+ 272

2.1.4 Polyndémes de Tchebychev de la quatrieme espéce W, (x)

Définition 2.1.4. [19] Les polynomes de Tchebychev de la quatrieme espece W, (x) sont des
polynomes en x de degré n définis a I'aide de la relation suivante :
sin(n + 1)0
sin(3)0

Pour tout x dans [-1,1], alors O appartient a [0, 1] .

= W, (x), avec, x = cos 0.

Les premiers termes des polynomes de Tchebychev de la quatrieme espeéce w,(x) sont donnés
par [20] :

Wox) =1

Wilx) =2x +1

Wo(x) = 4x* +2x -1

Wi(x) = 8x3 +4x? —4x — 1

Wi(x) = 16x* + 8x% —12x% —4x -1

Wi(x) = 32x° + 16x* — 32x% — 12x> + 6x + 1

Wi(x) = 64x° + 32x° — 80x* — 32x3 + 24x% + 6x — 1

Wo(x) = 128x7 + 64x° — 192x° — 80x* + 80x3 + 24x% — 8x — 1
Proposition 2.1.4. [21] Les polyndmes de Tchebychev de la quatriéme espece W, (x) vérifiant
la relation de récurrence d’ordre deux suivante :

W,(x) =2xW,,_.1 — W, ,,¥n > 2

(2.8)
Wo(x) =1, Wi(x) =2x+1
Démonstration.
Soit x € [-1,1], posons O = arccos x, ainsi 0 € [0,I1], pour toutn € Nona:
1 1 1
sin(n + 5)9 +sin(n —2 + 5)8 =2cosOsin(n —1+ 5)9, (2.9)
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on devise par sin 6 on obtient :

sin(n + 10  sin(n -2+ 16 sin(n —1+ 1)6
(, - )0, o — D9 _ 5 os N — iy (2.10)
sanG sanG sanQ

D’ou le résultat i.e

Wy(x) = 2xW,,_1(x) + W,_»(x), Vn > 2.

Avec

Wo(x) =1, Wi(x) = 2x + 1.

Théoreéme 2.1.4. [21] La fonction génératrice de (W, (x))n=o est donnée par :

1+z

Wiz) = —.
@) 1—2xz + 72

Démonstration.

Posons

Wa(@) = ) W)z,

n>0

alors la fonction génératrice associée a W,(x) est donnée par :

W(z) Wo(x) + Vi(0)z + X Wy(x)z"

n>2

= 1+Q2x+1z+ Y, 2xW,1(x)W,_2(x))z"

n=2

= 1+Qx+1Dz+ Y, 2xW,1(x)z" = Y, W,_»(x)z"

n>2 n>2

= 1+@x+Dz+2xz Y, W,.1(x)z" 1 =22 Y W,,_o(x)z"2

n>2 n>2

= 1+2x+Dz+2xz Y, W, (x)z" — 2% ¥, W,(x)z"

n>1 n>0

= 14+z+2xz ) Wy(x)z" —2z2 Y, W, (x)z"

n>0 n>0

= 1+z+2xzW(z) - 22W(=2).

1+z

WE) = —————.
@) 1—2xz + 22
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Corollaire 2.1.1. [19] Les polynomes T,, U,, V,, W, vérifiant les propiérités suivantes :
- U(x) = 3 [Valx) + Wi(x)].

- Va(x) = Up(x) = Up-1 (%)

- Wa(x) = Un(x) — Uy (x).

- V() + Viu(x) = Wi(x) = Wy (x) = 2T (x).

. Uy(x) — Uy(x) = 2T, (x), Vn > 2.

2.2 Polyndmes de Fibonacci

Définition 2.2.1. [22] La suite des polynomes de Fibonacci (F,(x))nen est défiinie par la

relation de récurrence suivante :

F.(x) =2F, 1(x) + F,»(x),Vn > 2
Fo(x) =0, F1(x) = 1.

(2.11)

Les premiers termes des polynomes de Fibonacci sont donnés par [22] :

Fo(x) = 0

Fi(x) = 1

Fo(x) = «x

F3(x) = x*+1

Fix) = x®+2x

Fs(x) = x*+3x*+1

Fe(x) = x> +4x?+3x
Fy(x) = x®+5x*+6x>+1.

Théoreme 2.2.1. [22] La fonction génératrice des polyndmes de Fibonacci est donné par :

z
Fz)= ———.
@) 1—xz—22
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Démonstration.

Posons

alors :

F(z)

Fz) = ) F()2",

n>0

Fo(x) + F1(x)z + Z>:2 F(x)z"

0+z+ ) (xF,_1(x) + F,_o(x))z"

n>2

zZ+ Z an—l(x)Zn + Z Pn—Z(x)Zn

n>2 n>2

z+xz Y, Fuoi(x)z" 1+ 22 Y, Fp(x)z" 2

n>2 n>2

z+xz Y, F,(x)z" + 2> ¥ F,(x)z"

n>1 n>0
z+xz Y, F,(x)z" + 2% ¥ F,(x)z"
n>0 n>0

z + xzF(z) + z*F(z).

2.3 Polyndmes de Lucas

Définition 2.3.1. [23] La suite des polynomes de Lucas (L, (x)),en Sont défiinis par la relation

de récurrence suivante :

L,(x) =xL,_1(x) + L, »2(x),Vn > 2
L@(Xj = Z,LQ(Xj =X

(2.12)
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Les premiers termes des polynomes de Lucas sont donnés par [24] :

Lo(x) = 2

Li(x) = x

Ly(x) = x2+2

Ly(x) = x°+3x

Li(x) = x*+4x?+2

Ls(x) = x°+5x%+5x
Le(x) = x°+6x*+9x% +2.

Proposition 2.3.1. [25] La fonction génératrice des polyndmes de Lucas est :

2 —xz

xz —z2°
Démonstration.

Posons

Lz) = ) L7,

n>0

alors la fonction génératrice associée a L,(x) est donnée par :

= 2+xz+ ) (xL,_1(x) + L,_o(x))z"

n>2
= 2+4xz+ Y, xL,1(x)z" + Y, L,_»(x)z"
n>2 n>2
= 2+xz+xz Y Luoa(x)z2" 1+ 22 Y L,_p(x)z" 2
n=2 n>2
= 2+4+xz+xz ), Ly(x)z" + 2% Y, L,(x)z"
n>1 n>0
= 2+xz+xz ) L,(x)z" —2xz +z* ¥ L,(x)z"
n>0 n>0

= 2+ xz+xzL(z) + Z°L(2).
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2.4 Polynomes de Pell

Définition 2.4.1. [23] La suite des polynomes de Pell (P,(x)),en sont défénis par la relation

de recurrence suivante :

P,(x) = 2xP,_1(x) + P, 2(x),¥Yn > 2
Po(x) = 0,P1(x) =1

(2.13)

Les premiers termes de polynomes de Pell sont donnés par [26] :

Po(x) = 0

Pi(x) =1

Py(x) = 2x

P3(x) = 4x*+1

Py(x) = 8x>+4x

Ps(x) = 16x*+12x2 +1

Pg(x) = 32x° +32x° + 6x

Py(x) = 64x°+80x* +24x2 + 1.

Démonstration.

Posons

P@E) =) a2,

n>0
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alors la fonction génératrice associée a P, (x) est donnée par :

P(z) = Po(x) +Pi(x)z + X Pu(x)z"

n>2

= 0+4+z+ )Y, 2xP,_1(x) + P,_»(x))z"

n>2

= z+ ), 2xP,1(x)z" + ) P, _»(x)z"

n>2 n>2

= z+4+2xz Y, P,oi(x)z" 1 + 22 Y P,_p(x)z"2

n>2 n>2

= z+2xz Y, P,(x)z" +z* Y, P,(x)z"

n>1 n>0

= z+4+2xz Y, P,(x)z" +z* Y, P,(x)z"

n>0 n>0

= z+2xzP(z) + Z2°P(2).

2.5 Polyndmes de Jacobsthal

Définition 2.5.1. [23] La suite des polyndmes de Jacobsthal (], (x))nen est défiinie par la

relation de récurrence suivante :

Ju(x) = Ju-1(x) + 2x],2(x), V1 = 2
]O(X) = Olll(x) =1

(2.14)

Proposition 2.5.1. [25] La fonction génératrice des polyndmes de Jacobsthal est :

J@) = 7—

—z—2xz?%

Démonstration.

Posons

J2) =Y Ju(0)2",

n>0
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Alors la fonction génératrice associée a J,(x) est donnée par :

J(z) Jo(x) + 1(0)z + X Ju(x)z"

n>2

= 0+z+ Z (]n—l(x) + zx]n—Z(x))Zn

n>2

= Z+ Z Ju1(x)z" + Z 2x]u—2(x)z"

n>2 n>2

= z+z ) Jpa(0)2"7 42022 ¥ Jua(x)2"2

n>2 n>2

= z+2zY, J,(x)z" +2xz2 ¥ J.(x)z"

n>1 n>0

= z+2zY, J,(x)z" +2xz* ¥ J.(x)z"
n>0

n>0

= z+2zJ(z) +2x2%](2).

J@) = 7—

—z—2xz?%

2.6 Polynomes de Jacobsthal-Lucas

Définition 2.6.1. [23] La suite des polynomes de Jacobsthal-Lucas (j,(x))nen est défiinie par

la relation de récurrence suivante :

jn(X) = a1 (x) + 2xj5-0(x), V1 > 2
Jo(x) =2, j1(x) =1

(2.15)

Théoreéme 2.6.1. [25] La fonction génératrice des polyndmes de Jacobsthal-Lucas est :

) 2—-z
@) = 1—2z—2xz2

Démonstration.

Posons

i@ =Y iz,

n>0
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alors la fonction génératrice associée a j,(x) est donnée par :

j(z) = jo(x)+ j1(x)z + E‘Z jn(x)z"
= 2+4+z+ gz(jn_l(x) + 2Xjp_o(x))2"

= 242+ ), jam1(0)z" + ) 2xj,0(x)z"
n>2

n>2

= 24242 ) ju1(2)z" N+ 2222 Y juoa(x)2" 2
n>2

n=2

= 2+4z+2 ) ju(x)2" +2x2% Y ju(x)z"
n=0

n>1

= 2+4z+2 ) ju(x)z" =2z +2x2% Y ju(x)z"

n>0 n>0

= 2-z+zj(z) + 2x2%j(z).

. 2—z
j2) = 1—2z—2xz2

Théoreme 2.6.2. [27] Soit (P,(t))nen une suite de polynomes normalisée c-a-d :
Py(t) =" + a1 t" " + a0t + a5t

Alors (P, (t))nen une suite de polynomes orthogonaux normalisée si et seulement s’il existe
deux suites de nombres complexes (atn)nen €t (Bu)nen Vérifiant la relation de réccurence

suivante :
Py () = (t — an)Py(t) — ﬁnpn—l(t)/ Yn>0

P—l(t) = OIPO(t) =1

Théoréme 2.6.3. [27] Soit (P,(t))nen une suite de polynomes orthogonaux alors les deux

assertions suivantes sont équivalentes :
1. Py(=t) = (=1)"Pu(t)
2. Pn+1(t) = tpn(t) — ﬁnpn—l(t)/ P_l(t) = O,P()(t) = 1,71 >1
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CHAPITRE 3

FONCTIONS GENERATRICES DE
CERTAINS NOMBRES ET
POLYNOMES ORTHOGONAUX

Dans ce chapitre nous présentons un théoréme basé sur les fonctions symétriques
afin de déterminer des nouvelles fonctions génératrices des produits de fonctions symé-

triques de trois variables et certains nombres comme : Y. S,(A)Py,z", Y., S,(A)]kn2z",
n>0 n>0

Y. Su(A)jinz",... Ainsi que les fonctions génératrices des produits de fonctions symé-

n>0

triques de trois variable et les polyndémes orthogonaux comme :

Y Su(AFu(0)z", L Sa(AUn(0)z", X, Su(A)Qu(x)2",...

n>0 n>0 n>0
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3.1 Définitions et notations

Définition 3.1.1. [28] Nous définissons I'operateur 5 , appelé symétriseur par :

ak f(ar) — ak f(a)

ay —az

(3.1)

k -
6111ﬂ2(f) -
Remarque 3.1.1. Si f(a1) = a3, l'opérateur (3.1). nous donne :
Ofap(@1) = Silar+a2)
= Ih(a, a2).
Définition 3.1.2. [28] Soit f une fonction réelle, la différence divissé est définie par :

f(ﬂ1, vee Wiy Aig1y ooy ) — f(ﬂl, s, i, A2, o y)
a; +4aiy '

Onyaiy (f) =
Proposition 3.1.1. [29] Soit E = {ey, e,}, on définit 'operateur 6, , par :
(5]2132][(61) = Iy_1(er, €2) f(er) + e’§9elezf(e1),

pour tout k € K.

Proposition 3.1.2. [32][33] Vn € N,ona

DPr_y = (—1)”+1Pk,n.
2)Qk,—n = (_1)n+1Qk,n~
3)]k,—n = (_1)n+1]k,n-

3.2 Formule principale

Théoréme 3.2.1. [30] Etants donné deux alphabets E = {e1,e,} et A = {ay,a,, ...a,}, alors :

< 2
X W (ar, 4y, a)h® (1, €2)2"
n=

k-1 oo
Y. Su(=A)iesh® (e1,e2)z" = (e1022)" ¥, Suakar (AT (e1, €2)2""
— =0 _ 0 . (3.2)
(X Su(=A)@2)") (L Su(=A)(e22)")
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Démonstration.

Soient ), S,(A)z" et } S,(-A)z", deux séries telles que
n=0 n=0

[e¢]

Soit: f(e1) = n§O hil")(al,az, ...ay)eyz", alors le premier membre de la formule (3.2) s’écrit
8o, fler) = o, (go W (a1, a,, ...an)e’fz”)
_ ;0 1@y, a0, a)h® (e, e2)2",
posons f(e1) = — 1 , alors le deuxieme membre de la formule (3.2) s’écrit :

Z Sn(—A)e'fz”
n=0

Oererfle1) = L ! L
€1 1 - _ 0 Y
AT Y S, (At Y S, (~A)elz
n=0 n=0

Y. Su(=A)eyz" = 3. Su(=A)ejz"
n=0 n=0

€1 — €

(f sn(—A>eqzﬂ)(§ sn<—A>e;z")
n=0 n=0

n_ n
€ — €

€1 — €2

Zi’l

Y Su(=A)
n=0

(f Sn(—A)e’fZ”) ( f Sn(—A)egz”)
n=0 n=0

N 2
r bnh(n_)l(elz e2)z"
n=0

(f Sn(—A)e'fZ”) (f Sn(—A)egz”)
n=0 n=0
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D’aprés la proposition 3.1.1, on déduit :

e, f(€1) hi-1(ex, e2) f(e1) + €50e.e, f(e1)

Y, Su(=AH? (e1,e2)2"

k n=0

o) 2 (o IS
Zo Sn(=A)ejz" ( Y Sn(—A)e’fz") ( Y Sn(—A)egz”)
n= n=0 n=0

2
h]ijl(el/eZ)

L Su=Aesl (ene2) - i (o1, e)]z"

(f Sn(—A)e?z”) ( f Sn(—A)EZZ”)
n=0 n=0
Alors

= @ K
;O Su(=A) |e4h? (1 + e2) — €5Sa(e1, €2) | 2"

Ok o, fler) =

(f Sn(—A)eTz”) ( f sn(—A)egz”)
n=0 n=0

Y, Su(=A) [esh?) (o1 + e2) — &1 (er, )] 2"

n=k+1

(f Sn(—A)eng”) ( f Sn(—A)egz”)
n=0 n=0

k-1 oo
% Su=Aelephl, (e ez = ey e T Suuen (AW e e

(i Sn(_A)eTZn) ( f Sn(—A)egz”)
n=0 n=0

3.3 Applications du théoreme

Posons k = 0,1 et A = {ay,a,,a3}, dans le théoréme 3.2.1. nous déduisons les
théorémes suivants :
Théoreme 3.3.1. [31] Etant donnés deux alphabets A = {a;1, a,,a3} et E = {ey, ey}, alors :

—S51(A)z = (e1 + €2)So(—A)z* — ((e1 + €2)* — €162)S3(-A)Z°
[Toea(l — aeiz) [1(1 — aeyz)

Sn(A)Su-1(E) =
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Théoréme 3.3.2. Etant donnés deux alphabets A = {ay,a,, a3} et E = {ey, e2}, alors :
— €16,55(—A)z* — erex(er + €2)S3(—A)Z°

1
Si(A)Sq(E) = [1,c4(1 — aeiz) T1(1 — aez)

En remplacons e, par (—¢;) dans les théoeme 3.3.1 et 3.3.2 on obtient respective-
ment, les relations suivantes :

—51(=A)z — (61 — €2)S2(=A)z% — ((e1 — 2)* + €16)S3(=A)z°

HaeA(l - elaz) HueA(l + 62{12) ’
(3.3)

(3.4)

Y SuA)Saler +[-eal)z" =
n=0

- n 1+ 816252(—A)Zz + 6162(61 - 62)53(—A)23
L SSler e = C T T e

n=0
H(l — ,42) H(l + e,az)

acA acA

Avec

= 1—-(e1 —e)@a +ax+az)z
+((aaz + maz + axaz)(er — €2)* — erex((a1 + az + az)* — 2(a1a + a1a3 + (203)))z>
—(ma2a3(e1 — €2)° — erex(er — €2)((a1az + ara3 + axa3)(ay + a, — a3) — 3a14,a3))2°
+(—erex(e1 — €2)*m1axa5(a1 + ap + a3) + efe5((a1a2 + Mmas + axa3)* — 2a10505(a1 + Az + a3)))z*
—maaseies(er — e2)(@ay + mas + aas)z’ — arasazeiesz’.
A = T+ (e1—e)Si(=A)z + [Sa(-A)(er — €2)* — e1e2((S1(=A))* = 25,(=A))] 22
—[=S3(=A)(e1 — e2)’ — erea(er — e2)(=S2(=A)S1(=A) + 353(-A))] 2°
+ [—6162(31 — €2)°S3(=A)S1(=A) + eje3((S2(=A))* — 253(—A)51(—A))] z*
+S3(—A)etes(er — €2)S2(—A)z° — (S3(—A))*efesz°.

3.4 Fonctions génératrices des produits de certains nombres

et les fonctions symétriques de trois variables :

ep—e =2
- De la spécialisation suivante e dans la relation (3.3) on obtient :
€16y = k
= —S1(—=A)z — 255(=A)z? — (4 + k)S3(~A)z°
Y Su(A)S, e + [—es])z = A7 2 D)P @G+0%(A (55
k

n=0
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avec

Dp, = 1+251(=A)z + [455(=A) — k((S1(—A))? — 2S,(~A))] 22
— [-853(=A) — 2k(=52(=A)S1(=A) + 353(—A))] 2°
+[—4kS3(—A)S1(—A) + K*((S2(=A))* — 253(—=A)S1(-A))] z*
+2k2S5(~A)Sa(—A)Z® — K3(S5(—A))%2,

qui représente la fonction génératrice du produit des fonctions symétriques de trois

variables et les nombres de k-Pell.

Proposition 3.4.1. Yn € IN,on a
Sn(A)Pk,n = Sn(A)Sn—l(el + [_62])'

Posons k = 1 dans (3.5) on obtient la proposition suivante :

Proposition 3.4.2. Vn € IN, la fonction génératrice du produit des fonctions symétriques de

trois variables et les nombres de Pell est donnée par :

—S1(=A)z = 2S5(=A)2? — 555(-A)Z>

Z Sn(A)Sn-1(e1 + [—e2])z" = Dp

n=0

(3.6)

avec
Dp = 1+281(—A)z+ [4S:(—A) — ((S1(—A))> — 25,(—A))] 2>

= [-853(=A) = 2(=52(=A)S1(=A) + 353(-A))] 2°
+[-453(=A)S1(=A) + ((S2(=A))* - 255(-A)S1(=A))] z*
+283(—A)S2(—=A)z> — (S3(—A))*z°.

Théoreme 3.4.1. Vn € N, la fonction génératrice du produit des fonctions symétriques de

trois variables et les nombres de k-Pell-Lucas est donnée par :

- 2 +251(=A)z + 2(k + 2)Sy(—A)z2 + (6k + 8)S3(—A)Z°
Y Su(A)Qz" = +25(A)z + 2k + )5( )z + Ok +85(AZ 5
n=0 Qk

Démonstration.

On a

Qin = 25,(e1 + [—e2]) = 25,-1(e1 + [—e2]), (voir[5])
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alors

L SiAQu" = % SuA)[25,(er + [-ead) = 25,1(er + [~ea))]
= 23 S,(AS,(e1 + [-ea) =2 T S,(A)Sa(er + [-eal)z"

= 2Y S, (A)Su(er + [~e])2" —2 Y Su(A)Pynz",
n=0 n=0

Posons e; — e; = 2 et e;e; = k dans la formule (3.4) on obtient la fonction génératrice

suivante :
- 1+ kSy(—A)z2 + 2kS;5(—A)z°
Y 5.(A)S(er + [-erl)er = HEAEAE L EEAE 68)
n=0 Q
avec
DQk = DPk'
Alors :
°° 1+ kSy(—A)z* + 2kS;5(—A)Z>
Y S A)Quz = 2r AT )
n=0 Qk
_2—51(—A)z —25,(=A)z% — (4 + k)S3(—A)Z?
Dy,
24 251(=A)z + 2(k + 2)Sy(—A)z* + (6k + 8)S3(—A)zZ
Do, .
Posons k = 1 dans le théoreme 3.4.1 on obtient la proposition suivante : m|

Proposition 3.4.3. Vn € IN, la fonction génératrice du produit des fonctions symétriques de

trois variables et les nombres de Pell-Lucas est donnée par :

i 5,(A)0,2" = 2 +25,(—A)z + 6S,(-A)z* + 1453(—A). (3.9)
n=0

Dq
Avec
DQ = Dp.
D’apres la proposition précedente et les relations (3.5) et (3.7) on déduit les pro-
positions suivantes :
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Proposition 3.4.4. Vn € IN, la fonction génératrice du produit des fonctions symétriques de

trois variables et les nombres de k-Pell d’indice négatif est donnée par :

 —S5y(=A)z +25y(~A)2 — (4 + K)S3(A)Z

ZSH(A)Pk,_nz = 5, (3.10)
n=0 k

avec
Dp = 1-28(=A)z +[45:(—A) — k((S1(—A))* - 255(-A))] 2>

+[=853(—A) — 2k(=52(=A)S1(—A) + 353(=A))] 2°
+[-4kS3(=A)S1(—A) + K ((S2(=A))? = 255(-A)S1(-A))] 2*
—2k2S3(—=A)Sa(—A)z” - I (S3(=A))*z°,

Proposition 3.4.5. Vn € IN, la fonction génératrice du produit des fonctions symétriques de

trois variables et les nombres de k-Pell-Lucas d’indice négatif est donnée par :

—2 4 281(=A)z — 2(k + 2)Sa(~A)Z? + (6k + 8)S5(~A)Z>

Y 52" = = (3.11)
n=0 o8
Avec
Dg = Dp.

Posons k = 1 dans les deux proposition précédentes on obtient les corollaires suivants

Corollaire 3.4.1. VYn € IN, la fonction génératrice du produit des fonctions symétriques de

trois variables et les nombres de Pell d'indice négatif est donnée par :

- ~S1(=A)z + 25,(—A)z? — 5S5(—A)Z
Z SH(A)P_nZn — Sl( )Z + 52([) )Z 553( )Z , (312)
n=0 P

aovec
Dp = 1-2Si(—A)z + [4S5(—A) — ((S1(—A))? — 2S,(~A))] 22

+[-8S3(=A) = 2(=52(=A)S1(—A) + 353(-A))])z°
+[-483(=A)S1(=A) + (S2(-A))* = 255(=A)S1(-A))] =*
—255(=A)S2(=A)z° = (S3(-A))*2°,
Corollaire 3.4.2. Vn € IN, la fonction génératrice du produit des fonctions symétriques de
trois variables et les nombres de Pell-Lucas d’indice négatif est donnée par :

—2 +251(—A)z — 6S5(~A)Z? + 14S5(-A)Z®
Do

i Sn(A)Q-,z" =

n=0

(3.13)
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Avec
DQ/ = Dp/.
1 — €6 = k

- De la spécialisation suivante dans la relation (3.3) on obtient :
€16 = 2.

—S1(=A)z = kSy(=A)2? — (K2 + 2)S3(=A)Z>

(3.14)
D]k

Y SuA)Saler + [—eal)z" =
avec "~
Dj, = 1+4kS1(=A)z + [Sa(—A)k* — 2((S1(—A))* — 25,(=A))] 22
— [S5(~A)K® = 2k(=Sa(~A)S) (~A) + 353(~A))] 2
+[-2K2S3(=A)S1(=A) + 4((S2(=A))* = 253(=A)S1(-A))] *
+4kS5(—A)Sy(—A)z°> — 8(S3(—A))z8,
qui représente la fonction génératrice du produit des fonctions symétriques de trois variables

et les nombres de k-Jacobsthal
Corollaire 3.4.3. Yn € N,ona
Sn(A)]k,n = Sn(A)Sn—l(el + [_62])-

Théoréme 3.4.2. Vn € N, la fonction génératrice du produit des fonctions symétriques de

trois variables et les nombres de k-Jacobsthal-Lucas est donnée par :

had _ _AV2 2 _ 3

Z S (A)junz" = 2 +kS1(—=A)z + 2k + 4)S(—A)z* + (k= + 6)S3(—A)z . (3.15)

= Djk

n=0
Démonstration.
On a

Jin = 2S(e1 + [—e2]) — kS,-1(eq + [—e2]), (voir[28])

alors

Z—:o Su(A)jknz" = ;0 Su(A) [2S,(e1 + [—e2]) — kS,—1(e1 + [—e2])] 2"

= 23 S,(AS,(e1 + a2 ~k T ,(A)S,a(er + [-ea)”

= 23 S5 + [-ea)" =k L 5,42
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Posons e; — e, = k et e1e; = 2 dans la formule (3.4) on obtient la fonction génératrice

suivante :
— 1+ 2S,(—A)z% + 2kS5(—A)z®
Y S5 + [eade = TR CAE XESEAE
n=0 Jk
avec
ka =Dy,
Ce qui nous donne
« 14 2S,(=A)z* + 2kS3(-A)z>
R
n=0 Jk
_k—Sl(—A)z — kSy(=A)z* — (k* + 2)S3(-A)Z?
D]k
24 kS1(—A)z + (I + 4)S:(—=A)z* + k(K> + 6)S3(-A)z
D]k .
Posons k = 1 dans (3.14) et (3.15) on obtient les propositions suivantes : O

Proposition 3.4.6. Vn € IN, la fonction génératrice du produit des fonctions symétriques de

trois variables et les nombres de Jacobsthal est donnée par :

i (A2 = AT SZ(_D‘?)ZZ —35(=A)2"

(3.16)

n=0

avec
D; = 1+81(=A)z + [Sa(=A) = 2((S1(-A))* = 252(=A))] 2*

= [=55(=A) = 2(=52(=A)S1(=A) + 353(-A))] °
+[-253(=A)S1(=A) + 4((S2(-A))? - 255(-A)S1(-A))] 2*
+455(—A)S2(=A)z° - 8(S3(=A))*2°,

Proposition 3.4.7. Vn € IN, la fonction génératrice du produit des fonctions symétriques de

trois variables et les nombres de Jacobsthal-Lucas est donnée par :

24 81(=A)z + 655(—A)22 + 7S5(~A)F

Z Su(A)juz" = - (3.17)
n=0

Avec
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3.5 Fonctions génératrices des produits de certains po-
lynémes orthogonaux et les fonctions symétriques

de trois variables

C e . €1 -6 =X . .
- De la spécialisation suivante dans la relation (3.4) on obtient :
€16 = 1

1+ 55(—A)z> + S3(-A)xz>

D Sud)Si(er + [-ea])e" = i

n=0

(3.18)

avec
Dr = 1+Si(=A)xz+ [Sa(—A)2 — ((S1(=A))? — 2S5(—A))] 22

= [=53(-A)x* = x(=52(=A)S1(-A) + 355(=A))] 2°
+[~22S5(=A)S1(~A) + ((Sa(~A))? — 253(~A)S1(~A))] 2*
+53(=A)S2(=A)xz’ — (S3(=A))*2",

qui représente la fonction génératrice du produit des polyndmes de Fibonacci et les

fonctions symétriques de trois variables.

Corollaire 3.5.1. Vn € Nona

Sn(A)Fn(x) = Sn(A)Sn—l(el + [_62])Zn-

1 —€6r =X

- De la spécialisation suivante dans la relation (3.3) on obtient :
€16 = 1
= —S1(=A)z = Sy(—A)xz? — S3(=A)(x? + 1)2°
Z Sn(A)Sn—l(el + [_ezl)zn — 1( ) 2( )DF 3( )( ) ; (3.19)

n=0
qui représente une nouvelle fonction génératrice .

Théoréme 3.5.1. Vn € IN, la fonction génératrice du produit des polynomes de Lucas et les

fonctions symétriques de trois variables est donnée par :

_2+x51(-A)z+ 2+ x%)Sy(=A)xz? + x(3 + x%)S3(—A)Z>

3. SHAIL, ()" B
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Démonstration.
On a
Ly(x) = 25,(e1 + [—e2]) — xSu-1(e1 + [—e2]), (voir[5])
alors
;0 Sn(A)Ly(x)z" = ;0 Sn(A)S[25,(e1 + [—e2]) — xSu-a(er + [—e2])]2"
= 2 ;o Sn(A)Su(er + [—e2])z" — x ;0 Sn(A)Su-1(e1 + [—e2])z"
= 2% SUAFM" - x L S,(A)Sa(er + [-eal)2”
) _ _ _ _ 2 _ 2 _ 3
2 ¥ S (A1) - x 51(=A)z — x5,(=A)z" — (x* + 1)S3(-=A)z
n=0 DF
B 21 + S5(=A)Z* + S3(=A)xz®
- B,
_x—51(—A)Z — xS5(=A)z? — (x* + 1)S3(-A)Z°
Dr
_ 24+x51(=A)z + 2+ x%)55(—=A)z* + x(3 + 1) S3(-A)Z’
= D .
e —ey = 2x
- De la spécialisation suivante dans la formule (3.3) on obtient :
€16y = 1.
. —S1(—A) — 2xS5(—A)z? — (4x% + 1)S3(-A)Z®
Z Su(A)S,-1(e1 + [—e])2" = 1=4) 2 1)) ( )55(=4) . (3.20)
n=0 px
avec :
Dye = 1+42x51(=A)z + [Sa(—A)4x* — ((S1(=A))* — 255(=A))] 2

— [~S5(~A)8x — 2x(=Sa(~A)S1(~A) + 353(~A))] 2
£ [43285(=A)S1(~A) + ((Sa(~A))? — 255(~A)S1(~A))]
+53(=A)Sy(—A)2xz° — (S3(—A))*25.

qui représent la fonction génératrice du produit des polyndmes de Pell et les fonctions

symétriques de trois variables. O
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Corollaire 3.5.2. Yn e N;ona:
Sn(A)P,(x) = S,(A)S,-1(e1 + [—e2]).

Théoréme 3.5.2. Vn € IN, La fonction génératrice du produit des polyndmes des Pell-Lucas

et les fonctions symétriques de trois variables est donnée par :

- 2 +2xS1(=A)z + 2(1 + 2x2)Sy(—A)Z? + 2x(4x% + 3)S5(—A)Z°
ZSn(A)Qn(x): + 2x51(-A)z + 2(1 + x)g( )z° + 2x(4x° + 3)S5( )z.
— px
n=0

Démonstration.

Ona:

Qu(x) = 25,(E) — 2x5,-1(E)z.

alors :
;0 Sn(A)Qu(x)z" = ;0 Sn(A)[254(E) — 2xS,-1(E)]2"
= 2} S,(A)S,(E)" ~ 21 ¥, S,(A)S,1(E)2"
n=0 n=0
= 2 Z Sn(A)Sn(E)Zn —2x Z Sn(A)Pn(x)Zn-
n=0 n=0
e1—ey = 2x
-De la spécialisation suivante Dans la formule (3.4) on obtient :
€16 = 1;
N 1 —A)Z? + 2xS3(—A)Z>
Y SuA)S, e + [eal)et = R AL @21
n=0 Dpx
alors :
x 1 —A)z? + 2xS3(—A)Z° o
Y S, (Quwz = 212 XTESHCHZ 5§ 5 ()P, (rzr
n=0 Dpx n=0
B 21 + Sy(=A)z? + 2xS3(-A)Z?
D,y
_Zx—Sl(—A) — 2xS,(=A)z? — (=4x? + 1)S3(-A)Z®
D,y ’
24 2x51(=A)z + 2(1 + 2x%)Sp(—A)z* + 2x(4x? + 3)S5(—A)Z
= D, i
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En remplacant e; par 2e; et e; par (—2e;) dans le théoreme (3.3.2), on deduit la fonction

génératrice suivante :

1+ 4e1e,S,(—A)Z% + 8eiex(er — 2)S3(—A)Z°

Y S,(A)8,(2e1 — [~2e2)2" = 3

n=0

(3.22)

avec

D = 1+2(e; —e)Si(=A)z + [452(=A)(e1 — e2)* — 4(e162)*((S1(=A))*> — 25,(=A))] 22
—[-8S53(=A)(e1 — €2)° — 8erez(er — €2)(—S2(—A)S1(=A) + 355(=A))] 2°
+[~16e1e5(e1 — €2)S3(=A)S1(=A) + 16(e12)*((S2(=A))* = 253(=A)S1(=A))] z*
+32(e162)*(e1 — €2)S3(=A)Sa(—A)z° — 64e3e3(S3(—A))*2°.

C e . €1~ € X .
-De la spécialisation suivante Dans la formule (3.22) on obtient :
46162 = -1 ’

1= Sy(=A)z2? — 2xS5(—A)Z?

Y S ASuer + [-eal)z" = B

n=0

(3.23)

avec
Dy, = 1+2xSi(—A)z + [4x2Sy(=A) + ((S1(=A))? — 255(—A))] 22

— [-853(—A)x® + 2x(—S2(—A)S1(—A) + 353(—A))] 2°
+ [4x255(—A)S1(=A) + ((S2(-A))* — 255(=A)S1(-A))] *
+2xS53(—A)S2(—A)zZ> + (S3(—A))*z°.

Qui représent la fonction génératrice du produit des polynomes de Tchebychev de

deuxieme espece et les fonctions symétriques de trois variables. m|

Corollaire 3.5.3. Ona:
Su(A)U,(x)z" = §,(A)S,(2e1 — [-2e2]).

Théoreme 3.5.3. Vn € IN, La fonction génératrice du produit des polynomes de Tchebychev

de la premiére espéce et les fonctions symétriques de trois variables est donnée par :

® L 1+x51(=A)z + (2x2 = 1)Sy(—=A)z* + x(4x? — 3)S3(—A)Z°
EO Sn(A)Tu(x)z" = D,
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Démonstration.

ona:

T(x) = Sn(2e1 + (=3e2)) — x5,-1(2e1 + [-2e,]) (voir[34], [35])
L S(AT,(2" = L S,(ANS, (2 + [-2ea] = 55,4201 + [-ea) 2"

= ¥ 5,(A)S.2e + [26])2" — x ¥, Su(A)S,1 (201 + [~2e5])2".
n=0 n=0

En remplagant e; par 2e; et e, par (—2e;) dans la théoreme 3.3.1 , on obtient :

i $.(A)S,1 (2e1+[-2e2])2" = —-51(—A)z — 2(e1 — €2)S2(—A)z* — (4(e1 — e2)* + 46162)53(—14)23.

n=0 D
(3.24)
Posons e; — e; = x et 4e1e, = —1 dans la relation (3.24) on obtient :
= ~51(=A)z — 2xS5(—A)z? — (4x* — 1)S3(=A)Z°
Y 5.(A)S,1(2e0 + [-2e2)2" = S1(=A)z = 2x5( [))Z G = DSCAZ 555
n=0 T
Avec
DT = Du.
) 1= Sy(—=A)z? — 2xS3(-A)Z®
Y S ATz = A AR
n=0 DT
_ =Si(-A)z - 2xS,(—A)z? — (4x? — 1)S3(-A)Z®
X D,
1 = Sy(=A)z? — 2xS3(-A)Z®
= X
Dr
+x51(—A)z + 2x25,(=A)z? + x(4x? — 1)S3(-A)Z®
Dr
14 x51(=A)z + (2x* = 1)Sy(-A)z* + x(4x* — 3)S3(—A)Z’
= D .
O
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CONCLUSION

Dans ce mémoire nous avons utilisé le concept des fonctions symétriques pour
déterminé des nouvelles fonctions génératrices ordinaires des produits de fonctions

symétriques de trois variables et certains nombres et polyndmes orthogonaux par

exemples :
go Su(A)P,(x)z", go Su(A)Un(x)Z", go 5n(A)Qn(x)z",...
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Résumé:

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés au calcul des fonctions génératrices
ordinaires, en utilisant le concept des fonctions symétriques. Nous allons commencer
par donner des notion de base ayant été utilisés tout au long de ce mémoire, ensuite
nous introduisons les polyndémes orthogonaux, enfin nous allons présenter des
nouvelles fonctions génératrices des produits des fonctions symétriques de trois

variables et certains nombres et polynémes orthogonaux.

Mots-clés : Fonctions genératrices, fonctions symétriques, polynémes orthogonaux,

relations de récurrences.
Abstract:

In this memory, we are intrested in the calculation of the generating functions , using
the concept of symmetric functions. We will start by giving a basic notions that have
been used throughout this memory , then we introduce the orthogonal polynomials.
Finally we will present a new generating functions of the products of symmetric

functions of three variables and certain numbers and orthogonal polynomials .

Keys-words: Generating functions, symmetric functions, orthogonal polynomials,

recurrences relations.



