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INTRODUCTION

Les polynômes orthogonaux constituent un lien de rencontre privilégié pour di-

verses disciplines de mathématiques pures et appliquées ainsi que d’autre domaines des

sciences. Plusieurs auteures ont introduit les polynômes orthogonaux et leurs fonctions

génératrices . Voir par exemple [12, 5, 8, 9, 10, 12, 13, 14]. L’objectif de notre mémoire

et de déterminer des nouvelles fonctions génératrices des produits des fonctions symé-

triques de trois variables et certains nombres et polynômes orthogonaux.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Dans le premier, nous rappelons quelques définitions et notions de base ayant été

utiliser tout au long de ce mémoire. Dans la première partie nous donnons quelques

définitions et propriétés concernant les séries formelles et les relations de récurrences

puis nous présentons les fonctions génératrices . Dans la dernière partie de ce chapitre

nous introduisons les fonctions symétriques ainsi que leurs propriétés.

Dans le deuxième chapitre nous introduisons les polynômes orthogonaux de types

de Tchebychev et les polynômes de Fibonacci , Lucas , Pell, Pell-Lucas, Jacobsthal et

Jacobsthal-Lucas. Et nous déterminons leurs fonctions génératrices, en utilisant les re-

lations de récurrences linéaires.

Dans le troisième chapitre nous présentons un théorème afin de déterminer des nou-
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Introduction

velles fonctions génératrices. Premièrement nous donnons quelques définitions qui nous

utile dans nos résultats. deuxièmement nous déterminons des fonctions génératrices de

produits des fonctions symétriques de trois variables et certains nombres comme :
∞∑

n=0
Sn(A)Pnzn,

∞∑
n=0

Sn(A)Qnzn,
∞∑

n=0
Sn(A)Lnzn... Enfin dans la dernière partie de ce cha-

pitre nous déterminons des nouvelles fonctions génératrices des produits des fonctions

symétriques de trois variables et les polynômes orthogonaux par exemples :
∞∑

n=0
Sn(A)Pn(x)zn,

∞∑
n=0

Sn(A)Qn(x)zn,
∞∑

n=0
Sn(A)Un(x)zn...
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CHAPITRE 1

NOTIONS PRÉLIMINAIRES

Dans ce chapitre nous rappelons des notions générales . Nous donnons tout d’abord

quelques rappels sur les séries formelles , puis les relations de récurrences, ensuite nous

définissons les fonctions génératrices ordinaires . Enfin nous nous introduisons les fonc-

tions symétriques complètes et élémentaires ainsi que leurs propriétés.

1.1 Séries formelles

Soit k un corps commutatif (k = R
⋃

k = C).

Définition 1.1.1. [1] Toute suite (an) d’éléments d’un anneau A est appelée série formelle

sur A à une indéterminée x. Notation
∑

n∈N
anxn .

Notation

– Notons C[[x]] l’ensemble des séries formelles à coefficients dans C.
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Chapitre 1 Notions Préliminaires

– Notons R[[x]] l’ensemble des séries formelles à coefficients dans R.

– 1 + XC[[x]] l’ensemble des séries formelles à terme constante égale à 1 et XC[[x]]

l’ensemble des séries formelles à terme constante nul.

Remarque

A[x] l’ensemble des polynômes à coefficients dans A est un sous ensemble de A[[x]].

Définition 1.1.2. [2] Deux séries formelles α(x) =
∞∑
j=0

a jx j et β(x) =
∞∑
j=0

b jx j sont égales si et

seulement si pour tout j ≥ 0, a j = b j.

Proposition 1.1.1. [2] Si β etγ sont des séries formelles sans terme constante, on a (α◦β)◦γ =

α ◦ (β ◦ γ) . Autrement dit , la composition des séries formelles est associative.

Définition 1.1.3. [2] Soient α(x) =
∞∑
j=0

a jx j et β(x) =
∞∑
j=0

b jx j deux séries formelles on peut

définir leur somme et leur produit comme suite :

1- (α + β)(x) =
∞∑

i=0
(a + b)xi.

2- (α.β) =
∞∑

i=0

i∑
k=0

(akbi−k)xi.

Exemple 1.1.1. Soient α(x) =
∑

i∈N
(−1)ixi et β(x) =

∑
i∈N

xi deux séries formelles.

Alors :

(α + β)(x) =
∑
i∈N

((−1)i + 1)xi.

– Multiplication par un scalaire : La séries β(x) =
∑

i∈N
kxi est le produit de α(x) =∑

i∈N
xi par le scalaire k.

Exemple 1.1.2. β(x) =
∞∑

i=0
2xi est le produit de

∞∑
i=0

xi par 2.

– Dérivation : α(x) =
∑

i∈N
(i + 1)ai+1xi est le résultat de la dérivation de la série∑

i∈N
aixi.
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Chapitre 1 Notions Préliminaires

Exemple 1.1.3.

(1 − x)−2 est le résultat de la dérivation de (1 − x)−1 par apport à x.

– Division : Soient α et β deux séries formelles tels que β , 0, β divise α ssi il existe

une série formelle ω telle que : α = β.ω.

Théorème 1.1.1. [2] Si deux séries formelles α et β ont la même derivé alors il existe

c ∈ C : α = β + c.

Démonstration.

Soient α(x) =
∞∑
j=0

a jx j et β(x) =
∞∑
j=0

b jx j deux séries formelles alors :

D(α) =
∞∑
j=1

ja jx j , D(β(x)) =
∞∑
j=1

jb jx j en indentifient alors les coefficients de D(α(x)) et

D(β(x)) on obtient les égalités a j = b j pour tout j ≥ 1 on a alors :

a0 +
∞∑
j=1

a jx j = b0 +
∞∑
j=1

b jx j + c, avec : c = a0 − b0 c’est-à-dire α = β + c . �

1.1.1 Séries inversibles

Définition 1.1.4. [3] On dit que la série α(x) =
∞∑

i=0
aixi est l’inverse de la séries β(x) =

∞∑
i=0

bixi

si et seulement si (
∑
i=0

aixi)(
∑
i=0

bixi) = 1.

Exemple 1.1.4.

On a (1− x)(1 + X + X2 + X3.......+ Xn + .....) = 1, donc (1− x) est l’inverse de la série
∞∑

i=0
xi.

Théorème 1.1.2. [2] α(x) =
∞∑

n=0
anxn

∈ K[[x]] est inversible pour la multiplication si et

seulement si a0 , 0 .

Exemple 1.1.5.

-La séries α(x) =
∑

i∈N
(−1)ixi est inversible car a0 = (−1)i , 0.

Théorème 1.1.3. [2] Soit n ∈N∗ et α ∈ 1 + XC[[x]].

Alors : (α−1)n = (αn)−1.
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Chapitre 1 Notions Préliminaires

Démonstration.

Soient : α ∈ 1 + XC[[x]], et α−1 son inverse alors :

(α−1)n.αn = α−1.α−1
· · ·α−1.α.α · · ·α = 1

= (α−1.α)(α−1.α) · · · (α−1.α) = 1

Donc

(α−1)n =
1

(α)n .

Ce la nous donne

(α−1)n = (αn)−1.

�

1.2 Relations de Récurrences

1.2.1 Relations de récurrence linéaire homogène

Définition 1.2.1. [3] Une relation de récurrence linéaire homogène d’ordre k à coefficients

constants est sous la forme :

an = c1an−1 + c2an−2 + · · · + ckan−k. (1.1)

Où c1, c2, · · · , ck sont des nombres réels et ck non nuls.

Exemple 1.2.1.

1. La relation de récurrence linéaire homogène associée à les nombres de Tribonacci-Lucas

est :  kn = kn−1 + kn−2 + kn−3, n ≥ 3

k0 = 3, k1 = 1, k2 = 3.

2. La relation de récurrence linéaire homogène associée à les nombres de Tribonacci est : Tn = Tn−1 + Tn−2 + Tn−3, n ≥ 3

T0 = 3,T1 = T2 = 3.
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Chapitre 1 Notions Préliminaires

Remarque 1.2.1.

Soit an = rn la solution de (1.1), on obtient alors :

rn
− c1rn−1

− · · · − ckrn−k = 0⇐⇒ rk
− c1rk−1

− · · · − ck = 0. (1.2)

Cette dernière équation est l’équation caractéristique de la relation de récurrence (1.1).

Théorème 1.2.1. [3] Soient c1,c2,· · · , ck des nombres réels, supposons que l’équation carac-

téristique :

rk
− c1rk−1

− · · · − ck = 0. (1.3)

Admette k racines distinctes r1,r2· · · ,rk. Alors, une séquence an est une solution de la relation

de récurrence :

an = c1an−1 + c2an−2 + · · · + ckan−k. (1.4)

Si et seulement si

an = α1rn
1 + α2rn

2 + · · · + αkrn
k ,∀n = 0, 1, 2, · · · (1.5)

où α1, α2, · · · , αk des constantes réelles.

Exemple 1.2.2. Soit la relation de réccurence siovante :
an = 2an−1 − 5an−2, n ≥ 2

a0 = 1

a1 = 5

l’équation caractéristique est : t2
− 2t + 5 = 0 les racines associées à cette équation sont :

t1 = 1 + 2i , t2 = 1 − 2i, donc

(an)h = c1(1 + 2i)n + c2(1 − 2i)n.

Les constante c1 et c2 sont déterminée par les conditions initiales comme suite a0 = c1 + c2 = 1

a1 = c1(1 + 2i) + c2(1 − 2i) = 5
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Chapitre 1 Notions Préliminaires

Alors 
c1 =

1
2
− i

c1 =
1
2

+ i

Donc :

an = (
1
2
− i)(1 + 2i)n + (

1
2

+ i)(1 − 2i)n.

Théorème 1.2.2. [3] Soient c1, c2, · · · , ck des nombres réels.Supposons que l’équation carac-

téristique :

rk
− c1rk−1

− · · · − ck = 0. (1.6)

Admette t racines distinctes r1, r2, · · · , rt de multiplicités respectivement m1,m2, · · · ,mt,

telles que mi ≥ 1 et m1 + m2 + · · · + mt = k. Alors, une séquence an est une solution de la

relation de récurrence

an = c1an−1 + c2an−2 + · · · + ckan−k. (1.7)

Si et seulement si :

an = (α1,0 + α1,1n + · · · + α1,m1−1nm1−1)rn
1

+ (α2,0 + α2,1n + · · · + α2,m2−1nm2−1)rn
2

+ · · · + (αt,0 + αt,1n + · · · + αt,mt−1nmt−1)rn
t .

(1.8)

où les αi, j sont des constantes telles que 1 ≤ i ≤ t , 0 ≤ j ≤ mi − 1.

Exemple 1.2.3. Soit la relation de récurrence suivante :

an = 15an−2 − 10an−3 − 60an−4 + 72an−5

a0 = 1

a1 = 6

a2 = 9

a3 = −110

a4 = −45

L’équation caractéristique associée est : r5
− 15r3 + 10r2 + 60r − 72 = 0.

Cette dernière admette deux racines r1 = 2 (la multiplicite est 3), r2 = −3 (la multiplicite est

8



Chapitre 1 Notions Préliminaires

2), alors la solution générale s’écrit sous la forme suivante :

an = (c1 + c1n + c1n2)(2)n + (c4 + c5n)(−3)n.

Déterminer les valeurs de c1, c2, c3, c4, c5 :

pour n = 0⇒ c1 + c4 = 1

pour n = 1⇒ 2(c1 + c2 + c3) − 3(c4 + c5) = 6

pour n = 2⇒ 4(c1 + 2c2 + 4c3) + 9(c4 + 2c5) = 9

pour n = 3⇒ 8(c1 + 3c2 + 9c3) − 27(c4 + 3c5) = −110

pour n = 4⇒ 2(c1 + c2 + c3) − 3(c4 + c5) = 6.

On obtient 

c1 = 2

c2 = 3

c3 = −2

c4 = −1

c5 = 1

Donc :

an = (2 + 3n − 2n2)2n + (n − 1)(−3)n.

1.2.2 Relations de récurrence linéaire non homogène

Définition 1.2.2. [3] Une relation de récurrence linéaire non-homogène d’ordre k à coeffi-

cients constants est sous la forme :

an = c1an−1 + c2an−2 + · · · + ckan−k + F(n), (1.9)

où c1, c2, · · · , ck sont des nombres réels, ck est non nul et F(n) est une fonction non nulle de n.

La relation de récurrence

an = c1an−1 + c2an−2 + · · · + ckan−k, (1.10)

est appellée la relation de récurrence homogène associée.

9
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Exemple 1.2.4.

an = −4an−1 + 21an−2 + n3n.

Est une relation de récurrence linéaire non-homogène.

Définition 1.2.3. [3] Une solution particulière d’une relation de récurrence non homogène

est une séquence qui vérifie l’équation sans nécessairement vérifier les conditions initiales.

Théorème 1.2.3. [3] Si {a(p)
n } est une solution particulière d’une relation de récurrence

linéaire non homogène à coefficients constantes

an = c1an−1 + c2an−2 + · · · + ckan−k + F(n), (1.11)

alors toute solution est de la forme {a(p)
n + a(h)

n } où {a(h)
n } est la solution de la relation de

récurrence homogène associée

an = c1an−1 + c2an−2 + · · · + ckan−k. (1.12)

Théorème 1.2.4. [4] Soit F(n) = p(n)sn, le terme non homogène d’une relation de récurrence,

où p(n) est un polynôme non nul d’un certain degré et s un réel non nul

– Si le réel s est une racine de multiplicité m du polynôme caractéristique de la relation

de récurrence homogène associée, alors il y a une solution particulière de la forme

(un)p = nmQ(n)sn. (1.13)

– Si le réel s n’est pas une racine du polynôme caractéristique de la relation de récurrence

homogène associée, alors il y’a un solution particulière de la forme

(un)p = Q(n)sn. (1.14)

Remarque 1.2.2. Dans les deux cas Q(n) un polynôme de même degré de p(n)

Exemple 1.2.5. Soit la relation de récurrence :
an = −4an−1 + 21an−2 + 8(3)n

a0 = 1

a1 = 2

10



Chapitre 1 Notions Préliminaires

La solution générale de cette relation est :

an = a(h)
n + a(p)

n .

telle que a(h)
n est la solution homogène de l’équation an = −4an−1 + 21an−2.

Alors, l’équation caractéristique associée est r2
− 4r − 21 = 0, qui admet deux racine r1 = 3

et r2 = −7, donc

a(h)
n = c1(3)n + c2(−7)n.

Et puisque 3 est une racine de l’équation caractéristique de la relation de récurrence homogène

associée, alors d’après le théorème 1.2.4 la solution s’écrit comme suite : a(p)
n = cn(3)n

Nous avons :

an + 4an−1 − 21an−2 = 5(4)n,

alors c(3)n + 4c(n − 1)(3)n−1
− 21c(n − 2)(3)n−2

− 8(3)n = 0.

On obtient c =
12
5

, alors :

an = c1(−7)n + c2(3)n +
12
5

n(3)n.

On a

pour n = 0⇒ c1 + c2 = 1

pour n = 1⇒ (−7)c1 + 3c2 = −
26
5

,

on obtient alors

c1 =
41
50

et c2 =
9

50
,

D’où

an =
41
50

(−7)n
−

9
50

(3)n +
12
5

n(3)n.
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1.2.3 Relations de récurrences associées à certains nombres

Définition 1.2.4. [5] Les nombre de k-Fibonacci sont définis par la relation de récurrence

suivante :  Fk,n = kFk,n−1 + Fk,n−2,∀n ≥ 2

Fk,0 = 0,Fk,1 = 1
(1.15)

Les premiers termes des nombres de k-Fibonacci sont donnés par [5] :

Fk,0 = 0

Fk,1 = 1

Fk,2 = k

Fk,3 = k2 + 1

Fk,4 = k3 + 2k

Fk,5 = k4 + 3k2 + 2

Fk,6 = k5 + 4k3 + 3k.

Définition 1.2.5. [5] Les nombre de k-Lucas sont définis par la relation de récurrence suivante

[6] :  Lk,n = kLk,n−1 + Lk,n−2,∀n ≥ 2

Lk,0 = 2,Lk,1 = k
(1.16)

Les premiers termes des nombres de k-Lucas sont donnés par [6] :

Lk,0 = 2

Lk,1 = k

Lk,2 = k2 + 2

Lk,3 = k3 + 3k

Lk,4 = k4 + 4k2 + 2

Lk,5 = k5 + 5k3 + 5k.

Définition 1.2.6. [5] Les nombre de k-Jacobsthal sont définis par la relation de récurrence

suivante :  Jk,n = kJk,n−1 + 2Jk,n−2,∀n ≥ 2

Jk,0 = 0, Jk,1 = 1
(1.17)

12



Chapitre 1 Notions Préliminaires

Les premiers termes des nombres de k-Jacobsthal sont donnés par [7] :

Jk,0 = 0

Jk,1 = 1

Jk,2 = k

Jk,3 = k2 + 2

Jk,4 = k3 + 4k

Jk,5 = k4 + 6k2 + 4

Jk,6 = k5 + 8k3 + 12k.

Définition 1.2.7. [5] Les nombre de k-Jacobsthal-Lucas sont définis par la relation de récur-

rence suivante :

 jk,n = kjk,n−1 + 2 jk,n−2,∀n ≥ 2

jk,0 = 2, jk,1 = k
(1.18)

Les premiers termes des nombres de k-Jacobsthal-Lucas sont donnés par [7] :

jk,0 = 2

jk,1 = k

jk,2 = k2 + 4

jk,3 = k3 + 6k

jk,4 = k4 + 8k2 + 8

jk,5 = k5 + 10k3 + 20k

jk,6 = k6 + 12k4 + 36k2 + 16.

Définition 1.2.8. [5] Les nombre de k-Pell sont définis par la relation de récurrence suivante :

 Pk,n = 2Pk,n−1 + kPk,n−2,∀n ≥ 2

Pk,0 = 0,Pk,1 = 1
(1.19)
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Les premiers termes des nombres de k-Pell sont donnés par [8] :

Pk,0 = 0

Pk,1 = 1

Pk,2 = 2

Pk,3 = k + 4

Pk,4 = 4k + 8

Pk,5 = k2 + 12k + 16

Pk,6 = 3k2 + 28k + 32

Pk,7 = k3 + 18k2 + 72k + 64.

Définition 1.2.9. [5] Les nombre de k-Pell-Lucas sont définis par la relation de récurrence

suivante :

 Qk,n = 2Qk,n−1 + kQk,n−2,∀n ≥ 2

Qk,0 = 2,Qk,1 = 2
(1.20)

Les premiers termes des nombres de k-Pell-Lucas sont donnés par [8] :

Qk,0 = 2

Qk,1 = 2

Qk,2 = 2k + 4

Qk,3 = 6k + 8

Qk,4 = 4k + 8

Qk,5 = 10k2 + 40k + 32

Qk,6 = 2k3 + 36k2 + 96k + 64

Qk,7 = 14k3 + 112k2 + 224k + 128.

14
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1.3 Fonctions Génératrices

1.3.1 Fonctions génératrices ordinaires (FGO)

Définition 1.3.1. [9] Soit (un)n∈N une suite de nombres on associée à cette suite la série

génératrice ordinaire suivante :

A(x) :=
∞∑

n=0

anxn. (1.21)

La fonction définie par cette suite est appelée fonction génératrice ordinaire associée à (un)n∈N

Exemple 1.3.1.

– La FGO de (1, 1, 1, · · · ) est

G(x) =

∞∑
n=0

xn = 1 + x + x2 + x3 + · · · =
1

1 − x
.

– La FGO de la suite (2n) est

G(x) =
∞∑

n=0
(2n)xn

= 1 + 2x + 22 + · · ·

.

Proposition 1.3.1. [9] Pour k ∈N fixée la F.G.O de


 n

k




n∈N

est

xk

(1 − x)k+1
.

1.3.2 Fonctions génératrices ordinaires associées à certains nombres

Théorème 1.3.1. [5] La fonction génératrice des nombres de k-Fibonacci est donné par :

F(z) =
z

1 − kz − z2 .
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Démonstration.

On pose

F(z) =
∑
n≥0

Fk,nzn.

Alors
F(z) = Fk,0 + Fk,1z +

∑
n≥2

Fk,nzn

= 0 + z +
∑
n≥2

(kFk,n−1 + Fk,n−2)zn

= z + k
∑
n≥2

Fk,n−1zn +
∑
n≥2

Fk,n−2zn

= z + kz
∑
n≥1

Fk,nzn + z2 ∑
n≥2

Fk,n−2zn−2

= z + kz
∑
n≥0

Fk,nzn + z2 ∑
n≥0

Fk,nzn

= z + zkF(z) + z2F(z).

D’où

F(z) =
z

1 − kz − z2 .

�

Théorème 1.3.2. [5] La fonction génératrice des nombres de k-Lucas est donné par :

L(z) =
2 − kz

1 − kz − z2 .

Démonstration.

On pose

L(z) =
∑
n≥0

Lk,nzn.

Alors
L(z) = Lk,0 + Lk,1z +

∑
n≥2

Lk,nzn

= 2 + kz +
∑
n≥2

(Lk,n−1 + Lk,n−2)zn

= 2 + kz +
∑
n≥2

Lk,n−1zn +
∑
n≥2

Lk,n−2zn

= 2 + kz + kz
∑
n≥1

Lk,nzn + z2 ∑
n≥0

Lk,nzn

= 2 + kz + kz
∑
n≥0

Lk,nzn + z2 ∑
n≥0

Lk,nzn

= 2 + kz + zkL(z) + z2L(z).

16
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D’où

L(z) =
2 − kz

1 − kz − z2 .

�

Théorème 1.3.3. [5] La fonction génératrice des nombres de k-Jacobstal est :

J(z) =
z

1 − kz − 2z2 .

Démonstration.

Posons

J(z) =
∑
n≥0

Jk,nzn.

Alors
J(z) = Jk,0 + Jk,1z +

∑
n≥2

Jk,nzn

= 0 + z +
∑
n≥2

(kJk,n−1 + 2Jk,n−2)zn

= z + k
∑
n≥2

Jk,n−1zn + 2
∑
n≥2

Jk,n−2zn

= z + kz
∑
n≥2

Jk,n−1zn−1 + 2
∑
n≥2

Jk,n−2zn−2

= z + kz
∑
n≥1

Jk,nzn + 2z2 ∑
n≥0

Jk,nzn

= z + kz
∑
n≥0

Jk,nzn + 2z2 ∑
n≥0

Jk,nzn

= z + kzJ(z) + 2z2J(z).

D’où

J(z) =
z

1 − kz − 2z2 .

�

Théorème 1.3.4. [5] La fonction génératrice des nombres de k-Jacobstal-Lucas est :

j(z) =
2 − kz

1 − kz − 2z2 .

Démonstration.

Posons

j(z) =
∑
n≥0

jk,nzn.
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Alors
j(z) = jk,0 + jk,1z +

∑
n≥2

jk,nzn

= 2 + kz +
∑
n≥2

(kjk,n−1 + 2 jk,n−2)zn

= 2 + kz + k
∑
n≥2

jk,n−1zn + 2
∑
n≥2

jk,n−2zn

= 2 + kz + kz
∑
n≥2

jk,n−1zn−1 + 2z2 ∑
n≥2

jk,n−2zn−2

= 2 + kz + kz
∑
n≥1

jk,nzn
− 2kz + 2z2 ∑

n≥0
jk,nzn

= 2 − kz + kz
∑
n≥0

jk,nzn + 2z2 ∑
n≥0

jk,nzn

= 2 − kz + kzj(z) + 2z2 j(z).

D’où

j(z) =
2 − kz

1 − kz − 2z2 .

�

Théorème 1.3.5. [5] La fonction génératrice des nombres de k-Pell est :

P(z) =
z

1 − 2z − kz2 .

Démonstration.

Posons

P(z) =
∑
n≥0

Pk,nzn.

Alors
P(z) = Pk,0 + Pk,1z +

∑
n≥2

Pk,nzn

= 0 + z +
∑
n≥2

(2Pk,n−1 + kPk,n−2)zn

= z + 2
∑
n≥2

Pk,n−1zn + k
∑
n≥2

Pk,n−2zn

= z + 2z
∑
n≥2

Pk,n−1zn−1 + kz2 ∑
n≥2

Pk,n−2zn−2

= z + 2z
∑
n≥1

Pk,nzn + kz2 ∑
n≥0

Pk,nzn

= z + 2z
∑
n≥0

Pk,nzn + kz2 ∑
n≥0

Pk,nzn

= z + 2zP(z) + kz2P(z).
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D’où

P(z) =
z

1 − 2z − kz2 .

�

Théorème 1.3.6. [5] La fonction génératrice de nombres de k-Pell-Lucas est :

Q(z) =
2 − 2z

1 − 2z − kz2 .

Démonstration.

Posons

Q(z) =
∑
n≥0

Qk,nzn.

Alors
Q(z) = Q0 + Q1z +

∑
n≥2

Qk,nzn

= 2 + 2z +
∑
n≥2

(2Qk,n−1 + kQk,n−2)zn

= 2 + 2z + 2
∑
n≥2

Qk,n−1zn + k
∑
n≥2

Qk,n−2zn

= 2 + 2z + 2z
∑
n≥2

Qk,n−1zn−1 + kz2 ∑
n≥2

Qk,n−2zn−2

= 2 + 2z + 2z
∑
n≥1

Qk,nzn + kz2 ∑
n≥0

Qk,nzn

= 2 − 2z + 2z
∑
n≥0

Qk,nzn + kz2 ∑
n≥0

Qk,nzn

= 2 − 2z + 2zQ(z) + kz2Q(z).

D’où

Q(z) =
2 − 2z

1 − 2z − kz2 .

�

1.4 Fonctions symétriques

Définition 1.4.1. [11] Une fonction f (x1, x2, ...xn) en variable est symétriques si pour tout

permutations de l’ensemble d’indice (1, 2, ...,n) l’égalité suivante est vérifiée :

f (x1, x2, ...xn) = f (xδ(1), xδ(2), ...xδ(n)).
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1.4.1 Fonctions symétriques élémentaires

Définition 1.4.2. [11] On appelle k-iéme fonctions symétriques élémentaires la fonction

définie par :

ek(a1, a2, ...an) =
∑

i1+i2+...in=k

ai1
1 ai2

2 ...a
in
n , 0 ≤ k ≤ n.

Avec : i1, i2, ...in = 0 ou 1.

Exemple 1.4.1. Pour une équation de degré 3 (n = 3 ; racines : a1, a2 et a3) on a :

e0 = 1,

e1 = a1 + a2 + a3,

e2 = a1a2 + a1a3 + a2a3,

e3 = a1a2a3.

Exemple 1.4.2. Pour une équation de degré 4 (n = 4, racines : a1, a2 et a3, a4) on a :

e0 = 1,

e1 = a1 + a2 + a3 + a4,

e2 = a1a2 + a1a3 + a1a4 + a2a3 + a2a4 + a3a4,

e3 = a1a2a3 + a1a2a4 + a1a3a4 + a2a3a4,

e4 = a1a2a3a4.

Proposition 1.4.1. [12] Soit e(n)
k une fonction symétrique élementaire alors on a :

1. e(n+1)
k = an+1e(n)

k−1 + e(n)
k .

2. e(n)
k = an(n)e(n−1)

k−1 + an−1e(n−2)
k−1 + ... + an−ien−i−1

k−1 + ... + akek−1
k−1.

Propriété 1.4.1. [3] Les fonctions symétriques élémentaires peuvent également se définir

comme les coefficients du développement en série formelle :

E(z) =

∞∑
k=0

ekzk =

n∏
k=1

(1 + akz),

avec ek(a1, a2, ...an) s’annule pour k > 1.
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1.4.2 Fonctions symétriques complètes

Définition 1.4.3. [11] On appelle k-iéme fonctions symétriques complètes hk(a1, a2, ...an) la

fonction définie par :

hk(a1, a2, ...an) =
∑

i1+i2+...+in=k

ai1
1 ai2

2 ...a
in
n ; 0 ≤ k ≤ n.

Avec

i1, i2, i3....in ≥ 0.

Exemple 1.4.3. Pour une équation de degré 3 (n = 3 ; racines a1, a2, a3) on a :

h0 = 1,

h1 = a1 + a2 + a3,

h2 = a2
1 + a2

2 + a2
3 + a1a2 + a1a3,

h3 = a3
1 + a3

2 + a3
3 + a3

1 + a3
1a2 + a2

1a3 + a2
2a1 + a2

2a1 + a2
2a3 + a2

3a1 + a2
3a2 + a1a2a3,

...

Exemple 1.4.4. Pour une équation de degré 4 (n = 4 ; racines a1, a2, a3, a4) on a :

h0 = 1,

h1 = a1 + a2 + a3 + a4,

h2 = a2
1 + a2

2 + a2
3 + a2

4 + a1a2 + a1a3 + a1a4 + a2a4 + a3a4,
...

Proposition 1.4.2. [12] Soit h(n)
k une fonction symétrique complète alors on a :

1. h(n+1)
k = an+1h(n+1)

k−1 + h(n)
k .

2. h(n+1)
k = ak

n+1 + ak−1
n+1h(n)

1 + ak−2
n+1h(n)

2 + ....an+1h(n)
k−1 + h(n)

k .

3. h(n)
k = anh(n)

k−1 + an−1hn−1
k−1 + an−2hn−2

k−1 + an−3hn−3
k−1 + .... + a1h(1)

k−1.

Propriété 1.4.2. [3] On peut également définir les k-iéme fonctions symétriques complètes

comme les coefficients du développment en série formelle :

H(z) =
∑
k≥0

hkzk =
1∏

i≥1
(1 − aiz)

.
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Remarque 1.4.1. [13] On a :

e0(a1, a2, ...an) = 1 et h0(a1, a2, ...an) = 1

par convention, pour k < 0, on a :

e0(a1, a2, ...an) = 0 et h0(a1, a2, ...an) = 0.

Proposition 1.4.3. [14] Soint E(z) et H(z) les fonctions symétriques élémentairs et complètes

respectivement alors :

E(−z)H(z) = 1.

Démonstration.

On a :

E(z) =
∏
i≥1

(1 + aiz),

alors

E(−z) =
∏
i≥1

(1 − aiz),

et comme

H(z) =
1∏

i≥1
(1 − aiz)

,

on obtient alors

E(−z)H(z) = 1.

�

1.4.3 Quelques propriétés sur les fonctions symétriques

Définition 1.4.4. [11] Considérons l’alphabet A = {a1, a2}, et on définit la fonction symé-

trique Sn qui lui associée par :

Sn(A) = Sn(a1 + a2) =
an+1

1 − an+1
2

a1 − a2
.
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Avec :
S0(A) = h0 = 1

S1(A) = h1 = a1 + a2

S2(A) = h2 = a2
1 + a1a2 + a2

2
...

Définition 1.4.5. [15] Soient A et B deux alphabets, on notes Sn(A−B) les coefficients de la

série rationnelle suivante : ∏
b∈B

(1 − bz)∏
a∈A

(1 − az)
=

∞∑
n=0

Sn(A − B)zn. (1.22)

Corollaire 1.4.1. [16] Pour A = {0, 0, 0, ..., 0} en (1.22) on obtient∏
b∈B

(1 − bz) =

∞∑
n=0

Sn(−B)zn.

De plus, dans le cas A = 0, ou B = 0, nous avons

∞∑
n=0

Sn(A − B)zn =

∞∑
n=0

Sn(A)zn
∞∑

n=0

Sn(−B)zn.

Lemme 1.4.1. [17] Soient A et B deux alphabets, A est de cardinal 1, on a :

Sn+k(x − B) = xkSn(x − B), k ∈N

.

Proposition 1.4.4. [11] Si A est de cardinal 1 c’est-a-dire A = {x } , alors :∏
b∈B

(1 − bz)

1 − xz
= 1 + ... + zn−1Sn(x − B) + zn Sn(x − B)

1 − xz
.

Proposition 1.4.5. [18] Soit A = {x } on a :

Sn(x − B) = xnS0(B) + xn−1S1(−B) + ... + Sn(−B).

Sn(−B) Sont les coefficients du polynôme Sn(x − B), pour (0 ≤ i ≤ n).
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Démonstration.

On a :
Sn(x − B) =

n∑
k=0

Sn−k(x)Sk(−B)

=
n∑

k=0
Sk(−B)

= xn−kS0(−B) + xn−1 + xn−1S1(−B) + ... + Sn(−B).

�
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CHAPITRE 2

POLYNÔMES ORTHOGONAUX

Dans ce chapitre nous donnons quelques définitions concernant les polynômes or-

thogonaux utiles dans ce mémoire comme : Les polynômes de Tchebychev de quatre

espèce, les polynômes de Fibonacci, les polynômes de Lucas, les polynômes de Pell , les

polynômes de Pell –Lucas, les polynômes de Jacobsthales et de Jacobsthal-Lucas. Et

nous déterminons leurs fonctions génératrices. En utilisant les relations de récurrences.

2.1 Polynômes orthogonaux de type de Tchebychev

2.1.1 Polynômes de Tchebychev de la première espèce Tn(x)

Définition 2.1.1. [19] Les polynômes de Tchebychev de la première espèce Tn(x) sont des

polynômes en x de degé n définis à l’aide de la relation suivante :

cos(nθ) = Tn(x), avec x = cos(θ).
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Pour tout x dans [−1, 1], alors θ appartient à [0,Π]

Les premiers termes des polynômes de Tchebychev de la première espèce Tn(x) sont donnés

par [20] :

T0(x) = 1

T1(x) = x

T2(x) = 2x2
− 1

T3(x) = 4x3
− 3x

T4(x) = 8x4 + 8x2 + 1

T5(x) = 16x5
− 20x3 + 5x

T6(x) = 32x6
− 48x4 + 18x2

− 1

T7(x) = 64x7
− 112x5 + 56x3

− 7x.

Proposition 2.1.1. [21] Les polynômes de Tchebychev de la première espèce Tn(x) vérifiant

la relation de récurrence d’ordre deux suivante : Tn+1(x) = 2xTn(x) − Tn−1(x),∀n ≥ 1

T0(x) = 1,T1(x) = x
(2.1)

Démonstration.

Soit x ∈ [−1, 1], posons θ = arccos x, ainsi θ ∈ [0,Π] pour tout n ∈N on :

cos(n + 1)θ + cos(n − 1)θ = 2 cos
[
(n + 1)θ + (n − 1)θ)

2

]
cos

[
(n + 1)θ − (n − 1)θ

2

]
,

= 2 cos nθ cosθ

donc

cos(n + 1)θ + cos(n + 1)θ = 2 cosθ cosθ.

D’où le résultat i.e

Tn+1(x) + Tn−1(x) = 2xTn(x),∀n ≥ 1,

avec

T0(x) = 1,T1(x) = x.

�
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Théorème 2.1.1. [21] La fonction génératrice de (Tn(x))n≥0 est donnée par :

T(z) =
1 − xz

1 − 2xz + z2 .

Démonstration.

Posons

T(z) =
∑
n≥0

Tn(x)zn,

alors la fonction génératrice associée à Tn(x) est donnée par :

T(z) = T0(x) + T1(x)z +
∑
n≥2

Tn(x)zn

= 1 + xz +
∑
n≥2

(2xTn−1(x) − Tn−2(x))zn

= 1 + xz +
∑
n≥2

2xTn−1(x)zn
−

∑
n≥2

Tn−2(x)zn

= 1 + xz + 2xz
∑
n≥2

Tn−1(x)zn−1
− z2 ∑

n≥2
Tn−2(x)zn−2

= 1 + xz + 2xz
∑
n≥1

Tn(x)zn
− z2 ∑

n≥0
Tn(x)zn

= 1 − xz + 2xz
∑
n≥0

Tn(x)zn
− z2 ∑

n≥0
Tn(x)zn

= 1 − xz + 2xT(z) − z2T(z).

D’où

T(z) =
1 − xz

1 − 2xz + z2 .

�

2.1.2 Polynômes de Tchebychev de la deuxième espèce Un(x)

Définition 2.1.2. [19] Les polynômes de Tchebychev de la deuxième espèce Un(x) sont des

polynômes en x de degré n définis à l’aide de la relation suivante :

sin(n + 1)θ
sinθ

= Un(x), avec x = cosθ.
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Pour tout x dans [−1, 1], alors θ appartient à [0,Π],

Les premiers termes des polynômes de la deuxième espèce sont donnés par [20] :

U0(x) = 1

U1(x) = 2x

U2(x) = 4x2
− 1

U3(x) = 8x3
− 4x

U4(x) = 16x4
− 12x2 + 1

U5(x) = 32x5
− 32x3 + 6x

U6(x) = 64x6
− 80x4 + 24x3

− 1

U7(x) = 128x7
− 192x5 + 80x3

− 8x

Proposition 2.1.2. [21] Les polynômes de Tchebychev de la deuxième espèce Un(x) vérifiant

la relation de récurrence d’ordre deux suivante : Un(x) = 2xUn−1 + Un−2,∀n ≥ 2

U0(x) = 1,U1(x) = 2x.
(2.2)

Démonstration.

Soit x ∈ [−1, 1], posons θ = arccos x, ainsi θ ∈ [0,Π], pour tout n ∈N on a :

sin(n + 1)θ = sin nθ cos nθ + cos nθ sinθ, (2.3)

sin(n − 1)θ = sin nθ cos nθ − cos nθ sinθ. (2.4)

Les relations (2.3) et (2.4) donnent

sin(n + 1)θ + sin(n − 1)θ = 2 sin nθ cos nθ,

on divise par sinθ on obtient :

sin(n + 1)θ
sinθ

+
sin(n − 1)θ

sinθ
= 2 cos nθ

sin nθ
sinθ

.
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D’où le résultat i.e

Un(x) = 2xUn−1(x) −Un−2(x),∀n ≥ 2.

Avec

U0(x) = 1,U1(x) = 2x.

�

Théorème 2.1.2. [21] La fonction génératrice de (Un(x))n≥0 est donnée par :

U(z) =
1

1 − 2xz + z2 .

Démonstration.

Posons

Un(z) =
∑
n≥0

Un(x)zn,

alors la fonction génératrice associée à Un(x) est donnée par :

U(z) = U0(x) + U1(x)z +
∑
n≥2

Un(x)zn

= 1 + 2xz +
∑
n≥2

(2xUn−1(x) −Un−2(x))zn

= 1 + 2xz +
∑
n≥2

2xUn−1(x)zn
−

∑
n≥2

Un−2(x)zn

= 1 + 2xz + 2xz
∑
n≥2

Un−1(x)zn−1
− z2 ∑

n≥2
Un−2(x)zn−2

= 1 + 2xz + 2xz
∑
n≥1

Un(x)zn
− z2 ∑

n≥0
Un(x)zn

= 1 + 2xz
∑
n≥0

Un(x)zn
− z2 ∑

n≥0
Un(x)zn

= 1 + 2xU(z) − z2U(z).

D’où

U(z) =
1

1 − 2xz + z2 .

�
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2.1.3 Polynômes de Tchebychev de la troisième espèce Vn(x)

Définition 2.1.3. [19] Les polynômes de Tchebychev de la troisième espèce Vn(x) sont des

polynômes en x de degré n définis à l’aide de la relation suivante :

cos(n + 1
2 )θ

cos(1
2 )θ

= Vn(x), avec, x = cosθ.

Pour tout x dans [−1, 1], alors θ appartient à [0,Π],

Les premiers termes des polynômes de Tchebychev de la troisième espèce Vn(x) sont donnés

par [20] :

V0(x) = 1

V1(x) = 2x − 1

V2(x) = 4x2
− 2x − 1

V3(x) = 8x3
− 4x2

− 4x + 1

V4(x) = 16x4
− 8x3

− 12x2 + 4x + 1

V5(x) = 32x5
− 16x4

− 32x3 + 12x2 + 6x − 1

V6(x) = 64x6
− 32x5

− 80x4 + 32x3 + 24x2
− 6x − 1

V7(x) = 128x7
− 64x6

− 192x5 + 80x4 + 80x3
− 24x2

− 8x + 1.

Proposition 2.1.3. [21] Les polynômes de Tchebychev de la troisième espèce Vn(x) vérifiant

la relation de récurrence d’ordre deux suivante : Vn(x) = 2xVn−1(x) − Vn−2(x),∀n ≥ 2

V0(x) = 1,V1(x) = 2x − 1
(2.5)

Démonstration.

Soit x ∈ [−1, 1], posons θ = arccos x, ainsi θ ∈ [0,Π], pour tout n ∈N on a :

cos(n +
1
2

)θ = cosθ cos(n − 1 +
1
2

)θ − sinθ sin(n − 1 +
1
2

)θ, (2.6)

cos(n − 2 +
1
2

)θ = cosθ cos(n − 1 +
1
2

)θ + sinθ sin(n − 1 +
1
2

)θ. (2.7)
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Les relations (2.6) et (2.7) donnent

cos(n +
1
2

)θ + cos(n − 2 +
1
2

)θ = 2 cos cos(n − 1 +
1
2

)θ.

On devise par cos 1
2 on obtient :

cos(n + 1
2 )θ

cos 1
2θ

+
cos(n − 1 + 1

2 )θ

cos 1
2θ

= 2 cos
cos(n − 1 + 1

2 )θ

cos 1
2θ

.

D’où le résultat i.e

Vn(x) = 2xVn−1(x) + Vn−2(x),∀n ≥ 2,

avec

V0(x) = 1,V1(x) = 2x − 1.

�

Théorème 2.1.3. [21] La fonction génératrice de (Vn(x))n≥0 est donnée par :

V(z) =
1 + z

1 − 2xz + z2 .

Démonstration.

Posons

V(z) =
∑
n≥0

Vn(x)zn,

alors la fonction génératrice associée à Vn(x) est donnée par :

V(z) = V0(x) + V1(x)z +
∑
n≥2

Vn(x)zn

= 1 + (2x − 1)z +
∑
n≥2

(2xVn−1(x) − Vn−2(x))zn

= 1 + (2x − 1)z +
∑
n≥2

2xVn−1(x)zn
−

∑
n≥2

Vn−2(x)zn

= 1 + (2x − 1)z + 2xz
∑
n≥2

Vn−1(x)zn−1
− z2 ∑

n≥2
Vn−2(x)zn−2

= 1 + (2x − 1)z + 2xz
∑
n≥1

Vn(x)zn
− z2 ∑

n≥0
Vn(x)zn

= 1 − z + 2xz
∑
n≥0

Vn(x)zn
− z2 ∑

n≥0
Vn(x)zn

= 1 − z + 2xzV(z) − z2V(z).
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D’où

V(z) =
1 − z

1 − 2xz + z2 .

�

2.1.4 Polynômes de Tchebychev de la quatrième espèce Wn(x)

Définition 2.1.4. [19] Les polynômes de Tchebychev de la quatrième espèce Wn(x) sont des

polynômes en x de degré n définis à l’aide de la relation suivante :

sin(n + 1
2 )θ

sin(1
2 )θ

= Wn(x), avec, x = cosθ.

Pour tout x dans [−1, 1], alors θ appartient à [0,Π] .

Les premiers termes des polynômes de Tchebychev de la quatrième espèce wn(x) sont donnés

par [20] :

W0(x) = 1

W1(x) = 2x + 1

W2(x) = 4x2 + 2x − 1

W3(x) = 8x3 + 4x2
− 4x − 1

W4(x) = 16x4 + 8x3
− 12x2

− 4x − 1

W5(x) = 32x5 + 16x4
− 32x3

− 12x2 + 6x + 1

W6(x) = 64x6 + 32x5
− 80x4

− 32x3 + 24x2 + 6x − 1

W7(x) = 128x7 + 64x6
− 192x5

− 80x4 + 80x3 + 24x2
− 8x − 1

Proposition 2.1.4. [21] Les polynômes de Tchebychev de la quatrième espèce Wn(x) vérifiant

la relation de récurrence d’ordre deux suivante : Wn(x) = 2xWn−1 −Wn−2,∀n ≥ 2

W0(x) = 1,W1(x) = 2x + 1
(2.8)

Démonstration.

Soit x ∈ [−1, 1], posons θ = arccos x, ainsi θ ∈ [0,Π], pour tout n ∈N on a :

sin(n +
1
2

)θ + sin(n − 2 +
1
2

)θ = 2 cosθ sin(n − 1 +
1
2

)θ, (2.9)
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on devise par sin 1
2θ on obtient :

sin(n + 1
2 )θ

sin 1
2θ

+
sin(n − 2 + 1

2 )θ

sin1
2θ

= 2 cos
sin(n − 1 + 1

2 )θ

sin1
2θ

. (2.10)

D’où le résultat i.e

Wn(x) = 2xWn−1(x) + Wn−2(x),∀n ≥ 2.

Avec

W0(x) = 1,W1(x) = 2x + 1.

�

Théorème 2.1.4. [21] La fonction génératrice de (Wn(x))n≥0 est donnée par :

W(z) =
1 + z

1 − 2xz + z2 .

Démonstration.

Posons

Wn(z) =
∑
n≥0

Wn(x)zn,

alors la fonction génératrice associée à Wn(x) est donnée par :

W(z) = W0(x) + V1(x)z +
∑
n≥2

Wn(x)zn

= 1 + (2x + 1)z +
∑
n≥2

(2xWn−1(x)Wn−2(x))zn

= 1 + (2x + 1)z +
∑
n≥2

2xWn−1(x)zn
−

∑
n≥2

Wn−2(x)zn

= 1 + (2x + 1)z + 2xz
∑
n≥2

Wn−1(x)zn−1
− z2 ∑

n≥2
Wn−2(x)zn−2

= 1 + (2x + 1)z + 2xz
∑
n≥1

Wn(x)zn
− z2 ∑

n≥0
Wn(x)zn

= 1 + z + 2xz
∑
n≥0

Wn(x)zn
− z2 ∑

n≥0
Wn(x)zn

= 1 + z + 2xzW(z) − z2W(z).

D’où

W(z) =
1 + z

1 − 2xz + z2 .

�
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Corollaire 2.1.1. [19] Les polynomes Tn,Un,Vn,Wn vérifiant les propiérités suivantes :

1. Un(x) = 1
2 [Vn(x) + Wn(x)].

2. Vn(x) = Un(x) −Un−1(x).

3. Wn(x) = Un(x) −Un−1(x).

4. Vn(x) + Vn(x) = Wn(x) −Wn−1(x) = 2Tn(x).

5. Un(x) −Un(x) = 2Tn(x),∀n ≥ 2.

2.2 Polynômes de Fibonacci

Définition 2.2.1. [22] La suite des polynômes de Fibonacci (Fn(x))n∈N est défiinie par la

relation de rècurrence suivante : Fn(x) = 2Fn−1(x) + Fn−2(x),∀n ≥ 2

F0(x) = 0,F1(x) = 1.
(2.11)

Les premiers termes des polynômes de Fibonacci sont donnés par [22] :

F0(x) = 0

F1(x) = 1

F2(x) = x

F3(x) = x2 + 1

F4(x) = x3 + 2x

F5(x) = x4 + 3x2 + 1

F6(x) = x5 + 4x2 + 3x

F7(x) = x6 + 5x4 + 6x2 + 1.

Théorème 2.2.1. [22] La fonction génératrice des polynômes de Fibonacci est donné par :

F(z) =
z

1 − xz − z2 .
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Démonstration.

Posons

F(z) =
∑
n≥0

Fn(x)zn,

alors :

F(z) = F0(x) + F1(x)z +
∑
n≥2

Fn(x)zn

= 0 + z +
∑
n≥2

(xFn−1(x) + Fn−2(x))zn

= z +
∑
n≥2

xFn−1(x)zn +
∑
n≥2

Fn−2(x)zn

= z + xz
∑
n≥2

Fn−1(x)zn−1 + z2 ∑
n≥2

Fn−2(x)zn−2

= z + xz
∑
n≥1

Fn(x)zn + z2 ∑
n≥0

Fn(x)zn

= z + xz
∑
n≥0

Fn(x)zn + z2 ∑
n≥0

Fn(x)zn

= z + xzF(z) + z2F(z).

D’où

F(z) =
z

1 − xz − z2 .

�

2.3 Polynômes de Lucas

Définition 2.3.1. [23] La suite des polynômes de Lucas (Ln(x))n∈N sont défiinis par la relation

de rècurrence suivante :

 Ln(x) = xLn−1(x) + Ln−2(x),∀n ≥ 2

L0(x) = 2,L1(x) = x
(2.12)
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Les premiers termes des polynômes de Lucas sont donnés par [24] :

L0(x) = 2

L1(x) = x

L2(x) = x2 + 2

L3(x) = x3 + 3x

L4(x) = x4 + 4x2 + 2

L5(x) = x5 + 5x3 + 5x

L6(x) = x6 + 6x4 + 9x2 + 2.

Proposition 2.3.1. [25] La fonction génératrice des polynômes de Lucas est :

L(z) =
2 − xz

1 − xz − z2 .

Démonstration.

Posons

L(z) =
∑
n≥0

Ln(x)zn,

alors la fonction génératrice associée à Ln(x) est donnée par :

= 2 + xz +
∑
n≥2

(xLn−1(x) + Ln−2(x))zn

= 2 + xz +
∑
n≥2

xLn−1(x)zn +
∑
n≥2

Ln−2(x)zn

= 2 + xz + xz
∑
n≥2

Ln−1(x)zn−1 + z2 ∑
n≥2

Ln−2(x)zn−2

= 2 + xz + xz
∑
n≥1

Ln(x)zn + z2 ∑
n≥0

Ln(x)zn

= 2 + xz + xz
∑
n≥0

Ln(x)zn
− 2xz + z2 ∑

n≥0
Ln(x)zn

= 2 + xz + xzL(z) + z2L(z).

D’où

L(z) =
2 − xz

1 − xz − z2 .

�
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2.4 Polynômes de Pell

Définition 2.4.1. [23] La suite des polynômes de Pell (Pn(x))n∈N sont défénis par la relation

de recurrence suivante :

 Pn(x) = 2xPn−1(x) + Pn−2(x),∀n ≥ 2

P0(x) = 0,P1(x) = 1
(2.13)

Les premiers termes de polynômes de Pell sont donnés par [26] :

P0(x) = 0

P1(x) = 1

P2(x) = 2x

P3(x) = 4x2 + 1

P4(x) = 8x3 + 4x

P5(x) = 16x4 + 12x2 + 1

P6(x) = 32x5 + 32x3 + 6x

P7(x) = 64x6 + 80x4 + 24x2 + 1.

Proposition 2.4.1. [25] La fonction générqtrice des polynômes de Pell est :

P(z) =
z

1 − 2xz − z2 .

Démonstration.

Posons

P(z) =
∑
n≥0

pn(x)zn,
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alors la fonction génératrice associée à Pn(x) est donnée par :

P(z) = P0(x) + P1(x)z +
∑
n≥2

Pn(x)zn

= 0 + z +
∑
n≥2

(2xPn−1(x) + Pn−2(x))zn

= z +
∑
n≥2

2xPn−1(x)zn +
∑
n≥2

Pn−2(x)zn

= z + 2xz
∑
n≥2

Pn−1(x)zn−1 + z2 ∑
n≥2

Pn−2(x)zn−2

= z + 2xz
∑
n≥1

Pn(x)zn + z2 ∑
n≥0

Pn(x)zn

= z + 2xz
∑
n≥0

Pn(x)zn + z2 ∑
n≥0

Pn(x)zn

= z + 2xzP(z) + z2P(z).

D’où

P(z) =
z

1 − 2xz − z2 .

�

2.5 Polynômes de Jacobsthal

Définition 2.5.1. [23] La suite des polynômes de Jacobsthal (Jn(x))n∈N est défiinie par la

relation de rècurrence suivante : Jn(x) = Jn−1(x) + 2xJn−2(x),∀n ≥ 2

J0(x) = 0, J1(x) = 1
(2.14)

Proposition 2.5.1. [25] La fonction génératrice des polynômes de Jacobsthal est :

J(z) =
z

1 − z − 2xz2 .

Démonstration.

Posons

J(z) =
∑
n≥0

Jn(x)zn,
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Alors la fonction génératrice associée à Jn(x) est donnée par :

J(z) = J0(x) + J1(x)z +
∑
n≥2

Jn(x)zn

= 0 + z +
∑
n≥2

(Jn−1(x) + 2xJn−2(x))zn

= z +
∑
n≥2

Jn−1(x)zn +
∑
n≥2

2xJn−2(x)zn

= z + z
∑
n≥2

Jn−1(x)zn−1 + 2xz2 ∑
n≥2

Jn−2(x)zn−2

= z + z
∑
n≥1

Jn(x)zn + 2xz2 ∑
n≥0

Jn(x)zn

= z + z
∑
n≥0

Jn(x)zn + 2xz2 ∑
n≥0

Jn(x)zn

= z + zJ(z) + 2xz2J(z).

D’où

J(z) =
z

1 − z − 2xz2 .

�

2.6 Polynômes de Jacobsthal-Lucas

Définition 2.6.1. [23] La suite des polynômes de Jacobsthal-Lucas ( jn(x))n∈N est défiinie par

la relation de rècurrence suivante : jn(x) = jn−1(x) + 2xjn−2(x),∀n ≥ 2

j0(x) = 2, j1(x) = 1
(2.15)

Théorème 2.6.1. [25] La fonction génératrice des polynômes de Jacobsthal-Lucas est :

j(z) =
2 − z

1 − z − 2xz2 .

Démonstration.

Posons

j(z) =
∑
n≥0

jn(x)zn,
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alors la fonction génératrice associée à jn(x) est donnée par :

j(z) = j0(x) + j1(x)z +
∑
n≥2

jn(x)zn

= 2 + z +
∑
n≥2

( jn−1(x) + 2xjn−2(x))zn

= 2 + z +
∑
n≥2

jn−1(x)zn +
∑
n≥2

2xjn−2(x)zn

= 2 + z + z
∑
n≥2

jn−1(x)zn−1 + 2xz2 ∑
n≥2

jn−2(x)zn−2

= 2 + z + z
∑
n≥1

jn(x)zn + 2xz2 ∑
n≥0

jn(x)zn

= 2 + z + z
∑
n≥0

jn(x)zn
− 2z + 2xz2 ∑

n≥0
jn(x)zn

= 2 − z + zj(z) + 2xz2 j(z).

D’où

j(z) =
2 − z

1 − z − 2xz2 .

�

Théorème 2.6.2. [27] Soit (Pn(t))n∈N une suite de polynômes normalisée c-à-d :

Pn(t) = tn + an−1tn−1 + an−2tn−2 + an−3tn−3 + ...

Alors (Pn(t))n∈N une suite de polynômes orthogonaux normalisée si et seulement s’il existe

deux suites de nombres complexes (αn)n∈N et (βn)n∈N vérifiant la relation de réccurence

suivante :  Pn+1(t) = (t − αn)Pn(t) − βnPn−1(t),∀n ≥ 0

P−1(t) = 0,P0(t) = 1

Théorème 2.6.3. [27] Soit (Pn(t))n∈N une suite de polynômes orthogonaux alors les deux

assertions suivantes sont équivalentes :

1. Pn(−t) = (−1)nPn(t)

2. Pn+1(t) = tPn(t) − βnPn−1(t),P−1(t) = 0,P0(t) = 1,n ≥ 1
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CHAPITRE 3

FONCTIONS GÉNÉRATRICES DE

CERTAINS NOMBRES ET

POLYNÔMES ORTHOGONAUX

Dans ce chapitre nous présentons un théorème basé sur les fonctions symétriques

afin de déterminer des nouvelles fonctions génératrices des produits de fonctions symé-

triques de trois variables et certains nombres comme :
∑
n≥0

Sn(A)Pk,nzn,
∑
n≥0

Sn(A)Jk,nzn,∑
n≥0

Sn(A) jk,nzn,... Ainsi que les fonctions génératrices des produits de fonctions symé-

triques de trois variable et les polynômes orthogonaux comme :∑
n≥0

Sn(A)Fn(x)zn,
∑
n≥0

Sn(A)Un(x)zn,
∑
n≥0

Sn(A)Qn(x)zn,...
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3.1 Définitions et notations

Définition 3.1.1. [28] Nous définissons l’operateur δk
a1a2

appelé symétriseur par :

δk
a1a2

( f ) =
ak

1 f (a1) − ak
2 f (a2)

a1 − a2
. (3.1)

Remarque 3.1.1. Si f (a1) = a1, l’opérateur (3.1). nous donne :

δk
a1a2

(a1) = Sk(a1 + a2)

= hk(a1, a2).

Définition 3.1.2. [28] Soit f une fonction réelle, la différence divissé est définie par :

δai,ai+1( f ) =
f (a1, ..., ai, ai+1, ..., an) − f (a1, ...ai+1, ai, ai+2, ...an)

ai + ai+1
.

Proposition 3.1.1. [29] Soit E = {e1, e2}, on définit l’operateur δk
e1e2

, par :

δk
e1e2

f (e1) = hk−1(e1, e2) f (e1) + ek
2∂e1e2 f (e1),

pour tout k ∈ K.

Proposition 3.1.2. [32][33] ∀n ∈N,on a

1)Pk,−n = (−1)n+1Pk,n.

2)Qk,−n = (−1)n+1Qk,n.

3)Jk,−n = (−1)n+1Jk,n.

3.2 Formule principale

Théorème 3.2.1. [30] Etants donné deux alphabets E = {e1, e2} et A = {a1, a2, ...an}, alors :
∞∑

n=0
h(n)

n (a1, a2, ...an)h(2)
k+n−1(e1, e2)zn

=

k−1∑
n=0

Sn(−A)en
1en

2h(2)
k−n−1(e1, e2)zn

− (e1e2z)k
∞∑

n=0
Sn+k+1(−A)h(2)

n (e1, e2)zn+1

(
∞∑

n=0
Sn(−A)(e1z)n)(

∞∑
n=0

Sn(−A)(e2z)n)
. (3.2)

42
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Démonstration.

Soient
∞∑

n=0
Sn(A)zn et

∞∑
n=0

Sn(−A)zn, deux séries telles que

∞∑
n=0

Sn(A)zn
∞∑

n=0

Sn(−A)zn = 1.

Soit : f (e1) =
∞∑

n=0
h(n)

n (a1, a2, ...an)en
1zn, alors le premier membre de la formule (3.2) s’écrit :

δk
e1e2

f (e1) = δk
e1e2

(
∞∑

n=0
h(n)

n (a1, a2, ...an)en
1zn

)
=

∞∑
n=0

h(n)
n (a1, a2, ...an)h(2)

k+n−1(e1, e2)zn,

posons f (e1) =
1

∞∑
n=0

Sn(−A)en
1zn
, alors le deuxième membre de la formule (3.2) s’écrit :

∂e1e2 f (e1) =
1

e1 − e2

 1
∞∑

n=0
Sn(−A)en

1zn
−

1
∞∑

n=0
Sn(−A)en

2zn


=

1
e1 − e2


∞∑

n=0
Sn(−A)en

2zn
−

∞∑
n=0

Sn(−A)en
1zn(

∞∑
n=0

Sn(−A)en
1zn

) (
∞∑

n=0
Sn(−A)en

2zn

)


=

∞∑
n=0

Sn(−A)
en

2 − en
1

e1 − e2
zn(

∞∑
n=0

Sn(−A)en
1zn

) (
∞∑

n=0
Sn(−A)en

2zn

)

= −

∞∑
n=0

bnh(2)
n−1(e1, e2)zn(

∞∑
n=0

Sn(−A)en
1zn

) (
∞∑

n=0
Sn(−A)en

2zn

) .
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D’aprés la proposition 3.1.1, on déduit :

δk
e1e2

f (e1) = hk−1(e1, e2) f (e1) + ek
2∂e1e2 f (e1)

=
h(2)

k−1(e1, e2)
∞∑

n=0
Sn(−A)en

1zn
− ek

2

∞∑
n=0

Sn(−A)h(2)
n−1(e1, e2)zn(

∞∑
n=0

Sn(−A)en
1zn

) (
∞∑

n=0
Sn(−A)en

2zn

)

=

∞∑
n=0

Sn(−A)[en
2h(2)

k−1(e1, e2) − ek
2h(2)

n−1(e1, e2)]zn(
∞∑

n=0
Sn(−A)en

1zn

) (
∞∑

n=0
Sn(−A)en

2zn

) .

Alors

δk
e1e2

f (e1) =

k−1∑
n=0

Sn(−A)
[
en

2h(2)
k−1(e1 + e2) − ek

2Sn−1(e1, e2)
]

zn(
∞∑

n=0
Sn(−A)en

1zn

) (
∞∑

n=0
sn(−A)en

2zn

)

+

∞∑
n=k+1

Sn(−A)
[
en

2h(2)
k−1(e1 + e2) − ek

2h(2)
n−1(e1, e2)

]
zn(

∞∑
n=0

Sn(−A)en
1zn

) (
∞∑

n=0
Sn(−A)en

2zn

)

=

k−1∑
n=0

Sn(−A)(en
1en

2)h(2)
k−n−1(e1, e2)zn

− (e1, e2)zk
∞∑

n=0
Sn+k+1(−A)h(2)

n (e1, e2)zn+1(
∞∑

n=0
Sn(−A)en

1zn

) (
∞∑

n=0
Sn(−A)en

2zn

) .

3.3 Applications du théorème

Posons k = 0, 1 et A = {a1, a2, a3}, dans le théorème 3.2.1. nous déduisons les

théorémes suivants :

Théorème 3.3.1. [31] Etant donnés deux alphabets A = {a1, a2, a3} et E = {e1, e2}, alors :

Sn(A)Sn−1(E) =
−S1(A)z − (e1 + e2)S2(−A)z2

− ((e1 + e2)2
− e1e2)S3(−A)z3∏

a∈A(1 − ae1z)
∏

(1 − ae2z)
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Théorème 3.3.2. Etant donnés deux alphabets A = {a1, a2, a3} et E = {e1, e2}, alors :

Sn(A)Sn(E) =
1 − e1e2S2(−A)z2

− e1e2(e1 + e2)S3(−A)z3∏
a∈A(1 − ae1z)

∏
(1 − ae2z)

.

En remplaçons e2 par (−e2) dans les théoème 3.3.1 et 3.3.2 on obtient respective-

ment, les relations suivantes :
∞∑

n=0

Sn(A)Sn−1(e1 + [−e2])zn =
−S1(−A)z − (e1 − e2)S2(−A)z2

− ((e1 − e2)2 + e1e2)S3(−A)z3∏
a∈A(1 − e1az)

∏
a∈A(1 + e2az)

,

(3.3)
∞∑

n=0

Sn(A)Sn(e1 + [−e2])zn =
1 + e1e2S2(−A)z2 + e1e2(e1 − e2)S3(−A)z3∏

a∈A(1 − e1az)
∏

a∈A(1 + e2az)
. (3.4)

Avec ∏
a∈A

(1 − e1az)
∏
a∈A

(1 + e2az)

= 1 − (e1 − e2)(a1 + a2 + a3)z

+((a1a2 + a1a3 + a2a3)(e1 − e2)2
− e1e2((a1 + a2 + a3)2

− 2(a1a2 + a1a3 + a2a3)))z2

−(a1a2a3(e1 − e2)3
− e1e2(e1 − e2)((a1a2 + a1a3 + a2a3)(a1 + a2 − a3) − 3a1a2a3))z3

+(−e1e2(e1 − e2)2a1a2a3(a1 + a2 + a3) + e2
1e2

2((a1a2 + a1a3 + a2a3)2
− 2a1a2a3(a1 + a2 + a3)))z4

−a1a2a3e2
1e2

2(e1 − e2)(a1a2 + a1a3 + a2a3)z5
− a2

1a2
2a2

3e3
1e3

2z6.

∆ = 1 + (e1 − e2)S1(−A)z +
[
S2(−A)(e1 − e2)2

− e1e2((S1(−A))2
− 2S2(−A))

]
z2

−
[
−S3(−A)(e1 − e2)3

− e1e2(e1 − e2)(−S2(−A)S1(−A) + 3S3(−A))
]

z3

+
[
−e1e2(e1 − e2)2S3(−A)S1(−A) + e2

1e2
2((S2(−A))2

− 2S3(−A)S1(−A))
]

z4

+S3(−A)e2
1e2

2(e1 − e2)S2(−A)z5
− (S3(−A))2e3

1e3
2z6.

3.4 Fonctions génératrices des produits de certains nombres

et les fonctions symétriques de trois variables :

- De la spécialisation suivante

 e1 − e2 = 2

e1e2 = k
dans la relation (3.3) on obtient :

∞∑
n=0

Sn(A)Sn−1(e1 + [−e2])zn =
−S1(−A)z − 2S2(−A)z2

− (4 + k)S3(−A)z3

DPk

. (3.5)
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avec

DPk = 1 + 2S1(−A)z +
[
4S2(−A) − k((S1(−A))2

− 2S2(−A))
]

z2

− [−8S3(−A) − 2k(−S2(−A)S1(−A) + 3S3(−A))] z3

+
[
−4kS3(−A)S1(−A) + k2((S2(−A))2

− 2S3(−A)S1(−A))
]

z4

+2k2S3(−A)S2(−A)z5
− k3(S3(−A))2z6,

qui représente la fonction génératrice du produit des fonctions symétriques de trois

variables et les nombres de k-Pell.

Proposition 3.4.1. ∀n ∈N,on a

Sn(A)Pk,n = Sn(A)Sn−1(e1 + [−e2]).

Posons k = 1 dans (3.5) on obtient la proposition suivante :

Proposition 3.4.2. ∀n ∈N, la fonction génératrice du produit des fonctions symétriques de

trois variables et les nombres de Pell est donnée par :

∞∑
n=0

Sn(A)Sn−1(e1 + [−e2])zn =
−S1(−A)z − 2S2(−A)z2

− 5S3(−A)z3

DP
. (3.6)

avec
DP = 1 + 2S1(−A)z +

[
4S2(−A) − ((S1(−A))2

− 2S2(−A))
]

z2

− [−8S3(−A) − 2(−S2(−A)S1(−A) + 3S3(−A))] z3

+
[
−4S3(−A)S1(−A) + ((S2(−A))2

− 2S3(−A)S1(−A))
]

z4

+2S3(−A)S2(−A)z5
− (S3(−A))2z6.

Théorème 3.4.1. ∀n ∈ N, la fonction génératrice du produit des fonctions symétriques de

trois variables et les nombres de k-Pell-Lucas est donnée par :

∞∑
n=0

Sn(A)Qk,nzn =
2 + 2S1(−A)z + 2(k + 2)S2(−A)z2 + (6k + 8)S3(−A)z3

DQk

. (3.7)

Démonstration.

On a

Qk,n = 2Sn(e1 + [−e2]) − 2Sn−1(e1 + [−e2]), (voir[5])
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alors

∞∑
n=0

Sn(A)Qk,nzn =
∞∑

n=0
Sn(A) [2Sn(e1 + [−e2]) − 2Sn−1(e1 + [−e2])] zn

= 2
∞∑

n=0
Sn(A)Sn(e1 + [−e2]) − 2

∞∑
n=0

Sn(A)Sn−1(e1 + [−e2])zn

= 2
∞∑

n=0
Sn(A)Sn(e1 + [−e2])zn

− 2
∞∑

n=0
Sn(A)Pk,nzn,

Posons e1 − e2 = 2 et e1e2 = k dans la formule (3.4) on obtient la fonction génératrice

suivante :
∞∑

n=0

Sn(A)Sn(e1 + [−e2])zn =
1 + kS2(−A)z2 + 2kS3(−A)z3

DQk

, (3.8)

avec

DQk = DPk .

Alors :

∞∑
n=0

Sn(A)Qk,nzn = 2
1 + kS2(−A)z2 + 2kS3(−A)z3

DQk

−2
−S1(−A)z − 2S2(−A)z2

− (4 + k)S3(−A)z3

DQk

=
2 + 2S1(−A)z + 2(k + 2)S2(−A)z2 + (6k + 8)S3(−A)z3

DQk

.

Posons k = 1 dans le théorème 3.4.1 on obtient la proposition suivante : �

Proposition 3.4.3. ∀n ∈N, la fonction génératrice du produit des fonctions symétriques de

trois variables et les nombres de Pell-Lucas est donnée par :

∞∑
n=0

Sn(A)Qnzn =
2 + 2S1(−A)z + 6S2(−A)z2 + 14S3(−A)

DQ
. (3.9)

Avec

DQ = DP.

D’après la proposition précedente et les relations (3.5) et (3.7) on déduit les pro-

positions suivantes :
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Proposition 3.4.4. ∀n ∈N, la fonction génératrice du produit des fonctions symétriques de

trois variables et les nombres de k-Pell d’indice négatif est donnée par :

∞∑
n=0

Sn(A)Pk,−nzn =
−S1(−A)z + 2S2(−A)z2

− (4 + k)S3(A)z3

Dp′k

(3.10)

avec
DP′k

= 1 − 2S1(−A)z +
[
4S2(−A) − k((S1(−A))2

− 2S2(−A))
]

z2

+ [−8S3(−A) − 2k(−S2(−A)S1(−A) + 3S3(−A))] z3

+
[
−4kS3(−A)S1(−A) + k2((S2(−A))2

− 2S3(−A)S1(−A))
]

z4

−2k2S3(−A)S2(−A)z5
− k3(S3(−A))2z6,

Proposition 3.4.5. ∀n ∈N, la fonction génératrice du produit des fonctions symétriques de

trois variables et les nombres de k-Pell-Lucas d’indice négatif est donnée par :

∞∑
n=0

Sn(A)Qk,−nzn =
−2 + 2S1(−A)z − 2(k + 2)S2(−A)z2 + (6k + 8)S3(−A)z3

DQ′k

. (3.11)

Avec

DQ′k
= DP′k

.

Posons k = 1 dans les deux proposition précédentes on obtient les corollaires suivants

Corollaire 3.4.1. ∀n ∈ N, la fonction génératrice du produit des fonctions symétriques de

trois variables et les nombres de Pell d’indice négatif est donnée par :

∞∑
n=0

Sn(A)P−nzn =
−S1(−A)z + 2S2(−A)z2

− 5S3(−A)z3

Dp′
, (3.12)

avec
DP′ = 1 − 2S1(−A)z +

[
4S2(−A) − ((S1(−A))2

− 2S2(−A))
]

z2

+ [−8S3(−A) − 2(−S2(−A)S1(−A) + 3S3(−A))])z3

+
[
−4S3(−A)S1(−A) + (S2(−A))2

− 2S3(−A)S1(−A))
]

z4

−2S3(−A)S2(−A)z5
− (S3(−A))2z6,

Corollaire 3.4.2. ∀n ∈ N, la fonction génératrice du produit des fonctions symétriques de

trois variables et les nombres de Pell-Lucas d’indice négatif est donnée par :

∞∑
n=0

Sn(A)Q−nzn =
−2 + 2S1(−A)z − 6S2(−A)z2 + 14S3(−A)z3

DQ′
(3.13)
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Avec

DQ′ = DP′ .

- De la spécialisation suivante

 e1 − e2 = k

e1e2 = 2.
dans la relation (3.3) on obtient :

∞∑
n=0

Sn(A)Sn−1(e1 + [−e2])zn =
−S1(−A)z − kS2(−A)z2

− (k2 + 2)S3(−A)z3

DJk

, (3.14)

avec
DJk = 1 + kS1(−A)z +

[
S2(−A)k2

− 2((S1(−A))2
− 2S2(−A))

]
z2

−
[
−S3(−A)k3

− 2k(−S2(−A)S1(−A) + 3S3(−A))
]

z3

+
[
−2k2S3(−A)S1(−A) + 4((S2(−A))2

− 2S3(−A)S1(−A))
]

z4

+4kS3(−A)S2(−A)z5
− 8(S3(−A))2z6,

qui représente la fonction génératrice du produit des fonctions symétriques de trois variables

et les nombres de k-Jacobsthal

Corollaire 3.4.3. ∀n ∈N,on a

Sn(A)Jk,n = Sn(A)Sn−1(e1 + [−e2]).

Théorème 3.4.2. ∀n ∈ N, la fonction génératrice du produit des fonctions symétriques de

trois variables et les nombres de k-Jacobsthal-Lucas est donnée par :
∞∑

n=0

Sn(A) jk,nzn =
2 + kS1(−A)z + (2k + 4)S2(−A)z2 + (k2 + 6)S3(−A)z3

D jk
. (3.15)

Démonstration.

On a

jk,n = 2Sn(e1 + [−e2]) − kSn−1(e1 + [−e2]), (voir[28])

alors

∞∑
n=0

Sn(A) jk,nzn =
∞∑

n=0
Sn(A) [2Sn(e1 + [−e2]) − kSn−1(e1 + [−e2])] zn

= 2
∞∑

n=0
Sn(A)Sn(e1 + [−e2])zn

− k
∞∑

n=0
Sn(A)Sn−1(e1 + [−e2])zn

= 2
∞∑

n=0
Sn(A)Sn(e1 + [−e2])zn

− k
∞∑

n=0
Sn(A)Jk,nzn.

49



Chapitre 3 Fonctions généractrices de certains nombres et polynômes orthogonaux

Posons e1 − e2 = k et e1e2 = 2 dans la formule (3.4) on obtient la fonction génératrice

suivante :
∞∑

n=0

Sn(A)Sn(e1 + [−e2])zn =
1 + 2S2(−A)z2 + 2kS3(−A)z3

DJk

;

avec

D jk = DJk

Ce qui nous donne

∞∑
n=0

Sn(A) jk,nzn = 2
1 + 2S2(−A)z2 + 2kS3(−A)z3

DJk

−k
−S1(−A)z − kS2(−A)z2

− (k2 + 2)S3(−A)z3

DJk

=
2 + kS1(−A)z + (k2 + 4)S2(−A)z2 + k(k2 + 6)S3(−A)z3

DJk

.

Posons k = 1 dans (3.14) et (3.15) on obtient les propositions suivantes : �

Proposition 3.4.6. ∀n ∈N, la fonction génératrice du produit des fonctions symétriques de

trois variables et les nombres de Jacobsthal est donnée par :

∞∑
n=0

Sn(A)Jnzn =
−S1(−A)z − S2(−A)z2

− 3S3(−A)z3

DJ
. (3.16)

avec
DJ = 1 + S1(−A)z +

[
S2(−A) − 2((S1(−A))2

− 2S2(−A))
]

z2

− [−S3(−A) − 2(−S2(−A)S1(−A) + 3S3(−A))] z3

+
[
−2S3(−A)S1(−A) + 4((S2(−A))2

− 2S3(−A)S1(−A))
]

z4

+4S3(−A)S2(−A)z5
− 8(S3(−A))2z6,

Proposition 3.4.7. ∀n ∈N, la fonction génératrice du produit des fonctions symétriques de

trois variables et les nombres de Jacobsthal-Lucas est donnée par :

∞∑
n=0

Sn(A) jnzn =
2 + S1(−A)z + 6S2(−A)z2 + 7S3(−A)z3

D j
. (3.17)

Avec

D j = DJ.
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3.5 Fonctions génératrices des produits de certains po-

lynômes orthogonaux et les fonctions symétriques

de trois variables

- De la spécialisation suivante

 e1 − e2 = x

e1e2 = 1
dans la relation (3.4) on obtient :

∞∑
n=0

Sn(A)Sn(e1 + [−e2])zn =
1 + S2(−A)z2 + S3(−A)xz3

DF
; (3.18)

avec
DF = 1 + S1(−A)xz +

[
S2(−A)x2

− ((S1(−A))2
− 2S2(−A))

]
z2

−
[
−S3(−A)x3

− x(−S2(−A)S1(−A) + 3S3(−A))
]

z3

+
[
−x2S3(−A)S1(−A) + ((S2(−A))2

− 2S3(−A)S1(−A))
]

z4

+S3(−A)S2(−A)xz5
− (S3(−A))2z6,

qui représente la fonction génératrice du produit des polynômes de Fibonacci et les

fonctions symétriques de trois variables.

Corollaire 3.5.1. ∀n ∈N on a

Sn(A)Fn(x) = Sn(A)Sn−1(e1 + [−e2])zn.

- De la spécialisation suivante

 e1 − e2 = x

e1e2 = 1
dans la relation (3.3) on obtient :

∞∑
n=0

Sn(A)Sn−1(e1 + [−e2])zn =
−S1(−A)z − S2(−A)xz2

− S3(−A)(x2 + 1)z3

DF
; (3.19)

qui représente une nouvelle fonction génératrice .

Théorème 3.5.1. ∀n ∈ N, la fonction génératrice du produit des polynômes de Lucas et les

fonctions symétriques de trois variables est donnée par :

∞∑
n=0

Sn(A)Ln(x)zn =
2 + xS1(−A)z + (2 + x2)S2(−A)xz2 + x(3 + x2)S3(−A)z3

DF
.
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Démonstration.

On a

Ln(x) = 2Sn(e1 + [−e2]) − xSn−1(e1 + [−e2]), (voir[5])

alors
∞∑

n=0
Sn(A)Ln(x)zn =

∞∑
n=0

Sn(A)Sn[2Sn(e1 + [−e2]) − xSn−1(e1 + [−e2])]zn

= 2
∞∑

n=0
Sn(A)Sn(e1 + [−e2])zn

− x
∞∑

n=0
Sn(A)Sn−1(e1 + [−e2])zn

= 2
∞∑

n=0
Sn(A)Fn(x)zn

− x
∞∑

n=0
Sn(A)Sn−1(e1 + [−e2])zn

= 2
∞∑

n=0
Sn(A)Fn(x)zn

− x
−S1(−A)z − xS2(−A)z2

− (x2 + 1)S3(−A)z3

DF

= 2
1 + S2(−A)z2 + S3(−A)xz3

DF

−x
−S1(−A)z − xS2(−A)z2

− (x2 + 1)S3(−A)z3

DF

=
2 + xS1(−A)z + (2 + x2)S2(−A)z2 + x(3 + x2)S3(−A)z3

DF
.

- De la spécialisation suivante

 e1 − e2 = 2x

e1e2 = 1.
dans la formule (3.3) on obtient :

∞∑
n=0

Sn(A)Sn−1(e1 + [−e2])zn =
−S1(−A) − 2xS2(−A)z2

− (4x2 + 1)S3(−A)z3

Dpx
, (3.20)

avec :

Dpx = 1 + 2xS1(−A)z +
[
S2(−A)4x2

− ((S1(−A))2
− 2S2(−A))

]
z2

−
[
−S3(−A)8x3

− 2x(−S2(−A)S1(−A) + 3S3(−A))
]

z3

+
[
4x2S3(−A)S1(−A) + ((S2(−A))2

− 2S3(−A)S1(−A))
]

z4

+S3(−A)S2(−A)2xz5
− (S3(−A))2z6.

qui représent la fonction génératrice du produit des polynômes de Pell et les fonctions

symétriques de trois variables. �
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Corollaire 3.5.2. ∀n ∈N ; on a :

Sn(A)Pn(x) = Sn(A)Sn−1(e1 + [−e2]).

Théorème 3.5.2. ∀n ∈N, La fonction génératrice du produit des polynômes des Pell-Lucas

et les fonctions symétriques de trois variables est donnée par :

∞∑
n=0

Sn(A)Qn(x) =
2 + 2xS1(−A)z + 2(1 + 2x2)S2(−A)z2 + 2x(4x2 + 3)S3(−A)z3

Dpx
.

Démonstration.

On a :

Qn(x) = 2Sn(E) − 2xSn−1(E)z.

alors :
∞∑

n=0
Sn(A)Qn(x)zn =

∞∑
n=0

Sn(A)[2Sn(E) − 2xSn−1(E)]zn

= 2
∞∑

n=0
Sn(A)Sn(E)zn

− 2x
∞∑

n=0
Sn(A)Sn−1(E)zn

= 2
∞∑

n=0
Sn(A)Sn(E)zn

− 2x
∞∑

n=0
Sn(A)Pn(x)zn.

-De la spécialisation suivante

 e1 − e2 = 2x

e1e2 = 1;
Dans la formule (3.4) on obtient :

∞∑
n=0

Sn(A)Sn(e1 + [−e2])zn =
1 + S2(−A)z2 + 2xS3(−A)z3

Dpx
. (3.21)

alors :

∞∑
n=0

Sn(A)Qn(x)zn = 2
1 + S2(−A)z2 + 2xS3(−A)z3

Dpx
− 2x

∞∑
n=0

Sn(A)Pn(x)zn

= 2
1 + S2(−A)z2 + 2xS3(−A)z3

Dpx

−2x
−S1(−A) − 2xS2(−A)z2

− (−4x2 + 1)S3(−A)z3

Dpx
.

=
2 + 2xS1(−A)z + 2(1 + 2x2)S2(−A)z2 + 2x(4x2 + 3)S3(−A)z3

Dpx
.
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En remplaçant e1 par 2e1 et e2 par (−2e2) dans le théorème (3.3.2), on deduit la fonction

génératrice suivante :

∞∑
n=0

Sn(A)Sn(2e1 − [−2e2])zn =
1 + 4e1e2S2(−A)z2 + 8e1e2(e1 − e2)S3(−A)z3

D
. (3.22)

avec

D = 1 + 2(e1 − e2)S1(−A)z +
[
4S2(−A)(e1 − e2)2

− 4(e1e2)2((S1(−A))2
− 2S2(−A))

]
z2

−
[
−8S3(−A)(e1 − e2)3

− 8e1e2(e1 − e2)(−S2(−A)S1(−A) + 3S3(−A))
]

z3

+
[
−16e1e2(e1 − e2)2S3(−A)S1(−A) + 16(e1e2)2((S2(−A))2

− 2S3(−A)S1(−A))
]

z4

+32(e1e2)2(e1 − e2)S3(−A)S2(−A)z5
− 64e3

1e3
2(S3(−A))2z6.

-De la spécialisation suivante

 e1 − e2 = x

4e1e2 = −1;
Dans la formule (3.22) on obtient :

∞∑
n=0

Sn(A)Sn(e1 + [−e2])zn =
1 − S2(−A)z2

− 2xS3(−A)z3

Du
. (3.23)

avec
Du = 1 + 2xS1(−A)z +

[
4x2S2(−A) + ((S1(−A))2

− 2S2(−A))
]

z2

−
[
−8S3(−A)x3 + 2x(−S2(−A)S1(−A) + 3S3(−A))

]
z3

+
[
4x2S3(−A)S1(−A) + ((S2(−A))2

− 2S3(−A)S1(−A))
]

z4

+2xS3(−A)S2(−A)z5 + (S3(−A))2z6.

Qui représent la fonction génératrice du produit des polynômes de Tchebychev de

deuxième espèce et les fonctions symétriques de trois variables. �

Corollaire 3.5.3. On a :

Sn(A)Un(x)zn = Sn(A)Sn(2e1 − [−2e2]).

Théorème 3.5.3. ∀n ∈N, La fonction génératrice du produit des polynômes de Tchebychev

de la première espèce et les fonctions symétriques de trois variables est donnée par :

∞∑
n=0

Sn(A)Tn(x)zn =
1 + xS1(−A)z + (2x2

− 1)S2(−A)z2 + x(4x2
− 3)S3(−A)z3

DT
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Démonstration.

on a :

Tn(x) = Sn(2e1 + (−3e2)) − xSn−1(2e1 + [−2e2]) (voir[34], [35])
∞∑

n=0
Sn(A)Tn(x)zn =

∞∑
n=0

Sn(A)[Sn(2e1 + [−2e2] − xSn−1(2e1 + [−e2])]zn

=
∞∑

n=0
Sn(A)Sn(2e1 + [−2e2])zn

− x
∞∑

n=0
Sn(A)Sn−1(2e1 + [−2e2])zn.

En remplaçant e1 par 2e1 et e2 par (−2e2) dans la théorème 3.3.1 , on obtient :

∞∑
n=0

Sn(A)Sn−1(2e1+[−2e2])zn =
−S1(−A)z − 2(e1 − e2)S2(−A)z2

− (4(e1 − e2)2 + 4e1e2)S3(−A)z3

D
.

(3.24)

Posons e1 − e2 = x et 4e1e2 = −1 dans la relation (3.24) on obtient :

∞∑
n=0

Sn(A)Sn−1(2e1 + [−2e2])zn =
−S1(−A)z − 2xS2(−A)z2

− (4x2
− 1)S3(−A)z3

DT
. (3.25)

Avec

DT = Du.
∞∑

n=0
Sn(A)Tn(x)zn =

1 − S2(−A)z2
− 2xS3(−A)z3

DT

−x
−S1(−A)z − 2xS2(−A)z2

− (4x2
− 1)S3(−A)z3

DT

= x
1 − S2(−A)z2

− 2xS3(−A)z3

DT

+
xS1(−A)z + 2x2S2(−A)z2 + x(4x2

− 1)S3(−A)z3

DT

=
1 + xS1(−A)z + (2x2

− 1)S2(−A)z2 + x(4x2
− 3)S3(−A)z3

DT
.

�
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CONCLUSION

Dans ce mémoire nous avons utilisé le concept des fonctions symétriques pour

déterminé des nouvelles fonctions génératrices ordinaires des produits de fonctions

symétriques de trois variables et certains nombres et polynômes orthogonaux par

exemples :∑
n≥0

Sn(A)Pn(x)zn,
∑
n≥0

Sn(A)Un(x)zn,
∑
n≥0

Sn(A)Qn(x)zn,...
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 :الملخص

قمنا في  انبذايت   حيج. ورنك باستخذام مفهىم انذوال انتناظشيت انعاديت انذوال انمىنذةبحساب  في هزه انمزكشة قمنا

 انمتعامذةكخيشاث انحذود ن تطشقنا.حم  انمزكشةخلال هزه  استخذامهاانتي تم  انمفاهيم الأساسيت بعشض بعض

متغيشاث وبعض الأسقام خلاث نحاصم ضشب انذوال انتناظشيت  بجذيذة  قمنا بعشض  دوال مىنذة   وأخيشا

 . وكخيشاث انحذود انمتعامذة

 .اث, انعلاقاث انتشاجعانمتعامذة انحذود , انذوال انمىنذة, كخيشاث: انذوال انتناظشيتلمات المفتاحيةالك 

Résumé: 

Dans ce mémoire, nous nous sommes  intéressés au calcul des fonctions génératrices 

ordinaires, en utilisant le concept des fonctions symétriques. Nous allons commencer 

par donner des notion de base ayant été utilisés tout au long de ce mémoire, ensuite  

nous introduisons  les polynômes orthogonaux, enfin nous allons présenter des 

nouvelles fonctions génératrices des produits des fonctions symétriques de trois 

variables et certains nombres et polynômes orthogonaux.                                               

Mots-clés : Fonctions génératrices, fonctions symétriques, polynômes orthogonaux, 

relations de récurrences. 

Abstract: 

In this memory, we are intrested in the calculation of  the generating  functions , using 

the concept of symmetric functions. We will start by giving a basic notions that have 

been used throughout this memory , then we introduce the orthogonal polynomials. 

Finally we will present a new generating functions of the products of symmetric 

functions of three variables and certain numbers and orthogonal polynomials .             

                                                                                                        

Keys-words: Generating functions, symmetric functions, orthogonal polynomials, 

recurrences relations. 

 


